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MM.  Mansion,  Proost  et  R.  P.  Hahn tt4-tst 

Sur  la  situation  de  Tagriculturc  en  Belgique  :  MM.  t'  Serstevens,  Van  der 
Smissen,  O^  van  der  Straten,  Léon  Joly,  Cb.  Lagasse,  Proost  (voir 
2*  partie,  pp.  303-32â) tfl» 

VISITES. 

Visite  aux  lal)oratoires  de  MM.  les  professeurs  Schwaen  et  Fredericq,  de 
rUniversité  de  Liège  (voir  aussi  2*  partie,  pp.  68  et  suîv.) €• 
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SECONDE  PARTIE 


MÉMOIRES 


Du  traitement  des  maladies  du  cœur  par  la  méihode  des  D^sSchott, 
de  Ndubeim,  par  M.  le  D^  Moeller i 

Sur  quelques  applications  de  Tintégrale  de  Poisson,  par  M.  Ch.-J.  de  la 
Vallée  Poussin 18 

Étude  du  mouvement  d*un  corps  solide,  par  M.  le  lieutenant  Gocdsecls.  35 

Traitement  de  Tirido-c^clite  spontanée  ou  sympathique  par  les  injections 
sous-conjonctivalesdesublinié,  p:ir  M.  le  Di*  Venneman S9 

Compte  rendu  de  la  réunion  de  la  section  de  médecine  le  27  octobre  1892 
à  Liège,  par  M.  le  D*-  Acb.  Dumont 66 

Traitement  des  fistules  stercorales,  par  HM.  les  0*^  De  Buck  et  Vandcr- 
lindeu 73 

Pacbydermie  urétrale,  par  M.  W.  Meessen 83 

Complications  oculaires  observées  pondant  une  épidémie  de  rougeole,  par 
M.  le  D' Warlomont 80 

Snriesphcnomènesde  volatilisation  apparente,  par  M.  P.  Duhem.  ...  03 

Mémoire  sur  la  recbercbc  la  plus  générale  d*ua  système  orthogonal  tri- 
plement isotherme,  par  M.  le  V^' de  Salvert 103 

Appendice.  Note  VI,  par  M.  le  V»«  de  Salverl 377 

L'Agriculture  en  Belgique  :  ce  quelle  est,  ce  quVIle  devrait  être,  confé- 
rence de  M.  Léon  t*  Serstevens  faite  ù  rassemblée  générale  de  la 
Société  scientiUque  de  Bruxelles,  le  11  avril  1893' 303 

Sur  les  applications  de  la  notion  de  convergence  uniforme  dans  la  théorie 
des  fonctions  d*une  variable  comi)lexe,  par  M.  Ch.-J.  de  la  Vallée 
Poussin 333 
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QUESTIOiNS  AU  CONCOURS. 


i*  On  demande  des  recherches  nouvelles  sur  des  combinaisons  renfer- 
mant le  noyau  C.  —  C,H,. 

3*  Des  foyers  à  gaz  au  point  de  vue  hygiénique. 

3*  Trouver  les  caractères  distinctifs  des  maxima  ou  minima  d'une 
fonction  de  trois  variables  f(x,  y,z)  dans  le  eus  où  Vensemble  des  termes  du 
second  ordre  dans  le  développement  de  /"(o-i-A,  b-^  k,  c-t-/) — f(a,  6,  c) 
peut  s  annuler  sans  changer  de  signe, 

4*  Étudier  la  fixation  de  l'azote  par  le  sol  et  par  la  plante,  au 
point  de  vue  biologique  et  agricole. 


PREMIERE  PARTIE 


DOCUMENTS  ET  COMPTES  RENDUS 


STATUTS 

Article  1''^  —  Il  est  constitué  à  Bruxelles  une  association  qui 
prend  le  nom  de  Société  scientifique  de  Bruxelles,  avec  la  devise: 
«  NuUa  unquam  inter  fidem  et  rationem  vera  dissensio  esse 
potes t  »  (*). 

Art.  2.  —  Cette  association  se  propose  de  favoriser^  confor» 
mément  à  Tesprit  de  sa  devise,  ravancement  et  la  diffusion  des 
sciences. 

Art.  3.  —  Elle  publiera  annuellement  le  compte  rendu  de 
ses  réunions,  les  travaux  présentés  par  ses  membres,  et  des  rap- 
ports sommaires  sur  les  progrès  accomplis  dans  chaque  branche. 

Elle  tâchera  de  rendre  possible  la  publication  d*une  revue  des- 
tinée à  la  vulgarisation  ('). 

Art.  4.  —  Elle  se  compose  d*un  nombre  illimité  de  membres, 
et  fait  appel  à  tous  ceux  qui  reconnaissent  Timporlance  d*une 
culture  scientifique  sérieuse  pour  le  bien  de  la  société. 


(>)  CoDSt  de  Fid.  cath.,  c.  IV. 

(*)  Depuis  le  mois  de  janvier  i8T7,  cette  rc? ue  paraît,  par  livraisons  trimestrielles,  sous 
le  titre  de  Revue  des  questions  seienti/iques.  Elle  forme  chaque  année  deux  volumes  in-8* 
de  700  pages.  Prix  de  l'abonnement  :  âO  francs  par  an  pour  tous  les  pays  de  rUuion  pos- 
tale. Les  membres  de  la  Société  scientifique  ont  droit  à  une  réduction  de  25  pour  cent. 
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Art.  5.  —  Elle  est  dirigée  par  un  Conseil  de  vingt  membres, 
élus  annuellement  dans  son  sein.  Le  Président,  les  Vice- Prési- 
dents, le  Secrétaire  et  le  Trésorier  font  partie  de  ce  Conseil. 
Parmi  les  membres  du  Bureau,  le  Secrétaire  et  le  Trésorier  sont 
seuls  rééligibles. 

Art.  6.  —  Pour  être  admis  dans  Tassociation,  il  faut  être 
présenté  par  deux  membres.  La  demande,  signée  par  ceux-ci,  est 
adressée  au  Président,  qui  la  soumet  au  Conseil.  L'admission 
n'est  prononcée  qu'à  la  majorité  des  deux  tiers  des  voix. 

L'exclusion  d'un  membre  ne  pourra  être  prononcée  que  pour 
des  motifs  graves  et  à  la  majorité  dos  deux  tiers  des  membres  du 
Conseil. 

Art.  7.  —  Les  membres  qui  souscrivent,  à  une  époque  quel- 
conque, une  ou  plusieurs  parts  du  capital  social,  sont  membres 
fondateurs.  Ces  parts  sont  de  500  francs.  Les  membres  ordinaires 
versent  une  cotisation  annuelle  de  15franes,  qui  peut  toujours  être 
rachetée  par  une  somme  del50  francs,  versée  une  fois  pourtoutes. 

Le  Conseil  peut  nommer  des  membres  honoraires  parmi  les 
savants  étrangers  à  la  Belgique. 

Les  noms  des  membres  fondateurs  figurent  en  tète  des  listes 
par  ordre  d'inscription,  et  ces  membres  reçoivent  autant  d'exem- 
plaires des  publications  annuelles  qu'ils  ont  souscrit  de  parts  du 
capital  social.  Les  membres  ordinaires  et  les  membres  honoraires 
rt:çoivent  un  exemplaire  de  ces  publications. 

Tout  les  membres  ont  le  même  droit  de  vote  dans  les  Assem- 
blées générales. 

Art.  8.  —  Chaque  année  il  y  a  trois  sessions.  La  principale 
se  tiendra  dans  la  quinzaine  qui  suit  la  fête  de  Puques,  et  pourra 
durer  quatre  jours.  Le  publie  y  sera  admis  sur  la  présentation 
de  cartes.  On  y  lit  les  rapports  annuels,  et  l'on  y  nomme  le 
Bureau  et  le  Conseil  pour  Tannée  suivante. 

Les  deux  autres  sessions  se  tiendront  en  octobre  et  en  janvier. 
Elles  pourront  durer  deux  jours,  et  auront  pour  objet  principal 
de  préparer  la  session  de  Pâques. 
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Art.  9.  —  Lorsqu*unc  résolution ,-  prise  dans  TAssemblée 
{i^énérnle,  n*aura  pas  élc  ilélibcrcc  en  présence  du  tiers  des 
membres  de  la  Société,  le  Conseil  aura  la  faculté  d*ajourner  la 
décision  jusqu'à  la  prochaine  session  de  Pâques,  La  décision  sera 
alors  définitive,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 

<Vbt.  10.  —  La  Société  ne  permettra  jamais  qu'il  se  produise 
dans  son  sein  aucune  attaque,  même  courtoise,  à  la  religion 
catholique  ou  à  la  philosophie  spiritualisle  et  religieuse. 

ART.  11.  —  Dans  les  sessions,  la  Société  se  répartit  en  cinq 
sections  :  L  Sciences  mathématiques ,  II.  Sciences  physiques, 
IH.  Sciences  naturelles,  IV.  Sciences  médicales,  V.  Sciences  éco^ 
nomiques. 

Tout  membre  de  l'association  choisit  chaque  année  la  section 
k  laquelle  il  désire  appartenir.  Il  a  le  droit  de  prendre  part  aux 
travaux  des  autres  sections  avec  voix  consultative. 

Art.  12.  —  La  session  comprend  des  séances  générales  et  des 
séances  de  section. 

Art.  13.  —  Le  Conseil  représente  l'association.  Il  a  tout  pou- 
voir pour  gérer  et  adn)inis(rer  les  alFaires  sociales.  Il  place  en 
rentes  sur  l'Elat  ou  en  valeurs  garanties  par  TElal  les  fonds  qui 
constituent  le  capital  social. 

Il  fail  tous  les  règlements  d'ordre  intérieur  que  peut  nécessiter 
Texécution  des  statuts,  sauf  le  droit  de  contrôle  de  l'Assemblée 
générale. 

Il  délibère,  sauf  les  cas  prévus  à  l'article  G,  à  la  majorité  des 
membres  présents.  Néanmoins,  aucune  résolution  ne  sera  valable 
qu'autant  qu'elle  aura  été  délibérée  en  présence  du  tiers  au  moins 
des  membres  du  Conseil  dûment  convo(iué. 

Art,  14.  —  Tous  les  actes,  reçus  et  décharges  sont  signés 
par  le  Trésorier  et  un  membre  du  Conseil,  délégué  à  cet  eflct. 

Art.  15.  —  Le  Conseil  dresse  annuellement  le  budget  des 
dépenses  de  l'association  et  présente  dans  la  session  de  Pâques  le 
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compte  détaillé  des  recettes  et  dépenses  de  I*exercice  écoulé. 
L*approbation  de  ces  comptes,  après  examen  de  PAssemblée,  lui 
donne  décharge. 

Art.  16.  —  Les  statuts  ne  pourront  être  modifiés  que  sur  la 
proposition  du  Conseil,  à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres 
votants,  et  dans  TAssemblée  générale  de  la  session  de  Pâques. 

Les  modifications  ne  pourront  être  soumises  au  vote  qu'après 
avoir  été  proposées  dans  une  des  sessions  précédentes.  Elles 
devront  figurer  à  Tordre  du  jour  dans  les  convocations  adressées 
à  tous  les  membres  de  la  Société. 

Art.  17.  —  La  devise  et  Particle  10  ne  pourront  jamais  être 
modifiés. 

En  cas  de  dissolution,  TAssemblée  générale,  convoquée  extra- 
ordinairement,  statuera  sur  la  destination  des  biens  appartenant 
à  Tassociation.  Cette  destination  devra  être  conforme  au  but 
indiqué  dans  Particle  % 


REGLEMENT 


AlRftTt  PAB  LB  CONSEIL  POUR  L'ENCODBAGRMEIIT  DES  RECHBRCBRS  SCIENTIFIQUES. 


1.  —  Le  Conseil  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles  a 
résolu  d'instituer  des  concours  et  d'accorder  des  subsides  pour 
encourager  les  recherches  scientifiques. 

3.  —  A  cet  objet  seront  consacrés  : 

1*  Le  revenu  du  bénéfice  acquis  h  la  Société  jusqu'à  la  ses- 
sion de  Pâques  1879; 

2*  La  moitié  du  bénéfice  acquis  pendant  l'exercice  qui  précède 
Texercice  courant. 

3.  —  Chaque  année,  l'une  des  sections  désignera  une  question 
à  mettre  au  concours.  L'ordre  dans  lequel  les  sections  feront  cette 
désignation  sera  déterminé  par  le  sort.  Toute  question,  pour  être 
posée,  devra  être  appi^ouvée  par  le  Conseil,  qui  donnera  aux 
questions  la  publicité  convenable. 

4.  —  Les  questions  auxquelles  il  n'aura  pas  été  repondu 
d'une  manière  satisfaisante  resteront  au  concours.  Le  Conseil 
pourra  cependant  inviter  les  sections  compétentes  à  les  rempla- 
cer par  d'autres. 

K.  —  Aucun  prix  ne  pourra  être  inférieur  à  500  francs.  Une 
médaille  sera  en  outre  remise  à  l'auteur  du  mémoire  couronné. 

6.  —  Ces  concours  ne  seront  ouverts  qu'aux  membres  de  la 
Société. 

7.  —  Ne  sont  admis  que  les  ouvrages  et  les  planches  manu- 
scrits. 

XVII  * 
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g,  —  f^e  clioix  de  la  langue  dans  laquelle  seront  rédigés  les 
mémoires  est  libre.  Ils  seront,  s*il  y  a  lieu,  traduits  aux  frais  de 
la  Société;  la  publication  n*auni  Heuqu*en  français. 

9.  —  Les  anieurs  ne  mettront  pas  leur  nom  h  ces  mémoires, 
mais  seulement  une  devise  qu*ils  répéteront  dans  un  billet 
cacheté  renfermant  leur  nom  et  leur  adresse. 

10.  —  Les  jurys  des  concours  seront  composés  de  trois 
membres  présentés  par  la  section  compétente  et  nommés  par 
le  Conseil. 

11.  —  Les  prix  seront  décernés  par  le  Conseil  sur  le  rapport 
des  jurys. 

12.  —  Toute  décision  du  Conseil  ou  des  sections  relative  aux 
prix  sera  prise  au  scrutin  secret  et  à  la  majorité  absolue  des  suf- 
frages. 

13.  —  La  Société  n*a  l'obligation  de  publier  aucim  travail  cou- 
ronné; les  manuscrits  de  tous  les  travaux4)réscntés  au  concours 
restent  la  propriété  de  la  Société.  En  cas  de  publication,  cent 
exemplaires  seront  remis  gratuitement  aux  auteurs. 

14.  —  Les  résultats  des  concours  seront  proclamés  et  les 
médailles  remises  dans  l'une  des  assemblées  générales  de  la  ses- 
sion de  PAques.  Les  rapports  des  jurys  devront  être  remis  au 
Conseil  six  semaines  avant  cette  session.  Le  i*'  octobre  de  Tan- 
née précédente  est  la  date  de  rigueur  pour  Tenvoi  des  mémoires 
au  secrétariat. 

15. —  Pour  être  admis  à  demander  un  subside,  il  faut  être 
membre  de  la  Société  depuis  un  an  au  moins. 

16.  —  Le  membre  qui  demandera  un  subside  devra  faire  con- 
naître par  écrit  le  but  précis  de  ses  travaux,  au  moins  d'une 
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manière  générale;  il  sera  tenu,  dans  les  six  mois  de  rnllocalion 
du  subside,dc  présenter  au  Conseil  un  rapporl  écrit  sur  les  résul- 
tats de  ses  recherches,  quel  qu'en  ait  été  le  succès. 

17.  —  Le  Conseil,  après  avoir  pris  connaissance  des  diverses 
demandes  de  subsides,  h  leffet  d'en  apprécier  Timportance  rela- 
tive, statuera  au  scrutin  seerei. 

18.  —  Les  résultats  des  recherches  ravorisces  par  les  subsides 
de  la  Société  devront  lui  être  présentés,  pour  être  publiés  dans 
ses  Annales  s'il  y  a  lieu. 

NoTB.  —  Le  tirage  au  sort,  ordonné  par  l'article  5,  a  i*angc  les  sections 
dans  Tordre  suivant  :  2*,  i\  3%  5*  et  l'". 


LETTRE 


DC 


S.   s.   LE    PAPE   LÉON    XIII 

AU   PRÉSIDENT    ET   AUX    MEMBRES 
DE    LA    SOCIÉTÉ    SCIENTIFIQUE    DE   BRUXELLES. 


Diteetts  Filiis  Praesidi  ac  Afembris  Societatis  Scientificae 

BruxelUs  constitutae, 

LEO  PP.  Xlll. 

DiLECTI  FiLII,  SALUTBM  ET  APOSTOLICAM  BENEDICTIONEM. 

Gratae  Nobis.  advenerunt  litterae  vcstrae  una  cum  Annalibus  et 
Quaestionibus  a  vobis  cditis,  quas  in  obscquenlissimum  erga  Nos  et 
Apostolicaro  Sedero  pictatis  tcslinioniiiin  oblulistis.  Libentcr  sane 
agnoviiDus  Societatem  vestram  quae  a  scientiis  sibi  nomen  fccit,  et 
quae  tribus  tantum  abhinc  annis  laetis  auspiciis  ac  Icsu  Christî 
Vicarii  benediclione  Bruxcllis  constituta  est,  magnum  iam  incremen- 
tom  ccpisse,  et  uberes  fructus  pollîccri.  Profecto  cum  infcnsissîmi 
relligionis  ac  vcritatis  hostes  nunquam  désistant,  imo  magis  magisque 
studeant  dissidium  rationem  inter  ac  fidem  propugnare,  opportunum 
est  ut  praestantes  scientia  ac  pietate  viri  ubique  exurgant,  qui  Eccle- 
siae  doctrinis  ac  documentis  ex  animo  obsequentes,  in  id  contendant, 
ut  demonstrent  nvllam  unquam  inter  fidem  et  rationem  veram  dis- 
êensionem  esse  passe;  qoemadmodum  Sacrosancta  Vaticana  Synodus, 
constantem  Ecclesiae  et  Sanctonim  Patrum  doctrinam  aflirnians, 
declaravit  Gonstitutione  IV*  de  fide  catholica.  Quaproptcr  gratula- 
mur  quod  Societas  vestra  hune  primo  finem  sibi  proposuerit,itcmque 
in  statut is  legem  dederit,  ne  quid  a  sociis  contra  sanam  christianae 
phîlosophiae  doctrinam  committatur;  simulque  omnes  hortamur  ut 
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aunquam  de  egregio  eiusmodi  laudis  tramite  deflectant,  atque  ut 
toto  anirai  nisu  pracsiitutum  Socictalis  Gnem  pracclaris  exeroplis  ac 
scriptis  editis  continuo  assequi  adnilantur.  Deum  autem  Optimum 
Maximum  prccamnr,  ut  vos  omncs  coclcslibus  praesidiis  cooGrmet 
ac  muiiiat:  quorum  auspicem  etNostrae  in  vos  bcnevolentiae  pîgnus» 
Apostolicaro  bcnedictionem  vobis,  dilecti  filii,  et  Socîelati  vestrae  ex 
aoimo  impertîmur. 

Datum  Romae  apud  S.  Petrum  die  15.  lanuarii  1879.  Pootificatus 

Nostri  Anno  Primo. 

Lbo  pp.  XIII. 


A  nos  chers  fils  le  Président  et  les  Membres  de  la  Société 

scientifique  de  Bruxelles. 

LÉON  XIII,  PAPE. 

Chers  fils,  salut  et  bénédiction  apostolique. 

Votre  lettre  Nous  a  ëtc  agréable,  ainsi  que  les  Annales  et  les  Ques- 
tions publiées  par  vous  et  offertes  en  témoignage  de  votre  piété 
respectueuse  envers  Nous  et  le  Siège  apostolique.  Nous  avons  vu 
réellement  avec  plaisir  que  votre  Société,  qui  a  adopté  le  nom  de 
Société  scientifique,  et  s'est  constituée  à  Bruxelles,  depuis  trois  ans 
seulement,  sous  dMieureux  auspices  avec  la  bénédiction  du  Vicaire 
de  Jésus-Christ,  a  déjà  pris  un  grand  développement  et  promet  des 
fruits  abondants.  Certes,  puisque  les  ennemis  acharnés  de  la  religion 
et  de  la  vérité  ne  se  lassent  point  et  sobstinent  même  de  plus  en 
plus  à  proclamer  Topposition  entre  la  raison  et  la  foi»  il  est  opportun 
que  partout  surgissent  des  hommes  distingués  par  la  science  et  la 
piété,  qui,  attachés  de  cœur  aux  doctrines  et  aux  enseignements  de 
l'Église,  s'appliquent  à  démontrer  qu*il  ne  peut  jamais  exister  de 
désaccord  réel  entre  la  foi  et  la  raison,  comme  Fa  déclaré,  dans  la 
Constitution  IV  de  fide  calholica,  le  saint  concile  du  Vatican  aflirmant 
la  doctrine  constante  de  FEglise  et  des  saints  Pères.  C'est  poui-quoi 
Nous  félicitons  votre  Société  de  ce  qu'elle  s*est  d'abord  proposé  cette 
6n,  et  aussi  de  ce  qu'elle  a  mis  dans  les  Statuts  un  article  défendant 
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V  ft  ses  membres  toute  attaque  aus  saines  doctrines  de  la  philosophie 

chrétienne;  et  en  même  temps  Nou$  les  exhortons  tous  à  ne  jamais 
«*ëcarter  de  la  voie  excellente  qui  leur  vaut  un  tel  éloge,  et  à  pour- 
suivre continuellement  de  tout  l'effort  de  leur  esprit  l'objet  assigné 

'-.y  i  la  Société^  par  d'éclatants  exemples  et  par  leurs  publications.  Nous 

prions  Dieu  très  bon  et  très  grand,  qu*il  vous  soutienne  tous  et  vous 

'v  fortifie  du  céleste  secours:  en  présage  duquel,  et  comme  gage  de 

Noire  bienveillance  envers  vous,  Nous  accordons  du  fond  du  cœur  à 
vous,  chers  (Ils,  et  à  votre  Société  la  bénédiction  apostolique. 

Donné  &  Rome,  h  Saint-Pierre,  le  15  janvier  1879,  l'an  1  de  notre 
PontiGcat. 

Ltoif  XIIl,  Papb. 
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LISTES 

DES 

UESIBRëS  de  la  société  scientifique  de  BRIXBLLES, 

Année  4894. 


Lille  des  membrei  fondaleuri. 

S.  Ë.  le  cardinal  Decuahps  ('),  archevêque  de.     .  Malines. 

François  DE  Cannart  d'IIamale  (I) Malincs. 

Charles  Dessaim Malines. 

Jules  VAM  Havre  (') Anvers. 

Le  chanoine  BIaes  (') Bruges. 

Le  chanoine  De  Leyn Bruges. 

Leirens-Eliaert AIosL 

Frank  Gillis  (') Bruxelles. 

Joseph  Saey Bruxelles. 

Le  Ch"  de  Scdoutiieete  DE  Tervarent    ....  Saint-Nicolas. 

Le  Collège  Saint-Michel Bruxelles. 

Le  Collège  Notre-Dame  de  la  Paix No  mur. 

Le  duc  D*URSELy  sénateur  (') Bruxelles. 

Le  P"  Gustave  de  Croy  (*) Le  Rœulx. 

Le  C«  de  T'Serclaes  (*) Gand. 

Auguste  DuMO.NT  de  Chassart  (') Mellet  (llainaut). 

Charles  Heruite,  mciobre  de  Tlnstitut  ....  Paris. 

L'École  libre  de  liusiACULÉE-Co.NCEPTiON .     .     .     .  Vaugirard -Paris. 

L*Ecole  libre  Sai.nte-Geneviève Paris. 

Le  Collège  Sai.nt-Servais Liège. 

Le  O'  de  Bergevcr Bevcren-Waes. 

L*Institul  Saint-Ignace     .  Anvers. 

Philippe  Gilbert  (*),  correspondant  de  Plnstitut.  Louvain. 

Le  R.  P.  Provincial  de  la  Compagnie  de  Jésus  en 

Belgique Bruxelles. 

(<)  Décédé. 
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Le  Collège  Saint-Joseph Alost. 

Le  chanoine  de  Woutbhs Braine-le-Comte. 

Antoine  d^Abbadie,  membre  de  Tlnstitut    ...  Paris. 

S.  Ë.  le   cardinal    Haynai,d  ('),   archevêque    de 

Kalocsa  et  Bues Kalocsa  (Hingrie). 

S.  É.  le  cardinal  Séraphin  Vannutelli         .    .     .  Rome. 

S.  G.  Mgr  Du  RoussADx,  évéque  de Tournay. 

S.  Ë.  le  cardinal  Goossens,  archevêque  de  .     .     .  Malines. 

R.  Bedel Aix. 

S.  G.  Mgr  Belin  (<),  ëvêque  de. Namur. 

Eugène  Pecheb Bruxelles. 

S.  Exe.  Mgr  Ferr  ATA,  arche  vêque  de  ThessaloniquCf 

nonce  apostolique .     .  Paris. 

S.  Exe.  Mgr  Nava  di  Bontifè,  archevêque  d*Iiéra- 

clée,  nonce  apostolique Bruxelles. 


Lille  des  membres  honoraires. 

Le  P**  B.  BoKcoHPAGNi,  de  l'Académie  pontiGcale 

des  Nuovi  Lincei Rome. 

Antoine  d'Ardadie,  membre  de  l'Institut    .     .     .  Paris. 

Charles  IIermite,  membre  de  l'Institut  ....  Paris. 

Le  général  Newton New- York. 

Le  docteur  FoEnsTER Aix-la-Chapolle 

A.  DE  Lapparent Paris. 

A.  BéciiAUP Lille. 

Camille  Jordan,  membre  de  l'Institut     ....  Paris. 

WoLF,  membre  de  Tlnstitut Paris. 

Haton  de  la  GoupiLLiÈRE,  mcmbrc  de  Tlnstitut  Paris. 

Le  vice-amiral  de  Jonquiéres,  membre  de  Tlnstitut.  Paris. 

BoussiNESQ,  membre  de  Tlnstitut Paris. 

L.  DE  BussY,  membre  de  Tlnstitut Paris. 

Louis  Pasteur,  membre  de  l'Institut Paris. 

Aug.  Daurrée,  membre  de  Tlnstitut Paris. 

AuAGAT,  correspondant  de  Tlnslitut,  répétiteur  h 

l'École  polytechnique Paris. 

(M  Décédé 


XXY   


Liste  générale  des  membres  de  le  Société  scientifique 

de  Bruxelles. 


o'Abbadib  (Antoine),  membre  de  l'Institut,  1!20,  rue  du  Bac.  —  Paris; 

ou  Abbadia  par  Hendayc  (Basses-Pyrënées  —  France). 
Abbbloos  (Mgr), docteur  en  théologie,  recteur  magniPiquc  de  TUnivcr- 

sité,  3,  montagne  du  Collège.  —  Louvain. 
o'AcT  (E.),  40,  boulevard  Malcsherbcs.  —  Paris. 
AoAif  DB  Yabza  (Ramon),  ingénieur  des  mines.  —  Lcquèitio  (Yiz- 

caya  —  Espagne). 
Agdilaii  y  Santillan  (RafncI),  sccretario  gênerai   de  la  Sociedad 

t  Antonio  Alzate  >,  43,  callc  de  la  Palma.  —  Mexico 

(Mexique,  via  New- York). 
Albxis,  m.  g.  (Frère),  27,  rue  Oudinot.  —  Paris. 
Allard  (François),  industriel.  —  CliAlelineau. 
Amagat,  correspondant   de    Tlnstitut,    répétiteur  à   TÉcolc   poly- 
technique, 34,  rue  St- Lambert.  —  Paris. 
André  (J.-B.),  inspecteur  au   ministère  des  travaux  publies,  ill, 

avenue  Brugmann.  —  Uccle. 
ARCELiif  (Adrien),  secrétaire  perpétuel  de  TAcadémic  de  Mâcon.  — 

Chàlon-sur-Snône  (Saônc-el-Loire  —  France). 
Arduin  (abbé  Alexis),  h  Aigucbclle,  par  Grignan  (Drômc  —  France). 
Ballior,  8,  place  de  la  Calandre.  —  Gand. 
Barcia  Caballero  (Juan),  catcdratico  de  discccion  en  la  Universidad, 

Puerta  de  la  Pcna,  10.  —  Santiago  (Espagne). 
Bardin  (abbé  Louis),  professeur  de  géologie   h  la  Faculté,  21,  rue 

Brault.  —  Angers  (Maine-et-Loire  —  France). 
Barbbl,  (R.  P.Victor),  S.  J.,  Collège  du  S.-Cœur,  58,  rue  de  Monti- 

gny.  —  Charleroi. 
01  Bartolo  (Canonico  Salvatore),  via  dclla  Libertà,  1.  —  Palermo 

(Sicile). 
Baulb  (Albert),  lieutenant  de  vaisseau,   133,  chemin  de  Mngudas. 

—  Caudéran,  près  Bordeaux  (Gironde  —  France). 
Baybt  (Adrien),  33,  nouveau  marché  aux  Grains.  —  Bruxelles. 
Bayet  (Ernest),  38,  rue  Joseph  II.  —  Bruxelles. 
Beaocourt  (abbé  Léopold),  curé  des  Écaussinnes  d*Enghien. 
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BécnAHP,  dojcD  de  la  Faculté  catholique  de  médecine,  56,  rue  des 

Fossés.  —  Lille  (Nord  —  France). 
Bedel  (abbé  R.),  prêtre  de  S*-Sulpice,  directeur  au  Grand-Séminaire. 

—  Aix  (Bouclics-du-Rliône  —  France). 

Belpaire  (Frédéric),  ingénieur,  48,  avenue  du  Margrave.  —  Anvers. 
DE  BEncEYCR  (O*),  cliâtcau  de  Bevcren-Waes  (Flandre-Orientale). 
BsnLEun  (Adolphe),  ingénieur,  17,  faubourg  Saint- Laurent.  —  Liège. 
Berlingin  (Mclchior),  directeur  des  laminoirs  de  la  Vieille-Montagne. 

—  Pcnehot  par  Viviez  (Aveyron  —  France). 
Bertrand  (Léon),  9,  rue  Crespel.  —  Bruxelles. 
BéTEiuNE-EtiAERT  (B*"*),  séuatcur,  rue  du  Pont.  —  Alost. 
Béthune  (Mgr  Félix),  rue  d'Argent.  —  Bruges. 

Blondel  (Alfred),  ingénieur,  14,  rue  de  la  Magdeleine.  —  Toumay. 

Blondiaux  (Auguste).  —  Morinlmé  (Namur). 

Blot  (abbé),  23,  avenue  de  Messine.  —  Paris. 

DB  LA  BoËssiÈRE-TuiENKEs  (M"),  25,  ruc  aux  Laines.  —  Bruxelles;  ou 

château  de  Lorobise  par  Lens  (Ilainaut). 

BoLsius,  S.  J.  (R.  P.  Henri),  Kerkstraat,  A.  14.  —  Oudenbosch  (Pays- 
Bas). 

BoNAMis(Florimond),  ingénieur.  —  Jambes  (Namur). 

BoNCOttPAGNi  (P"*  B.),  de  TAcadéraie  pontifîcale  des  Nuovi  Lincei, 

palazzo  Piombino,  piazza  Colonna.  —  Rome. 

BoRGiNON  (Gustave),  docteur  en  médecine,  58,  rue  Dupont. — Bruxelles. 

Bossu  (abbé  L.),  professeur  à  TUniversité,  58,  rue  de  Bériot.  — 

Louvain. 

BouiLLOT,  directeur  de  TÉcole  moyenne  d  agriculture  de  TEcole  de 

rÉtat.  —  Vilvorde. 

BooLAY  (abbé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  127,  boulevard 

Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 

BooQuÉ,  professeur  à  rUntversité,  5,  rue  des  Selliers.  —  Gand. 

BouQUiLLOM    (abbé    Th.),    Catholic     University     of    America.    — - 

Washington  (Brookland,  D.  G.  —  États-Unis  d'Amé- 
rique). 

BoDRDEAU  (Abel),  médecin  de  bataillon  de  l'*  classe,  École  des  Pupilles 

de  Tarmée.  —  Alost. 

BODRGBAT  (abbé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  15,  rue  Gharles 

de  Muyssart.  —  Lille  (Nord  —  France). 

BoDSsiNESQ,  membre  de  Tlnstilut,  1,  rue  Claude-Bernard.  —  Paris. 

DU  Bovs  (Paul),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées.  —  Annecy 

(H**-Savoie  —  France). 
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▼AN  DBif  Bbarde!!  DE  Reeth  (Mgr),  dvâque  d'Érylhrtfc,  au  Collège 

Belge.  —  Rome. 
Brarly  (Edouard),  professeur  k  Tlnslilut  catholique,  21,  avenue  de 

Tourville.  —  Paris. 
Breitrof  (N.),  professeur  à  F  Université,  85,  rue  de  Bruxelles.  — 

Louvain. 
Bribosia,  docteur  en  médecine,  membre  de  PAcadduiie  royale  de 

mc^dccine,  16,  rue  Neuve.  —  Namur. 
vAii  OER  Bruggbn  (B*"*  3Inuricc),  20,  rue  du  Gouvernement.  —  Gand. 
Broylarts,  professeur  si  TUniversité  catholique,  de  FAcadémic  royale 

de  médecine,  28,  rue  des  Rc^coliets.  —  Louvain. 
Buisseret  (Anatole),  préfet  des  éludes,  au  Collège  communal.  — 

Nivelles. 
Boisseret  (Joseph),  professeur,  au  Collège  communal.  —  Nivelles. 
DE  BussY  (L.),  membre  de  Tlnstitut,  inspecteur  gênerai  des  construc- 
tions navales,  7,  rue  de  Jouy.  —  Paris. 
CAMDOUé  (R.  P.  Paul),  missionnaire.  —  Tananarive  (Madagascar,  via 

Smcz). 
Carfyr  (Albert),  3,  place  du  Lion  d'Or.  —  Gand;  ou  Evergem  près 

Gand. 
Cappelletc  (Guillaume),  avocat,  4,  place  Marguerite.  —  Louvain. 
Carroy  (Joseph),  professeur  à  rUniversité,  13,  rue  des  Joyeuses- 
Entrées.  —  Louvain. 
Cartcyvels  (Jules),  directeur  au  ministère  de  Tagriculture,  40,  rue 

Brcydel.  —  Bruxelles. 
Casarés  (Firmino),  en  la  Coruiia.  —  (Espagne). 
DO  CuASTEL  (G**  Henri),  55,  rue  de  Trêves.  —  Bruxelles. 
Chautard,  doyen  de  la  Faculté  catholique  des  sciences  de  Lille, château 

de  la  Chapelle,  par  Croissanville  (Calvados  —  France). 
Clasbr  (abbé  B.-L),  curé   doyen   d'Echtcrnach   (Grand-Duché   de 

Luxembourg). 
Cloqoet  (L.),  professeur  à  TUnivcrsité,  30,  plaine  St-Picrre. —  Gand. 
GoGELs(J.-B.-IIcnri),  181,  avenue  des  Arts.  —  Anvers» 
Collège  Notre-Daue  de  la  Paix,  39,  rue  de  Bruxelles.  —  Namur. 
Collège  Saixt-Josepu,  i3,  rue  de  Bruxelles.  —  Alost. 
Collège  Saint-Michel,  14,  rue  des  Ursulines.  —  Bruxelles. 
Collège  Sairt  Servais,  88,  rue  Saint-Gilles.  —  Liège. 
CooLs  (Auguste),  ingénieur.  —  Lierre. 
CoppiETERs  DE  Stocruove  (abbé  Ch.),  curé  à  Sysseelc  lez-Bruges. 
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Gousiif  (L.),  directeui'  de  l^École  polytechnique,  conseiller  technique 

du   gouvernement  chilien,  208,  calie  Galbedral  (ca- 

silla  952).  —  Santiago  (Chili). 
CRArriKcx  (Oscar),  M ,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
OB  Croy  (P**  Juste),  G3,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles;  ou  Le  Rœulx. 
CuYLiTS  (Jean),  docteur  en  médecine,  44,  boulevard  de  Waterloo.  — 

Bruxelles. 
Daniels  (D'  Fr.),  professeur  au  Séminaire.  —  Rolduc  (Limbourg 

hollandais). 
Dacbréb  (Aug.),  membre  de  Flnstilut,  professeur  de  géologie  au 

Muséum,  254,  boulevard  Saint-Germain.  —  Paris. 
Daubressb  (Paul),  ingénieur.  —  Nicl  près  Boom  (Anvers). 
Davignon  (Julien),  41,  avenue  de  la  Toison-d*Or.  —  Bruxelles. 
De  Baets  (Ucrman),  16,  rue  du  Bélier.  —  Gand. 
De  Baets  (abbé  Maurice),  secrétariat  de  Tévéché.  —  Gand. 
Oebaisieux,  professeur  à  l'Université,  14,  rue  Léopold.  —  Louvain. 
De  Becker  (chan.  Jules), professeur  à  l'Université,!  10, rue  de  Narour. 

—  Louvain. 

De  Bien  (Fernand),  ingénieur,  18,  rue  des  Sœurs-Boires.  —  Gand. 
De  Bloo  (Julien),  ingénieur,  89,  boulevard  Frère-Orban.  —  Gand. 
De  Broower  (chan.),  supérieur  du  Petit-Séminaire.  —  Roulers. 
Db  Bruyn  (Jules),  175,  chaussée  de  Wavre.  —  Bruxelles. 
De  Buck  (D'  D.),  28,  rue  Basse.  —  Gand. 

Degive  (A.),  membre  de  l'Académie  royale  de  médecine,  directeur  de 

l'École  vétérinaire  de  l'État,  boulevard  d'Anderlecht. 

—  Cureghem-lez-Bruxelles. 

De  Greeff,  S.  J.  (R.  P.  Henri),  11,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 
De  Jaer  (Camille),  avocat,  56,  boulevard  de  Waterloo.  —  Bruxelles. 
De  Jaer  (Jules),  ingénieur  des  mines,  Vieux-Marché-aux-Bétcs. — Mons. 
Delacrb  (Maurice),  membre  correspondant  de  l'Académie  royale  de 

Belgique,  professeur  h  l'Université,  chaussée  de  Cour- 

trai,  129.  —  Gand. 
Delaire  (A),  secrétaire  général  de  la  Société  d'Économie  sociale,  258, 

boulevard  S'- Germain.  —  Paris. 
De  Lantsheere  (D'  J.),  oculiste,  10,  avenue  des  Arts.  —  Bruxelles. 
De  Lantsheere  (Léon),  avocat,  216,  rue  du  Trône.  —  Bruxelles. 
Delétrez  (D**  A.),  5,  rue  de  la  Charité.  —  Bruxelles. 
De  Leyn  (chan.  A.),  5i,  rue  du  Marécage.  —  Bruges. 
Delvigne  (chan.  Adolphe),  curé  de  Saint-Josse-tcn-Noode,  14,  rue 

de  la  Pacification.  —  Bruxelles. 
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DiiARBT  (abbë), docteur  en  sciences  physiques  et  mathëmatiqucs,  pro- 
fesseur à  TUniversitë,  Collège  du  St-Esprit.— Louvain. 

Db  Mabbaix  (Alph.),  professeur  à  PUniversilë  de  Louvain ,  conseiller 

provincial.  —  Meerhout. 

Db  Meestbb  (Augustin),  propriétaire.  —  Saint-Nicolas. 

Db  Pbetbb  (Herinan),  ingénieur,  28,  boulevard  du  Jardin  Botanique. 

—  Bruxelles. 

Db  Peins,  place  du  Peuple.  —  Louvain. 

Dbsplâts  (docteur),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  52,  boule- 
vard Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 

Dessair  (Charles),  libraire-éditeur,    rue   de    la   Blanchisserie.   — 

Malines» 

Db  Tillt  (général  J.),de  TAcadémie  royale  de  Belgique,  commandant 

de  rÉcole  militaire.  —  Bruxelles. 

Dbwalque  (François),  professeur  &  l'Université,  26,  rue  des  Joyeuses- 
Entrées.  —  Louvain. 

Dbwalqoe  (Gustave),  professeur  à  l'Université,  menfibrede  TAcadémie 

royale  de  Belgique,  17,  rue  de  la  Paix.  —  Liège. 

D'IloRDT  (Frédéric),  directeur  du  Laboratoire  communal.  —  Courtrai. 

DiERCKX,  S.  J.  (R.  P.  François),  professeur  de  sciences  naturelles, 

i  1 ,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

Dibrcrx  (P.),  membre  de  la  Chambre  des  représentants. — Turnhout. 

DoBBT  (Ferdinand),  avocat,  membre  de  la  Chambre  des  représentants, 

place  S*-Aubin.  —  Namur. 

DE  DoRLODOT  (chau.  H.),  docteur  en  théologie,  professeur  à  l'Univer- 
sité catholique,  18,  rue  Léopold.  —  Louvain. 

DE  DoRLODOT  (Sylvain),  château  de  FlorifToux,  par  Floreffe  (Namur). 

DoGNiOLLB  (Max),  professeur  à  TUniversité,  45,  Coupure.  —  Gand. 

DuRBM  (Pierre),  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  sciences, 

10,  rue  Brizeux.  —  Rennes  (Ille-ct-Vilaine  —  France). 

DuMAS-pRiHBAULT  (Hcuri),  ingénieur,  château  de  la  Pierre.  —  Cérilly 

(Allier  —  France). 

DuBORT  (Achille),  docteur  en  médecine,  77,  chaussée  de  Charleroi.  — 

Bruxelles. 

DoMORT  (André),  professeur  à  l'Université,  13,  rue  de  la  Laie.  — 

Louvain. 

DuBART  (Henri),  inspecteur  général  des  charbonnages  patronnés  par 

la  Société  Générale,  3,  Montagne  du  Parc.  —  Bruxelles. 
Du  RoossAox  (S.  G.  Mgr),  évéque  de  Tournay. 


—   XXX   — 

• 

DusAUsoT  (Clément),  professeur  à  rUnivcrsiié,   107,  chaussée  de 

Courlrai.  —  Gand. 
DuTORDOiR(Hecior),  ingénieur  en  chef  directeur  du  serviee  technique 

provincial,  375,houIcvard  du  Château.  —  Gand. 
École  libre  de  l*Iiiiiaculée-Co.nception. —  Vuugirard,  Paris. 
École  libre  Sainte-Geneviève,  rue  Lliomond.  —  Paris. 
Eecrman  (D''  J.),  32,  rue  Verte.  —  Bruxelles. 

DE  L*EscAiLLE  (Joseph),  ingcnicuT.  —  Hamonl,  par  Neerpelt  (Limbourg). 
ErifAUD  (L),  ingénieur  de  la   marine,  directeur  des  constructions 

navales,  2,  place  de  TAlnia.  —  Cherbourg  (Manche  — 

France). 
Fagnart  (Emile),  docteur  en  sciences  physiques  et  mnlhcmatiques, 

professeur  a  TAthénée  royal,  72,  rue  Chorles-Quint. 

—  Gand. 

Faucon  (A.),  docteur  en  médecine.  —  Le  Rœulx. 

Feueiro  (Maximiito),  catedràlico  de  Patologia  y  Cliniea  en  la  Univer- 

sidad.  —  Santiago  (Espagne). 

Félicien  (Monsieur),  supérieur  général  des  Joséphites.  —  Grammont. 

Fbliù  y  P£REz(Bartolomé),profcsoren  la  Universidad,  ealle  dcl  Bruch, 

31.  —  Barcelona  (Espagne). 

Fernandez  Sanchbz  (José),  catedràlico  de  Historia  univcrsal  en  la 

Universidad.  —  Santiago  (Galice  —  Espagne). 

Fbrrata  (S.  G.  Mgr),  archevêque  de  Thcssalonique,  nonce  du  Saint- 
Siège,  58,  rue  de  Varcnnes.  —  Paris. 

FiTA  Y  CoLoné,  S.  J.  (R.  P.  Fidel),  ealle  de  Isabel  la  Catôlica,  12.  - 

Madrid  (Espagne). 

FoERSTER  (\y)y  professeur  d*histoire  naturelle.  —  Aix-la-Chapelle. 

Folie  (F.),  membre  de  l'Académie  royale  et  directeur  de  TObscrva- 

(oire  royal  de  Belgique.  —  Uccle. 

Fontaine  (Théodore)»  professeur  à  l'Université,  14,  rue  des  Orphelins. 

—  Louvain. 

FoRGET  (abbé  J.),  professeur  h  TUniversité,  Collège  du  Saint-Esprit. 

—  Louvain. 

FoRNi(C»*  Paul).  —  Bozcn  (Tyrol  —  Autriche). 

DB  FoviLLB  (abbé),  professeur  h  TUniversité,  au  Séminaire.  —  Mon- 
tréal (Canada). 

François,  S.  J.  (R.  P.  Alexis),  professeur  au  Collège  N.-D.  de  la  Paix, 

59,  rue  de  Bruxelles.  —  Namur. 

Francotte  (Xavier),  docteur  en  médecine,  professeur  h  TUniversité. 

\  5,  quai  de  l'Industrie.  —  Liège. 
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Gallbz  (Louis),  docteur  en  mëdccinc,  membre  de  FAcadémie  royale 

de  médecine.  —  Châtelel. 

DE  Garcia  de  la  Vega  (0°"  Victor),  docteur  en  droit,  37,  rue  du  Luxem- 
bourg. —  Bruxelles. 

GAOTHiER-ViLLAns,  55,  qual  des  Grands-Augustins.  —  Paris. 

Gautier  (chanoine),  79,  rue  Notre-Dame.  —  Malincs. 

George,  S.  J.  (R.  P.  Charles),  11,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 

GiARïf uzzi  (Mgr  Venceslao),  via  Uflicii  del  Vicario,  30.  —  Rome. 

Gilbert  (Paul),  ingénieur,  rue  Gambetta.  —  Givet  (Ardcnnes  — 

France). 

GiLSON,  professeur  à  TUniversité,  1,  avenue  de  la  Place  d*Armes. 

—  Gand. 

Glorieux  (D'),  5a,  rue  du  Congrès.  —  Bruxelles. 

Godard,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  —  Ronfleur  (Calvados 

—  France). 

Gobdseels  (Edouard),  capitaine,  professeur  h  TËcole  de  guerre,  8, 

chaussée  de  VIeurgat.  —  Bruxelles. 
Goix(Alph.),  docteur  en  médecine,  40,  rue  de  Joinville.  —  Paris. 
Goossens  (S.  É.  le  cardinal),  archevêque  de  Malincs. 
GoRis  (Charles),  docteur  en  médecine,  181,  rue  Royale.  —  Bruxelles. 
Gra2vdxo?ct (Alphonse),  avocat.  —  Cortesscm  (Limbourg)  ;  ou  Taormina 

(Sicile). 
Gran ERO,  S.  J.  (R.  p.  Juan),  colegio  de  N.  S'*  dcl  Recuerdo,  Chamartin 

de  la  Rosa.  —  Madrid  (Espagne). 
Grbdilla  (Apoliniir  Federico),  docteur  en  sciences  naturelles,  aide- 

naturalislc  au  Musée  de  Madrid,  rue  de  Leganitos, 

n*  25,  3*.  —  Madrid  (Espagne). 
Greftier  (Gustave),  propriétoire,  78,  rue  de  In  Station.  —  Louvain. 
Grinda  (Jesùs),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  Valvcrdc,  22,  2*. 

—  Madrid  (Espagne). 

Grisar  (Armand),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathématiques, 

5,  rue  Hoboken.  —  Anvers. 
deGrossouvre  (A.),  ingénieur  des  mines.  —  Bourges  (Cher — France). 
Guyétand,  directeur  de  TÉcole  libre  de  Mont-Roland.  —  Dôie  (Jura 

—  France). 

Hagen,  s.  j.  (R.  P.),  Georgetown  Collège  Observatory.  —  Washing- 
ton 1).  C.  (Etats-Unis  dWmérique). 

Harn,  s.  j.  (R.  P.  Guillaume),  Collège  N.-D.  de  la  Paix,  39,  rue  de 

Bruxelles.  —  Namur. 
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DB  Habi.be  (Mgr),  professeur  h  TUniversilë,  8,  rue  au  Venl.  —  Louvain. 
Haton  de  l4  GpuPiLLiÉBE  (J^-N.),  membre  de  l'Inslitut,  inspecteur 

général  des  mines,  directeur  de  l'École  des  mines, 

60,  boulevard  Saint-Michel.  —  Paris. 
OB  LA  Hayb  (Auguste),  ancien  capitaine  commandant  i  Kessel-Loo. 

—  Lierre. 
Hbllepottb  (G.),  membre  de  la  Chambre  des  représentants,  profes- 
seur à  rUiiiversité  catholique,  rue  des  Rëcollets.  — 

Louvain. 
DB  Heiptinne  (Alexandre),  52,  rue  des  Meuniers.  —  Gand. 
DE  Hemptinne  (C*'  Joseph),  fils,  31,  rue  Charles-Quint,   —  Gand; 

ou  Tamise  (Flandre  Orientale). 
Henry  (Hector).  —  Dinant. 
Henry  (Louis),  professeur  h  l'Université,  membre  de  FAcadémie 

royale  de  Belgique,  2,  rue  du  Manège.  —  Louvain. 
Henry  (Paul),  docteur  en  sciences  naturelles,  2,  rue  du  Manège.  — 

Louvain. 
Hbrmite  (Charles),  membre  de  l'Institut.  2,  rue  de  Sorbonne.  — 

Paris. 
Hervier  (abbé  Joseph),  51,  grande  rue  de  la  Bourse.  —  Saint- 

Etienne  (Loire  —  France). 
Hbymans  (J.-F.),  xlocteur   en  sciences,   professeur   à   l'Université, 

35,  boulevard  de  la  Citadelle.  —  Gand. 
Heynbn  (W.),  membre  de  la  Chambre  des  représentants.  —  Bertrix 

(Luxembourg)  et  85,  rue  du  Commerce,  Bruxelles. 
Houtart  (B"  Jules).  —  Monccau-sur-Sambre  (Hainaut). 
Houze  (Octave),  docteui  en  médecine.  —  Binche. 
Huhdert,  ingénieur  des  mines,  répétiteur  à  TEcole  polytechnique, 

i  6,  boulevard  Malesherbes.  —  Paris. 
Huyberechts  (D'Th.),  61,  rue  des  Fabriques.  -    Bruxelles. 
IcAZBALCETA  (Joaqufn  Garcfa),  apnrtado  del   correo  366.  —  Mexico 

(Mexique,  via  New- York). 
Illescas  (Juan),  calle  de  la  Compania,  16.  —  Puebla  (Mexique,  via 

New- York). 
lîiiGOEz  é  Iniguez  (Francisco),  catedralico  de  Astronomia  en  la  Univer- 

sidad,  calle  de  Isabel  la  Catélica,  4,  bajo.  —  Madrid 
(Espagne). 
Institut  Saint-Ignace.  —  Anvers. 
Jagobs  (Mgr),  curé-doyen  de  Sainte-Gudule.  —  Bruxelles. 
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JacopssbRjS.  J.  (R.  p.  Raymond),  H,  rue  des  Ursulines.  —  Bruxelles. 
Jannet  (Claudio),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  11, , rue  las 

Cases.  —  Paris. 
Jbnnbr  (Ch.  I.),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussëes,  directeur 

des  travaux  hydrauliques  de  la  marine,  38,  rue  de  la 

Rampe.  —  Brest  (Finistère  —  France). 
JiiBiio  (Joaquin),  ingeniero  de  c^iminos.  ^  Castellon  de  la  Plana 

(Espagne). 
loLT  (Albert),  avocat  &  la  cour  d^appel,  8,  rue  de  la  Grosse-Tour. 

—  Bruxelles. 

JoLf  (Léon),  avocat,  18,  rue  de  Suisse.  —  Bruxelles. 

OB  JoNQoiÈRBS,  vicc-amiral,  membre  de  l'Institut,  2,  avenue  Bugeaud. 

—  Paris. 

Jordan  (Camille),  membre  de  l'Institut,  48,  rue  de  Varenne.  —  Paris. 
Jourdain  (Louis),  ingénieur,' 19,  rue  Léopold.  —  Bruxelles. 
JuLiN  (Armand),  9,  rue  du  Berger.  —  Bruxelles. 
KiRSGH  (R.  P.  Alexandre  M.),  C.  S.  C.  —  Notre-Dame  (Indiana  — 

.  États-Onis). 
DB  KiRWAN  (Charles),  ancien  inspecteur  des  forêts,  7,  rue  de  TOran- 

gerie.  —  Versailles  (Seine-et-Oise —  France). 
KuRTB  (Godefroid),  professeur  &  FUniversité,  6,  rue  Rouvroy.  — 

Liège. 
Lacor  (E.),  professeur  de  mathématiques  k  l'Ecole  Sainte-Geneviève, 

96,  boulevard  Montparnasse.  —  Paris. 
Lagasse  (Alexandre),  4,  rue  Saint-Maurice.  —  Nivelles. 
Lagassb  (Charles),  ingénieur  en  chef  directeur  des  ponts  et  chaussées, 

membre  du  Conseil  supérieur  du  Travail,  61,  rue  du 

Conseil.  —  Bruxelles. 
Lahoussb  (D''),  professeur  à  TUniversilé,  27,  Coupure.  -^  Gand. 
Lam ARCHE  (Emile),  81 ,  rue  Louvrcx.  —  Liège* 
Laxbbrt  (Camille),  ingénieur  en  chef  des  chemins  de  fer  de  TEtat, 

65«  avenue  Brugmann.  —  Bruxelles. 
LaIxbiottb  (Victor),  ingénieur,  directeqr-gérant  aux  charbonnages 

d*Oignies-Aiseau,  par  Tamines  (Namur). 
LAiiY(Mgr),  membre  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  professeur! 

rUniversité    catholique,  149,   rue  des  Moutons    — 

Louvain. 
Laporte,  ingénieur  hydrographe  de  la  marine,  11,  rue  Royale.  — 

Versailles  (Seine-et-Oise  —  France). 

xvn.  c 
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DE  LAPPABErfT(Â.),  membre  correspondant  de  la  Société  géologique  de 

Londres,  professeur  à  l*lnstitut  catholique,  5,  rue  de 
Tilsilt.  —  Paris. 

Lebor,  docteur  en  médecine,  place  Saint-Paul.  —  Nivelles. 

Leconte  (Félix),  10,  rue  du  Lac.  —  Gand. 

Ledresseur  (Charles),  docteur  en  médecine  ,  professeur  à  TUniver- 

sité«  75,  vocr  des  Capucins.  —  Louvain. 

Lepebvrb,  docteur  en  médecine,  professeur  à  FUniversité ,  membre 

de  l'Académie  royale  de  médecine ,  36 ,  rue  de  Bériot. 
—  Louvain. 

Lefebvre  (chan.  Ferdinand),  professeur  h  l'Université,  34,  rue  de 

Bériot.  —  Louvain. 

Lefebvre  (abbé  Maurice),  docteur  en  sciences  naturelles,  professeur 

au  Collège  Saint-Joseph.  —  Virton. 

Leirens-Éliaert,  rue  du  Pont.  —  Alost. 

Lejeuise-Sihonis,  château  de  Sohan  par  Pepinster  (Liège). 

Lehoi.ne  (Georges),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  examî- 

nateur  de  sortie  pour  lu  chimie  h  l'Ecole  polytechnique, 
76,  rue  d'Assas.  —  Paris. 

Lemonnier  (abbé  Th.),  professeur  au  Petit-Séminaire  de  Mont-aux- 

Molades,  par  Rouen  (Seine-Inférieure  —  France). 

Le  Paige  (C),  membre  de  TAcadcmie  royale  de  Belgique,  professeur 

k  rUnivcrsité,  21,  rue  des  Anges.  —  Liège. 

Lbray  (R.  p.  a.),  23,  rue  des  Fossés  St- Jacques.  —  Paris. 

OE  Liedekerke  (C^"  Charles),  30,  rue  de  l'Industrie.  —  Bruxelles. 

DE  Liedererre  de  Pailue  (C^  Ed.),  47,  avenue  des  Arts. —  Bruxelles. 

de  Lihburg-Stiruh  (C^' Adolphe),  15,  rue  du  Commerce.  —  Bruxelles. 

DE  Linburg-Stirum  (C^^  Samuel),  30,  rue  du  Luxembourg. —  Bruxelles. 

Lihpens  (Emile),  avocat,  place  Impériale.  —  Alost. 

DE  LocHT  (Léon),  ingénieur,  Mont-Saint-Martin.  —  Liège. 

LoHEST  (Paul),  ingénieur  civil,  président  de  la  Fédération  des  œuvres 

ouvrières,  2,  rue  Rouvroy.  —  Liège. 

Lucas,  S.  J.  (R.  P.  Désiré),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathé- 
matiques, ancienne  abbaye.  —  Tronchiennes. 

DE  Macias  y  DEL  Real  (Autouio),  ex-secrétaire  du  Collège  des  phar- 
maciens, pharmacien  du  Corps  de  santé  militaire  et 
de  l'armée,  calle  de  San  Andrés,  n®  i  dupl*  pral.  — 
Madrid  (Espagne). 

Maertbns  (chan.),  professeur  au  Petit-Séminaire.  —  Saint-Nicolas. 
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MàLCOEPS  (Ernest) y  avocat,  20,  rue  des  Chariots.  —  Louvain. 
Malisoux  (Emile),  ingénieur  principal  de  i'*  classe  des  mines,  11, 

rempart  ad  aquam.  —  Namur. 
Mangano  (Vincent),  avocat,  5t,  rue  Cavour.  —  Palerme. 
Mansion  (Paul),  professeur  à  TUniversitë,  membre  de  rAcadémie 

royale  de  Belgique,  6,  quai  des  Dominicains.  —  Gand. 
DB  Marbt  (Adhémar).  —  Stavelot. 
Marlin  (J.),  docteur  en  philosophie  et  lettres,  17,  rue  de  Sluse. 

—  Liège. 

Martbns  (Edouard),  professeur  à  TUniversitc,  27,  rue  Marie-Tbërèse. 

—  Louvain. 

Maetinez  t  Saez  (Francisco  de  Paula),  professeur  de  zoologie  au 

Musée  d'histoire  naturelle,  plaza  de  Bfinisterios,  5, 

3%  izq.  —  Madrid  (Espagne). 
Mas,  s.  J.  (R.  P.  Barlolomé),  colegio  de  S.  Ignacio.  —  Manresa. 
Mas,  s.  j.  (R.  P.  Tomàs),  Rector  del  Scminario  Conciliar. —  San  Luis 

Polosf  (Mexique). 
Masoin  (E.),  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie  royale 

de  médecine,  15,  Marché-aux>Poissons.  —  Louvain. 
Matagne  (Henri),  docteur  en  médecine,  SI,  rue  de  la  Fontaine.  — 

Bruxelles. 
Matagne  (Jules),  docteur  en  médecine,  21,  rue  de  la  Fontaine.  — 

Bruxelles. 
DE  Maupeou  (C^),  ingénieur  de  la  marine,  30,  rue  Vital.  —  Passy-Paris. 
Meessen  (Wilhclm),  28,  place  Jourdan.  —  Bruxelles. 
DE  Meeus  (C^  Henri),  ingénieur,  72,  rue  du  Vertbois.  —  Liège. 
DE  Mendizabal  Tamuoiirel  (Joaquin),  ingeniero  gcégrafo,  profesor  de 

astronomie  y  gcodcsfa  en  el  Colegio  miiitur,  Observa- 

torio  nieteorologico  central.  —  Mexico  (Mexique,  via 

New-York). 
Mercier  (Mgr  D.),  professeur  à  l'Université,  19,  rue  des  Flamands. 

—  Louvain. 

Mercier  (D'),  rue  de  l'Arbre-Bénit.  —  Bruxelles. 

DB  Méroob-Wbstbrloo  (O')»  ministre  des  affaires  étrangères,  rue 

aux  Laines.  —  Bruxelles. 

Mbciiibr  (abbé  Alph.),  professeur  &  l'Université,  Collège  Juste-Lipse. 

-*-  Louvain. 

MiCBA,  professeur  &  l'Université,  1 10,  rue  Marie-Thérèse.  —  Louvain. 

MiOT  (Léopold),  docteur  en  médecine,  de  l'Académie  royale  de  méde- 
cine, 1 5,  rue  de  Beaumont.  —  CharleroL 


Hw  (Michel),   membre   de   l'Acailûmie  royale  d'E»p8gae,  cal  le  de 

VaKerde,  96.  —  Madrid  (Espagne). 
MiRANDà  T  BisTUGB  (Juljan),  canôiiigo  magistral  de  la  catednil,canongia 

nueva,  18.  —  Segovia  (Espagne). 
MisonnE  (Lucien),  direcleur-gcrant  des  charbonnages  du  Hasard.  — 

Tamines  (Namur). 
MoELLEn  (0'),  membre  de  l'Académie  royale  de  médecine,  f,  rue 

Hontoyer.  —  Bruxelles. 
HoHCBAKP  (abbé  Georges),  docteur  en  théologie  et  en  philosophie, 

professeur  au  Pclit-Séminaire.  —  Saînt-Trond. 
HoNSARnAT  (G.),  14,  rue  des  Capucines.  —  Paris. 
bB  HonTPELLiBa  (Ch.),  gouverneur  de  la  province  de  Namur. 
DE  HoREtu  d'Andot  (Ch**),  membre  de  la  Chambre  des  repr^entanta. 


186,  a 


e  Louise.  — 


-  Liège. 


MoRBTDS  (René),  place  de  Heir.  —  Anvers. 

HuLLENDERS  (Joseph),  ingénieur,  7,  rue  Renkin.  - 

DB  Nadaillag  (H"),  18.  rue  Dupliot.  —  Paris. 

Ha»»  di  Bontip*  (S,  Exe.  Mgr),  archevêque  d'Hëraclée,  Nonce  du 

S.  Siège  en  Belgique.  —  Bruxelles. 
Nbwtom  {Général  John),  279,  Adelphi  Street.  —Brooklyn,  New-York. 
NicoTRA  (Mgr  Sébastien), secrétaire  du  Nonce  apostolique, 21 4, chaus- 
sée de  Wavre,  —  Bruxelles. 
NoLLÉE  DE  NoDUWEZ,  membre  honoraire  du  Corps  diplomatique  de 

S.  M.  le  Roi  des  Belges,  140,  rue  Royale.  —  Bruxelles. 
Nyssens  (Albert),  professeur  à  l'Université,  membre  de  la  Chambre 

des  représentants,  114,  rue  de  la  Station.  —  Louvaiu. 
Nvsseus  (Pierre),  directeur  au  laboratoire  agricole  de  l'État,  19,  rue 

Sainte-Marguerite. —  Gand. 
Obeso,  .s.  J.  (R.  p.  Juan  Manuel),  profesor  de  matemdticas  en  el  Colëgîo 

de  Estùdios  ^uperiores  de  Deusto.  —  Bilbao  (Espagne). 
D*OcAGNE  (Maurice),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  h 

l'École  polytechnique,  S,  rue  de  Vienne.  —  Paris. 
ÛLAVARRiA  (Marcial),  ingénieur  en  chef  des  mines,  sccrciaire  de  la 

Commission  de  la  carte  géologique  d'Espagne,  rue  de 

tas  Huertas,  «St.  —  Madrid  (Espagne). 
Orban  DEXivnv,gouverncurdeIa  province  de  Luxembourg.  —  Arlon. 
Otto  (Jean),  56,  Marehé-aux- Herbes.  —  Bruxelles. 
Pardon  (Gustave),  ingénieur.  —  Framerics  (Ilainaut). 
Pasuher  (Ern.),  professeur  Ji  l'Université,  22,  rue  Marie-Thérèse.  — 

Louvain. 
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Pastbue  (L),  membre  de  l'Institut,  rue  Dutot.  —  Parts. 

Pateoni  (MonsigQ.  Giuseppc),  doit,  in  filosofia,  in  teologia  ed  in  ambe 

le  Icggi,  i7,  piazza  del  Gesù.  —  Rome. 

Pécher  (Eugène),  64,  avenue  Louise.  —  Bruxelles. 

Pbbters  (Jules),  docteur  en  droit,  5i,  rue  Saint-Martin.—  Toumay. 

PEPiif,  S.  J.  (R.  P.  Théophile),  École  libre  Saint-Michel.  —  Saint- 
Etienne  (Loire  —  France). 

Pbeez  Campos  (José),  Jefe  de  los  tabajos  estadisticos  de  la  provincia. 

—  Sëgovic  (Espagne). 

Pbeez  (Miguel),  director  del  Observatorio  central,  i'  calle  de  la 

Merced,  n*  27.  —  Mexico  (Mexique,  via  New-York). 

Petit  (chan.),  rue  de  TArsenal.  —  Namur. 

DE  PiLLON  DE  S.  Philbert  (A.),  2,  ruc  St-Thomas.  —  Douai  (Nord  — 

France). 

PiRARo  (chan.),  vicaire  général,  6,  boulevard  Léopold.  —  Namur. 

PoisoT  (Maurice),  avocat,  4,  rue   Buffon.  —  Dijon  (Côte-d'Or  — 

France). 

Proost  (Alphonse),  inspecteur  général  de  l'agriculture,  professeur  i 

l'Université  de  Louvain,  33,  rue  de  la  Charité.  — 
Bruxelles. 

Provincial  (R.  P.)  de  la  Compagnie  de  Jésus,  165,  rue  Royale  exté- 
rieure. —  Bruxelles. 

Prudbam  (abbé),  directeur  du  collège  Stanislas,  rue  N.-D.  des  Champs. 

—  Paris. 

Puisa  (Guillermo  B.  y),  ingeniero  topégrafo,  profesor  de  Geologia  en 

IaEscuclanacionaldeAgricultura,caliedeiTompeate,2. 

—  Mexico  (Mexique,  via  New-York). 
QuAiRiER,  28,  boulevard  du  Régent.  —  Bruxelles. 

Rachon  (abbé  Prosper),  curé  de  Ham  et  Saint-Jean,  par  LonguyoD 

(Meurthe-et-Moselle  —  France). 

Raclot  (abbé  V.),  aumônier  des  hospices  et  directeur  de  l'observa- 
toire. —  Langres  (Haute-Marne  —  France). 

Ramirez  (Santiago),  ingeniero  de  minas,  calle  de  Buenavista,  15  Vs* 

—  Mexico  (Mexique,  via  New-York). 

Ravain  (abbé  J.-R»)*  14,  rue  Bernier.  —  Angers  (Maine-et-Loire  — 

France). 
Rector  (R.  P.)  del  Colegio.  —  Carrion  (Palencia,  Espagne). 
Rector  (R.  P.)  del  Colegio.  —  Orduna  (Vizcaya,  Espagne). 
Rector  (R.  P.)  del  Colegio  del  Jesùs.  —  Tortosa  (Tarragona  — 

Espagne). 
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Renard  (abbé  Alphonse),  conservateur  honoraire  au  Musée  d*histoire 

naturelle,  professeur  à  l'Université  de  Gand.  —  Wct- 

Icren  (Flandre-Orientale). 
REvrcAERT,  docteur  en  médecine,  rue  du  Progrès.  —  Saint-Nicolas. 
DE  RiBAUcouRT  (O*),  séuateur,  27,  rue  de  Loxum.  —  Bruxelles;  ou 

château  de  Perck,  par  Vilvorde. 
RiCHALU  (J.),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  6i,  rue  de  Fer.  — 

Namul*. 
RisuBNO  (Emiliano  Rodriguez),  caledratico  de  Historia  natural  en  la 

Univcrsidad,  calle  Duque  de  la  Victoria,  i6  pral.  — 

Valladolid  (Espagne). 

# 

DE  LA  Roche  de  Marcbibnnbs  (Emile).  —  Harvengt  par  Harmignies 

(Hainaut). 
de  RouiLLë  (C**),  44,  avenue  des  Arts.  —  Bruxelles. 
Roussel  (Lucien),  professeur  à  l'École  forestière,  1 1,  rue  de  la  Ravi- 

nelle.  —  Nancy  (Meurthe-et-Moselle  —  France). 
de  la  Rovérb  (W.),  ingénieur,  56,  Pêcherie.  >—  Gand. 
Saet  (Henri),  notaire. —  Renaix. 
DE  Salvert  (V^),  professeur   aux    Facultés  catholiques  de    Lille, 

7,  rue  de  la  Bibliothèque.  —  Versailles  (Seine-el-Oise 

—  France);  ou  château  de  Villebeton,  par  Châteaudun 
(Eure-et- Loire  —  France). 

DE  Santa  Cruz  (Ivan  Armada  Hernandez  de  Cordova,  M"),  9,  rua 

Nueva.  —  Santiago  (Galice  —  Espagne). 
Sanz  (Pelegrin),  ingeniero  de  caminos,  Oficina  de  Obras  pùblicas. 

—  Tarragona  (Espagne). 

Sanz  y  Lopbz  (Cesareo),  profesor  de  matemâticas,  calle  del  Colegio  de 

Doncellas.  —  Toledo  (Espagne). 

DE  Sauvage  (C»*),  22,  avenue  de  Priediahd.  —  Paris. 

Scarsbz    de  Locqubneuille  (Anatole),  château  de   S'-François.  — 

Farciennes  (Hainaut);  ou  84,  rue  de  Stassart  — 
Ixelles. 

ScHMiTz,  S.  J.  (R.  P.  Gaspar),  collège  S*-Servais,  88,  rue  S»-Gilles.  — 

Liège. 

Schobbens,  docteur  en  médecine,  49,  longue  rue  Neuve.  —  Anvers. 

Schoemarer  (W.-J.),  professeur  h  l'École  moyenne.—  Nimègue  (Pays- 
Bas). 

SiMART,  lieutenant  de  vaisseau,  répétiteur  à  l'École  polytechnique, 

70,  rue  Miromesnil.  —  Paris. 
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Simon  (D'  J.-B.)f  i08,  rue  Haute.  —  RruxcIIes. 

SiiORis  (Alfred),  sénateur.  —  Vcrviers. 

SiMOifis  (Louis),  iadustricl.  —  Vcrviers. 

S»BT  (Henri),  ingénieur,  49,  rue  du  Grnnd-Chicn.  —  Anvers. 

SiRBT(Louis),  ingénieur,  Aguilas  (prov*  Murcia  —  Espagne). 

Smerens  (Théophile),  président  du   tribunal  de  i"  instance,  31, 

avenue  Quentin  Mctsys.  —  Anvers. 
SiBTS  (abbé  Gérard),  docteur  en  sciences  naturelles,  professeur  de 

sciences  au  Collège  S*-Joseph.  —  Hasscll. 
DBL  SocoRRO  (José  Maria  Solano,  M"),  professeur  de  géologie  au  Musée 

d'histoire  naturelle,  calle  de  Jacometrezo,  41,  bajo.  — 

Madrid  (Espagne). 
SoLVYNS  (Albert),  7,  avenue  de  la  Placc-d*Armes,  —  Gand. 
SoREiL,  ingénieur.  —  Maredret  sous  Sosoye,  par  Anlhéc  (Namur). 
DE  Sparre  (O*),  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  Lyon,  château 

de  Vallière.  —  Saint-Georges-dc-Reneins  (Rhône  — 

France). 
Spina,   s.    J.  (R.  p.  Pedro),  Colegio  catélico  dei  Sagrado  Corazôn 

de  Jesùs,  sacristia  de  Capncinas.  nûin.  5.  —  Puebla 

(Mexique). 
Springael  (Auguste),  ingénieur,  82,  rue  Washington.  —  Bruxelles. 
Stairibr   (Xavier),    professeur  à    Unstitut  agricole   de  Gembloux, 

membre  de  la  Commission  géologique  de  Belgique, 

rue  Pierquin.  —  Gembloux. 
vin  DEN  Steen  de  Jeuay  (O*  Frédéi*ic),  attaché  au  Cabinet  du  Roi, 

13,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 

Stilleians  (S.  G.  Mgr),  évéque  de  Gand. 

» 

Stinolbamber  (Emile) ,  docteur  en  droit,  31,   rue  des  Minimes.  — 

Bruxelles. 
Stoffaes  (abbé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  54,  boulevard 

Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 
Storms  (abbé  Camille),  curé  de  Ganshoren,  par  Jette  (Brabant). 
Storms  (John),  37,  rue  des  Champs-Elysées.  —  Bruxelles. 
Storms  (Raymond),  13,  rue  du  PrcsidenL  —  Bruxelles. 
VAN  OER  Straten-PoiNThoz  (O*  François),23,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
Struelers  (Alfred),  docteur  en  médecine,  18,  rue  de  THôtel-des- 

Monnaies.  —  Saint-Gilles  (Bruxelles). 
SucHETET  (André),  10,  rue  Alain  Blanchard. —  Rouen;  ou  Antiville- 

Beauté  par  Goderville  (Seine-Inférieure  —  France). 


—   XL   — 

SwoLFS  (chan.),  inspecteur  diocésain,  46,  avenue  Van  Beneden. — 

Malines. 
Tatmans  (Emile),  notaire.  —  Tubize  (Brabant). 
TBixEinA  (Gomes),  directeur  de  l'École  polytechnique.  —  Porto  (Por- 
tugal). 
Tercelin  (Fëlix),  rue  du  Mont-de-Piétë.  —  Mons. 
Thbunis  (Auguste),  répétiteur  à  FUniversitë,^  iO,  rue  des  Bomini- 

cains.  —  Louvain. 
Thibaudier,  ingénieur  de  la  marine.  —  Rochefort-sur-Mer  (Charente- 
Inférieure  —  France). 
Thierry  (Armand),  68,  rue  de  la  Consolation.  —  Bruxelles. 
TuiRioN,  S.  J.  (R.  P.),  il,  rue  des  Récollets.  —  Louvajn. 
Tihherhans  (François),  ingénieur,  directeur-gérant  de  la  Société 

anonyme  des  ateliers  de  construction  de  la  Meuse, 

24,  rue  de  Fragnéc.  —  Liège. 
ToRROJA  Y'CABALLë  (Eduafdo),  architecte,  professeur  à  la  Faculté  des 

sciences   de  TUniversité,   calle    de  Lope  de   Vega, 

n»«  13  y  15,  c*'  3«  dra.  —  Madrid  (Espagne). 
Tras,  s.  J.  (R.  p.),  professeur  au  collège  N.-D.  de  la  Paix.  —  Namur 
DE  Trazegnies  (M").  —  Corroy-le-Château,  par  Gembloux. 
DE  T*Serclaes  (Mgr  Charles),  président  du  Collège  belge.  —  Rome. 
DE  T'Serclaes  (C^*  Jacques],  capitaine  au  i*^  rég.  d'artillerie,  26, 

rue  de  TAbbaye.  —  Bruxelles. 
t^Serstevens  (Léon),  43,  boulevard  Bischoffsheim. —  Bruxelles* 
Ttrort  (Emile),  ingénieur  civil,  professeur  de  chimie  agricole  et 

d  agronomie  h  l'Université  de  Louvain.  —  Perck,  par 

Vilvorde. 
D'URSEL(C^Aymard),  capitaine  d'artillerie,  château  de  Bois-de-Sam  me, 

par  Wauthler-Braine  (Brabant). 
de  la  Vallée  Poussin,  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  professeur 

h  l'Université,  idO,  rue  de  Namur.  —  Louvain. 
DE  LA  Vallée  Poussin  (Ch.-J.),  professeur  à  l'Université,  i90,  rue  de 

Namur.  —  Louvain. 
Van  Aertsblaer  (chan.),  directeur  de  l'Institut  S^-Louis,  121,  rue  du 

Marais.  —  Bruxelles. 
Van  den  Bossche  (A.),  ingénieur,  rue  des  Orphelins.  —  Louvain. 
Van  den  Gueyn  (abbé  Gabriel),  supérieur  à  l'Institut  Saint-Liévin.  — 

Gand. 
Va9  OBiv.  Gheyn,  s.  j.  (R.  P.  Joseph),  bollandiste,  14,  rue  des  Ursulines. 

—  Bruxelles. 
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Van  dbn  Pbbrbboom  (E.),  ingénieur,  i5,  rue  d'Artois.  —  Liège. 

Van  obn  (^ebrebooh  (Jules),  minisire  des  chemins  de  fer,  postes  el 

télégraphes.  —  Bruxelles. 
VANDBRLmoER  (D'  0.),  assistaut  à  l'Oniversité,  37,   rempart  des 

Chaudronniers.  —  Gand. 
Van  DER  Mbusbrdgghb,  membre  de  TAcadémie  royale  de  Belgique, 

professeur  à  TUniversité,  13i,  Coupure.  —  Gand. 
Van  der  Siqssbn  (Edouard), avocat,  professeur  h  l'Université  de  Liège, 

16,  rue  du  Gouvernement- Provisoire.  —  Bruxelles. 
Van  der  Voorot  (Jules),ingénieur,  83,  marché  aux  Chevaux. — Anvers. 
Van  DE  WoBSTYNE  (chan.),  professeur  au  Grand-Séminaire. —  Bruges. 
Van  Drohmb,  docteur  en  médecine,  rue  des  Chartreuses.  —  Bruges. 
Van  Ermbngbm  ,  docteur  en  médecine ,  professeur  à  l'Université , 

-   137,  chaussée  de  Courtrai  —  Gand. 
Van  Hobck  (D'  Ém.),  2,  rue  Van  Bemmel.  —  Bruxelles. 
Van  Kebrbbrghen,  docteur  en  médecine,  167,  chaussée  d'Ixelles.  — 

Bruxelles. 
Vannutblli  (S.  É.  le  cardinal  Serafino).  —  Rome. 
Van  Ortroy  (Fernand),  aide-dc-camp  du  général  L'Olivier,  37,  quai 

des  Moines.  —  Gand. 
Van  Overloop  (Eugène),  sénateur,  58,  rue  Royale.  —  Bruxelles. 
Van  Sbgvblt  (Edmond),  9,  place  Ragheno.  —  Malines. 
Van  Tricht,  S.  J.  (R.  P.  Victor),  il,  rue  des  Récoilets.  —  Louvain. 
Van  Zbbbroecr  (abbé),  directeur  h  l'Établissement  des  Sœurs-Grises. 

—  Diest. 
Van  Zdtlen-Orban  (Gust.),  industriel,  8,   quai  de  l'Industrie.  — 

Liège. 
Vaultrin,  inspecteur  des  forêts,  2,  rue  de  Lorraine.  —  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle  —  France). 
Vegas  (Miguel),  catedratico  de  Geometria  analitica  en  la  Universidad, 

calle  de  Valverde,  n**  3,  3''  dra.  —  Madrid  (Espagne). 
VÉLAiN(Ch.),  chargé  de  cours  k  la  Sorbonne,  9,  rueThènard. — Paris. 
Venneh AN, docteur  en  mèdecine,'professeur  à  T Université,  33,  rue  du 

Canal.  —  Louvain. 
Vbrcrutssb  (Victor),  61,  rue  de  France.  — Courtrai. 
Verbelst  (abbé  F.),  professeur  au  collège  Saint-Jean-BerchmanSy 

36,  place  de  Meir.  —  Anvers. 
Vbrriest  (G.),  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Université,  40,  rue 

du  Canal.  —  Louvain. 
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Vicaire  (Eugène),  ingénieur  en  chef  des  mines,  50,  rue  Gay-Lussac. 

—  Paris. 

ViCBNT,  S.  J.  (R.  P.  Antonio),  Golegio  de  San  José.  —  Valencia 

(Espagne). 
Vilain  XIIII  (V*«),  sénateur,  H,  rue  du  Trône.  —  Bruxelles. 
ViLLAFUERTE  (EUodoro),  prcsbitero,  86,  calle  de  las  Delicias.  —  Santiago 

(Chili). 
ViLLié,  professeur  aux  Facultés  catholiques,  78,  boulevard  Vauban. 

—  Lille  (Nord  —  France). 

VisART  DE  BocARHé  (C*  Âmédée),  membre  de  la  Chambre  des  repré- 
sentants, bourgmestre  de  Bruges. 
ViSART  DE  BocARMé,  avocat,  iO,  rue  Grandgagnagc.  —  Namur. 
VoLLEN  (E.),  docteur  en  droit,  rue  de  Paris.  —  Louvain. 
DE  VoRGES  (C"  E.  Domet),  46,  rue  du  Général  Foy.  —  Paris. 
VuiLSTEKE,  professeur  à  TUniversité,  22,  rue  des  Joyeuses-Entrées. 

—  Louvain. 

Walravens  (abbé  Âdelson),  directeur  du  collège  d*£nghien. 

Warlomont  (René) ,  docteur  en  médecine  et  en  sciences  naturelles, 

médecin  de  bataillon  au  5*  lanciers,  i  9,  rue  des  Frères- 
Mineurs.  —  Bruges. 

Wautelbt(â),  ingénieur  à  l'usine  à  gaz.  —  Roubaîx  (Nord  —  France). 

DE  Wavrin  (M"),   château   de   Ronsele,  par  Somergem  (Flandre 

orientale). 

DE  Weck  (abbé  A.],  missionnaire  apostolique.  —  Fille-Dieu  sous 

Romont  (canton  de  Fribourg  —  Suisse). 

WëRY  (D').  —  Sclayn  par  Namèche  (Namur). 

Wéry  (Vincent),  président  du  tribunal  de  i'*  instance,  4,  rue  des 

Tellicrs.  —  Mons. 

WiLHOTTB  (abbé),  professeur  au  Séminaire.  —  Floreffe  (Namur). 

WiTZ  (Aimé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  29,  rue  d^Antin. 

—  Lille  (Nord  —  France). 

WoLP,  membre  de  Tlnstitut,  95,  rue  des  Feuillantines.  —  Paris. 

DE  Wouters  (chan.).  —  Brainc-leComte. 

Wouters  (abbé  Louis),  professeur  de  sciences  naturelles  au  Collège 

Saînt-Rombaut.  —  Malines. 
Zech  (Guillaume),  négociant.  —  Braine-le-Comte. 
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Lifte  des  membret  décèdes. 

(ATiil  1893  —  jtnrier  1894.) 

Belpaire  (Théodore) Gand. 

Cambier  (Vital) Morlanweiz. 

Chablieii  (Ernest) Bruxelles. 

Nève  (Félix) Louvain. 

DE  PoNTHiÉRE  (Albert) Les  Gortils  par  Visé. 

Van  den  Berg  (Charles) Liège. 

ViNES  (Benito),  S.  J La  Havane  (Cuba). 


Lisles  des  membres  inscrits  dans  les  sections. 


!'•  Section* 


Mathématiques,  Astronomie,  Géodésie.  —  Mécanique,  —  (wénte  civil  et  militaire. 


.  d'Abbadie. 
Adan  de  Yarza. 
Aguilar. 

Chan.  di  Bartolo. 
Baule. 

Pc«  BoDCompagiii. 
Boussioesq. 
du  Boys. 
Breilbof. 
de  Bussy. 
Carnoj. 
Abbé  Clasen. 

Abbé  Coppieters  de  Sioclihove. 
Cousin. 
De  Tilly. 
Dusausoy. 
Dutordoir. 
Eyuaud. 
Fagnart 


MM.  Folie. 

Gauthier-Viltars. 

Godard. 

Goedseels. 

Grisar. 

de  Grossouvre. 

C«*  François  de  Grunne. 

Guyétand . 

Hagen. 

HatOD  de  la  Goupillière. 

Hermite. 

Humbert. 

I&iguez. 

Jenner. 

Jimeno. 

Anniral  de  Jonquièrtw. 

Camille  Jordan. 

Lacor. 

Charles  Lagasse. 
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Lambert 

Le  Paige. 

O*  Charles  de  Liedekerke. 

R.  P.  Lacas,  S.  J. 

Mansion. 

C^  de  Maupeou. 

de  Mendizabal. 

Micha. 

P.  Nysseus. 

d*Ocagne. 

Oiavarria. 

Pasquier. 

R.  P.  Pépin,  S.  J. 

Perez. 

Richald. 

V»«  de  Salvert. 

SaDz  y  Lopez. 

Pelegrin  Sauz 


.  Simart. 
G»«deSparre. 
R.  P.  SBina,  S.  J. 
Stoffaes. 
Teixeira. 

R.  P.  Thirion.S.  J. 
Timmermans. 
Torroja. 

0«  Jacques  de  rSerolaes. 
O*  Aymard  d'Ursel 
Ch.  de  la  Vallée  Poussin. 
E.  Vandenpeereboom. 
Abbé  Vau  Zeebroeck. 
Vegas. 

Vicaire. 

* 

Villafuerte. 
Yillié. 


S*  Section. 


Physique.  —  Chimie.  -  Métallurgie.  —  Météorologie  et  Physique  du  Globe. 


,  Amagal. 

André. 

R.  P.  BareelfS.  J. 

Bécbamp. 

Blondel. 

Bonamis. 

Branly. 

Bruyiants. 

Ghauiard. 

R.  P.  DeGreeff,S  J. 

Delacre. 

Abbé  Demanet. 

De  Prêter. 

François  Dewalque. 

R.  P.  Dierckx,  S,  J. 


MM.  Duhem. 

Dumas-Piimbault. 

André  Dumonl. 

Feliù  y  Perez. 

R.  P.  François,  S.  J. 

R.  P.  George,  S.  J. 

R.  P.  Granero,  S.  J. 

Hector  Henry. 

Louis  Henry. 

Paul  Henry. 

R.  P.  Jacopssen,  S.  J 

Lambiottc. 

Lecoute. 

Lcmoine. 

R.  P.  Leray. 
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de  Madas. 
MalisoQx. 
Misonoe. 
Malleuders. 
Chaiu  Pirard. 
Abbé  Raclot. 
Abbé  RavaiD. 
Springael. 


MM.TheaDis. 

R.  P.  Tras^S.J. 

Tykort. 
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SÉANCES  DES  SECTIONS 


Première  section. 

MM.  Catalan  et  Neuberg,  professeurs  à  TUniversité  de  Liège, 
assistent  à  la  séanee. 

Il  est  donné  leclure  du  rappoi*t  suivant  de  M«  Humbert,  sur  la 
dernière  partie  du  Mémoire  de  M.  de  Salvert  :  Sur  la  recherche 
la  plus  générale  d'un  système  orthogonal  triplement  isotherme  : 

«  La  dernière  partie  du  Mémoire  de  M.  le  vieomte  de  Salvert 
—  Mémoire  dont  les  cinq  premiers  chapitres  ont  été  insérés 
dans  les  Annales  —  a  pour  but  l'application  à  diverses  ques- 
tions de  géométrie  et  de  mécanique  des  coordonnées  que  Tauteur 
nomme  thermoméiriques. 

Dans  ce  système,  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point 
quelconque  de  Tespacc  s'expiiment  en  fonction  doublement 
périodique  de  trois  arguments,  u,  Vy  w;  les  formules  obtenues 
par  M.  de  Salvert  sont  remarquablement  simples  et  symétriques, 
et  les  arguments  ti,  v,  w  y  figurent  sous  les  signes  classiques  des 
fonctions  elliptiques  «n,  en  et  dn;  toutefois  les  fonctions  ellip- 
tiques introduites  sont  formées  avec  trois  modules  différents. 
D'autres  formules,  non  symétriques  cette  fois  et  déduites  des 
précédentes,  ne  renferment  que  les  fonctions  sn,  en,  dn  formées 
avec  deux  modules  complémentaires.  Les  limites  entre  lesquelles 
on  doit  faire  varier  les  arguments  pour  obtenir  tous  les  points 
de  lespace  sont  établies  avec  précision;  dans  cette  question  s'in- 
XVII.  i 
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troduisent  naturellement  les  intégrales  complètes  de  première 
espèce,  relatives  aux  trois  modules  primitifs  et  aux  trois  modules 
complémentaires;  elles  sont  liées  entre  elles  et  aux  intégrales 
complètes  de  seconde  espèce  par  des  relations  simples,  qui  sont 
démontrées  par  deux  méihodes  différentes. 

En  coordonnées  thermpmétriques,  l'élément  de  volume  se 
présente  sous  la  forme  d*un  déterminant  dont  les  trois  colonnes 
contiennent  chacune  une  et  une  seule  des  variables  u,  ts  w;  cette 
remarque  capitale  conduit  Tauieur  du  Mémoire  a  des  applica- 
tions nombreuses. 

Si  Ton  considère,  en  effet,  le  parallélipipède  curviligne  dont 
les  faces  sont  formées  par  trois  couples  de  surfaces  homofocales 
du  second  ordre,  appartenant  chacun  à  une  famille  différente,  la 
forme  trouvée  pour  Téiément  de  volume  montre  que  Tintégrale 
triple  qui  exprime  le  volume  du  solide  se  ramènera  à  des  inté- 
grales simples,  ponant  séparément  sur  ti,  v,  w  :  cela  est  évident 
si  Ton  observe  que  les  surfaces  u  =  const.,  f  =  const.,  u;=const. 
sont  les  trois  familles  d*un  système  homofocal  du  second  ordre. 
Une  propriété  analogue  appariient  aux  iniégrùlesjyy  (yz^^^  dM 
et  /jyx'^dMf  dM  désignant  rélémeni  de  masse  (ou  de  volume). 
Les  quadratures  auxquelles  on  est  ainsi  ramené  peuvent  se 
calculer  de  deux  manières. 

On  peut  d'abord  prendre  pour  nouvelles  variables,  à  la  place 
de  u,  V,  w,  des  quantités  que  fauteur  appelle  p,  ç,  r,  et  qui  sont 
respectivenjeni  des  fonctions  elliptiques  simples  de  u,v,w;  une 
seconde  méihode  consiste  à  conserver  les  anciennes  variables  et 
à  intégrer  directement  les  fonctions  doublement  périodiques  qui 
se  présentent  au  cours  des  calculs.  Le  premier  procédé  est  celui 
que  développe  et  qu'emploie  presque  exclusivement  M.  de  Sal- 
vert. 

Les  conclusions  analytiques  auxquelles  on  parvient  ainsi  sont 
les  suivantes  :  les  inlégralesy^(f/j3)**+*  dM  se  ramènent  à  des 
sommes  d'intégrales  triples  de  la  forme  jyj*  F(p)  F{(q)  FjCr) 
dp  dq  dr,  où  F,  F,,  Fj  sont  des  polynômes  entiers;  quant  aux 
intégrales^^^x^'c/M,  leur  calcul  se  réduit,  en  dernière  analyse, 
è  celui  d'intégrales  elliptiques  classiques.  Toutes  les  transforma- 


lions,  souvent  longues  et  compliquées,  par  lesquelles  on  établit 
ces  résultats,  sont  exposées  et  conduites  avec  beaucoup  de  clarté 
et  d*élégance. 

A  titre  d'exemple,  Tauteur  détermine  le  centre  de  gravilé,  le 
volume,  les  plans  principaux  et  les  moments  principaux  d'inertie 
du  solide  considéré  plus  haut;  les  calculs  sont  toujours  poussés 
jusqu'au  bout  et  vérifiés  chaque  fois,  dans  le  cas-limite  où  le 
corps  se  réduit  à  un  octant  d'ellipsoïde;  malheureusement  les 
formules  générales  sont  assez  compliquées  et  ne  paraissent 
entraîner  aucune  conséquence  géométrique  immédiate. 

tJne  application  d'un  intérêt  moins  théorique  est  la  détermi- 
nation de  l'action  totale  exercée,  suivant  la  loi  d'attraction  de 
Newton,  par  un  ellipsoïde  homogène  quelconque  sur  le  solide 
considéré;  la  question  est  complètement  résolue  et  les  formules 
finales  sont  prêtes  pour  le  calcul  numérique.  Comme  conséquence 
se  présente  cette  proposition  intéressante  :  lorsque  le  centre  de 
gravité  de  l'ellipsoïde  et  celui  du  solide  coïncident,  l'action  se 
réduit  à  un  couple  qui  tend  à  faire  tourner  le  corps  attiré  autour 
du  centre  de  gravité  commun. 

Enfin,  la  seconde  méthode  de  calcul  des  intégrales  triples  à 
laquelle  nous  avons  fait  allusion  plus  haut  est  exposée  dans  un 
appendice  (note  VI);  M.  de  Salvert  évalue,  en  conservant  les 
variables  ti,  v,  u%  riniégrale  JJf^à^  ^  la  longueur  des  calculs 
met  en  évidence  Tavantage  que  présente  l'introduction  des 
variables  ;>,  (/,  r. 

Peut-être  cet  avantage  eût-il  été  moins  réel  si  l'auteur  avait 
employé  les  coordonnées  thermométriques  sous  la  forme  que 
leur  donne  Halphen  dans  son  Traité  des  fondions  elliptiques 
(tome  11,  pages  458  et  suiv.);  l'introduction  des  fonctions  />  et  a 
de  M.  Wcierslrass  permet  d'exprimer  les  coordonnées  carté- 
siennes d'un  point  quelconque  de  l'espace  à  l'aide  de  trois  argu- 
ments ti,  t;,  Wi  d'une  manière  aussi  simple  et  aussi  sjmétrique 
que  Ta  fait  M.  de  Salvert;  de  plus,  les  fonctions  p  ei  a  des  argu- 
ments qui  figurent  dans  les  formules  d*Halphcn  ont  un  seul  et 
même  module.  L'élément  de  volume  se  présente,  à  un  facteur 
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constant  près  (page  461  ),  sous  la  forme 

[pu  — pv)  (pv  —  pw)  {pw  —  pu)  du  (h  du\ 

qui  parait  remporter  en  simplicité  sur  le  déterminant  de  M.  de 
Salvert;  c^est  ainsi  que  le  volume  du  solide  étudié  dans  le 
Mémoire  se  calcule  pour  ainsi  dire  immédiatement,  puisqu*on 
connaît  les  intégrales  fpu  du  ei^p^u  du;  de  même,  les  inté- 
grales triples  ^^^xcfM  ^^X/J*  (yz)dM  sont  faciles  à  réduire  en 
prenant  pour  variables  [/pu  —  e, ,  i/pv — e^,  V^pw  —  c,,  ce  qui 
correspond  au  changement  de  variables  fait  par  M.  de  Salvert. 

En  résumé,  le  fascicule  qui  nous  a  été  adressé  renferme  des 
résultats  analytiques  et  géométriques  intéressants,  et  Ton  ne  peut 
qu^admirer  Thabileté  avec  laquelle  Tauteur  les  a  établis,  en  sur- 
montant les  difficultés  des  calculs  algébriques  et  la  complication 
des  formules;  les  démonstrations  et  les  discussions  sont  menées 
avec  autant  de  sûreté  que  de  rigueur.  Nous  prions  la  Société 
d*en  voter  Tinsertion  aux  Annales^  à  la  suite  des  remarquables 
chapitres  déjà  publiés. 

A  Tun  de  ces  chapitres  se  rapporte  une  nouvelle  note  (note  V), 
qui  contient  une  démonstration  simple  du  théorème  d'Abel  pour 
les  intégrales  hyperelliptiques  de  genre  deux;  c'est  une  consé- 
quence naturelle  de  résultats  établis  et  publiés  par  M.  de  Salvert; 
elle  fait  corps  avec  les  premières  parties  du  Mémoire,  et  nous  ne 
pouvons  qu'en  demander  également  la  publication.  » 

Sur  la  proposition  de  M.  Mansion,  second  commissaire,  la 
section  vote  Timpression  du  mémoire  de  M.  de  Salvert  dans  les 
Annales  de  la  Société. 

M.  Mansion  expose  diverses  recherches  de  M.  Catalan  et  de 
Gilbert  sur  la  fonction  gamma,  en  les  rattachant  d'une  manière 
simple  à  une  formule  de  Gauss,  et  montre  que  les  procédés  de 
démonstration  qu'ils  ont  employés  permettent  d'établir  les  for- 
mules de  Stirling,  de  Gudermann,  de  Binet  et  de  Weierstrass, 
non  seulement  quand  l'argument  est  réel,  mais  aussi  quand  il 
est  imaginaire.  Voici  le  résumé  de  cette  communication  : 
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I.  Formule  de  Gauss.  Gauss  a  défini  la  fonclion  Fp,  p  étant 
réel  ou  imaginaire,  mais  non  entier  négatif,  au  moyen  de  la 
formule 

1.2. ..(7—1) 

Tp  =  lim  a' -^ •  (o  =  00  ), 

ou 

IL  Formule  de  Weierstrass.  On  déduit  immédiatement  de  la 
formule  (1)  et  de  la  relation  F  (p  -h  1)  =prp, 

(i)        logr(p-Hl)  =  plog(/-"2  '««(^  -^  -]  -^-logCI^-f,). 

Mais,  d'après  la  définition  de  la  constante  d'Euler, 

r        4       i                i  "I 

C  =  limM  ^  --4-  --f.  ...  -♦. log7  h     (?  =  «)> 


on  a 


(3)        plogq pC  -^.  ^-t-^  +  f;        lime;  =  0(7  =  »), 

Remplaçons,  dans  (2),  plog7  par  sa  valeur  (3);  il  vient 

logr(p^l)^ pC^'Y'[^^-Iog(4^£)]-*.^^log(1-*..,)^.;. 

Faisons  7  =»  oo    et  passons  des  logarithmes   aux    nombres. 
Nous  trouverons 

1 


r(p+l) 


=  e^Ue 


■(-3- 


Cette  démonstration  de  la  formule  de  Weiersirass  est  due  à 
M.  Catalan,  qui  Ta  exposée  en  supposant  p  réel  (Mémoires  de 
l'Académie  de  Belgique,  1892,  t.  XLIX). 


■  *.'  < 


h  •'. 


III.  Formule  de  Stirling,  On  peut  établir  d'une  manière 
élémentaire,  comme  Ta  fait  Rouehé  (C.  A.,  1890,  t.  CX, 
pp.  513-515),  la  formule  de  Stirling,  pour  9  entier  : 

(4)     17=  1.2.  .(9— l)  =  l/â^9»-«e  M*-*-0'     liin f';=0(7=» ). 


.'  / 


Des  formules  (1)  et  (4),  on  déduit 


;. 


ou 

(»)    . 


.     r  (p  -4-  9)  =  1/  27r  i/»-»-'-!  e-»  (I  -♦-  f,)  (I  -♦-  *;') 


Mais 


(6)    .     .     .    .  7*^-*  = 


(P-+-7 


\Ji-»-9     î 


I 


( 


Pour  9  =  00 , 


'I' 


-(-r'-i-^'i-r-"- 


Donc 


(7)    . 


.11+  ?îV*'  '=  e'  ^1  -+.  *;••),     lim  fi"  =  0     (7  =  X  ). 

7 


De  (5),  (6,  (7),  on  conclut  aisément 


1-  - 


ou,  en  posant  p  -h  q  =  r, 


(8)     .     .  rr  =  \^^  r-^-»  p"»"  (  I  -*-  jf^),    lim  ij^  =  0    (r  =  x  ), 


c'est  à-dirc  la  formule  de  Stirling,  pour  un  argument  réel  ou 
imaginaire  r. 
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IV.  Formule  de  Gudermann,  On  dédiiil  de  la   formule  dr 
Stirling 

(9)     .     .     .   /rr  =  /l/ âî?-+- fr  — -j/r  — r -4- c(r), 

w(r)  =  /  (1  H-  ï}^)  ayant  pour  limite  zéro,  quand  r  =  x.  De 
la  relation  F  (r  •+-  1)  =  r  Pr  et  de  (9),  on  lire 

puis  aisément  la  formule  de  Gudermann  : 

HO)    .     .„(r)=|j(,..  *.!)/(.. ;J-^.)-lj, 

aussi  pour  r  réel  ou  imaginaire. 

V.  Formule  de  Gilbert.  On  a  identiquement 


-./; 


0 

•I 


(i-z)'tz 


k  -*■  z 

0 


Par  suite,  la  formule  (10)  se  transforme  dans  la  formule  de 
Gilbert  : 

**({  —  z)dz 


(H) -lr)=2   / 


4^.,       r  4- A- -f- Z 

0 


VI.  Série  de  Binel.  La  relation  (11),  à  son  tour,  conduit  à 
la  suivante,  où  les  sommes  s^étendeni  de  A*  =>  0  à  A'  =  oo  : 


/.i 
^     '    ^  '•*?(!-  z)(2  — 2)... (w— 1  —ZM2 -i)'/r 


r  (z  —  4)  //z 
r  -♦-  A:  (r  -♦-  Ar  -♦-  I  ) 


-2/ 

0 

R.-2/" 


(r  -♦-  A*) (r  -•-  /r  -H  I  )  ...  (r  -♦-  A  -♦-  w) 

z(l  —  z)...(/i  — z)(z  — 4) 


R 


n 


(r  H-  A)...(r  ♦-  A  -♦-  w)(r  ->-  A  ->-  z) 

0 


,u. 


comme  Ta  montré  Gilbert,  en  supposant  r  réel,  dans  son  Mémoire 
sur  la  fonction  gamma  (Mém.  de  CAc.  de  Belgique,  1873,  t.  XLI). 
C'est  la  série  de  Binet. 

La  section  entend  ensuite  une  démonstration,  &  la  fois  rigou- 
reuse et  élémentaire,  du  théorème  de  Bernoulli,  due  à  M.  Goed- 
seels.  Cette  démonstration  est  une  simplification  de  celle  de 
Bernoulli  lui-même. 

M.  C.  de  la  Vallée  Poussin  fait  une  communication  sur  l'inté- 
gration des  équations  différentielles,  dont  voici  le  résumé  : 

1.  Soit  le  système  de  n  équations  différentielles 

at 

(i  =  i,2,...  n); 

M.  Peano  a  montré  (if arA.  Annal.,  t.  XXXVII,  pp.  182-328) 
que  la  continuité  des  fonctions  f^  dans  le  voisinage  du  point 
(X|o«  X2o>*-9^«09  ^o)  sufii^  P^^^  établir  Texistcnce  d*un  système  au 
moins  d'intégrales  se  réduisant  &  x^q»  x^q,  •••  ^«o  P^^i*  l  =  'o* 

Nous  nous  proposons  de  retrouver  le  même  résultat  par  une 
méthode  peut-être  un  peu  plus  simple  que  celle  de  Peano. 
Comme  le  raisonnement  est  le  même  pour  deux  équations  ou 
pour  un  plus  grand  nombre,  nous  nous  bornerons  au  système 

dx  dy 

^  =  /i  {x,  y,  t),     ~  =  A  (ar,  y ,  <), 

où  les  fonctions  ^  et  f^  sont  supposées  continues  dans  le  voisi- 
nage du  point  (a,  b,  t^), 

2.  Dans  ce  qui  suit,  nous  appellerons 

Courbe,  le  système  de  deux  fonctions  associées  (x^,  y^  de  t  ; 

Ensemble,  une  collection  de  points  dans  un  plan  ; 

Classe,  une  collection  de  courbes; 

Écart  de  deux  courbes  (x.,  iy<)  et  (x*,  »/*)  pour  une  valeur 


donnée  de  t,  la  valeur  correspondante  de  l'expression 


3.  Lemme  I.  Les  fonctions  /*,  et  ^  étant  supposées  conti- 
nues dans  le  voisinage  de  (a,  6,  /q)»  on  peut  trouver  trois  nom- 
bres C9  A,  B  tels  que,  dans  la  région  T  limitée  par  les  inégalités 

|r-fj  </,        |x-a|  <A/,        |y-6   I  <B/. 
on  ait  les  relations 

l/;(x,y,OI  <A,       IA(x,y,OI  <B. 

4.  Lemme  II.  Cela  posé,  quelque  petit  que  soit  le  nombre 
donné  a,,  on  peut  déterminer,  dans  Tintervalle  des  valeurs  de  t^ 

une  courbe  (x^,  yi)  intérieure  à  la  région  T  et  vérifiant  les  con- 
ditions 


0) 


dxi 
'dt 


— /i(artf»yoO 


<  «.  ; 


'  —  ft{Xnyi,t) 


<  «.; 


et,  par  conséquent,  aussi 


<»./, 


JJ—b—fft{Xi,yi,t)dt   <a,/ 


En  effet,  on  y  arrivera,  en  particulier,  comme  on  le  sait,  en 
remplaçant  les  équations  difFérentiellcs  par  des  équations  aux 
différences  finies,  pourvu  que  ces  différences  soient  suSisaro- 
ment  petites. 

6.  Soient  «i,  04,  ...,  «.  une  suite  de  valeurs  décroissantes  de 
a^  ayant  pour  limite  zéro;  déterminons  par  un  procédé  quel- 
conque une  suite  (A)  de  courbes  correspondantes 

(A) (xi,yi),    (x„y,)> -(^«ly»)-. 


vérifiant  respectivement  les  conditions  (1)  pour  t  =»  1,  2,  ...  n. 


6.  THÉonàHB  I.  Si  Ponpeul  déterminer  une  suite  indéfinie  (S) 

(B) (r\,,,\),  (jc;,y;),..{j-;,y:i... 

de  courbes  prises  dans  la  suite  (A),  telle  que  les  fondions  x'„  y^ 
tendent  uniformément  ((  étant  variable)  vers  des  limites  déter- 
minées X  et  y  quand  n  tend  vers  l'infini,  les  fonctions  x  et  y 
vérifieront  tes  équations  différentielles  proposées. 

Démonstration.  Soît  (x„  i/.)  la  courbi'dela  suil('(A)qiii  coïn- 
cide avec  la  courbe  {x„  if,)  de  la  suite  (B);  si  n  augmente  îndé- 
finiinerii,  m  augmentera  aussi  indéfinimeni. 

Cela  admis,  les  inégaliiés  (2)  du  n*  4  nous  donnent,  par  l'in- 
iroduction  de  termes  qui  se  délruiseni, 

|x-a-^/i(x,s,().li-.-(;r,-:r)-^^|/;(x,y.O-/;{x„.y.,0]rf(i<-.r 

Faisons  tendre  >i  el  par  conséquent  aussi  m  vers  l'infini; 
«.tend  vers  zéro;  x^'=x',eiy^'=  y',  tcadent  unirormémenl 
vers  xei  y;  donc  il  reste  i  la  limite 


x-a^J-f,(x,y,t)dt=^Q, 
dx       , 

7.  Tiii^oRËHE  II.  On  peut  toujours  déterminer  une  suite  (B) 
de  courbes(x'.,  y\)appartenaHt  à  la  suite(\),  telle  que  x',  et  i/i  ten- 
dent uniformément  vers  des  limites  déterminées  quand  n  tend 
vers  Cinfini. 

Ce  théorème  se  démontre  par  une  suite  de  propositions  qu'il 
s'afcit  d'abord  d'établir. 

8.  Nous  désignerons  dorénavant  par  K  ta  classe  form^  par 
toutes  les  courbes  de  la  suite  (A)  considérées  indépendamment 
de  leur  ordre. 

Proposition  I.  Soient  /,  une  valeur  de  t  et  ^  un  nombre  donné  ; 
on  peut  déterminer  une  clasue  K',  contenue  drtns  la  classe  fi,  reti- 
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fermant  wie  infinité  de  courbes^  et  telle  que  l'écart  de  dtux 
courbes  quelconques  de  la  classe  K'  soit  inférieur  à  (3potir  t^^^  l^. 
Démonstration.  Il  y  a,  par  hypothôse,  une  infinité  de 
courbes  dans  la  classe  K;  celles-ci  coupent  le  plan  t  =  ti,  et  Ten- 
semble  des  points  d'intersection  est  borné;  donc, deux  cas  peu- 
vent se  présenter  :  1"*  s'il  y  a  un  nombre  infini  de  points 
d'intersection  distincts,  Tensemble  aura  au  moins  un  point- 
limite,  et  les  courbes  en  nombre  infini  dont  Técart  à  un  même 
point-limite  est  inférieur  à  |  pourront  constituer  la  classe  K'; 
2"*  Dans  le  cas  contraire,  on  pourra  trouver  un  point  du  plan 
{  =  r^  par  lequel  passent  une  infinité  de  courbes;  celles-ci 
pourront  encore  constituer  la  classe  K'. 

9.  Proposition  II.  On  peut  déterminer  une  classe  K",  contenue 
dans  la  classe  K,  renfermant  une  infinité  de  courbes ,  et  telle  que 
r écart  de  deux  courbes  quelconques  de  la  classe  K"  soit  inférieur  à 
p  pour  n  valeurs  données  de  t:  /  =3  ^|,  f  =  /j,  ...,  f  =  t^. 

Démonstration.  En  vertu  de  la  proposition  précédente,  on 
peut  distinguer,  dans  la  classe  K,  une  classe  K'  de  courbes  véri- 
fiant la  condition  voulue  pour  ^=3^^  ;  dans  la  classe  K',  une 
classe  K"  de  courbes  vérifiant  cette  condition  pour  ^  =  ^2;  ..*; 
dans  la  classe  K"'*,  une  classe  K"  de  courbes  vérifiant  cette  con- 
dition pour  t  =  t^  et,  par  conséquent,  pour  toutes  les  valeurs 
proposées  de  ^ 

10.  Proposition  III.  On  peut  déterminer  une  cla.^se  K|,  con- 
tenue dans  la  classe  K,  renfermant  une  infinité  de  courbes,  et  telle 
que  récart  de  deux  courbes  de  la  classe  K\  soit  inférieur  à  (3  pour 
toute  valeur  de  t  dans  l'intervalle  considéré. 

Démonstration.  Soient  /),  t^  .. ,  f,  une  suite  de  points  de  sub- 
divisions de  cet  intervalle  assez  voisins  pour  que  Ion  ait 

'km  — ^<^,     2(A-i-«,)^-f.2(BH-«,)'J<  ^. 

On  déterminera  une  classe  K^, contenue  dans  la  classe  K,  ren- 
fermant une  infinité  de  courbes,  et  telle  que  Técart  de  deux 
courbes  de  la  classe  K^  soit  inférieur  à  ^  pour  t  <=  f|,  ^2»  •••  ^- 


—  Il  — 

Pour  toute  autre  valeur  de  ^  &  cause  des  relations  (1)  du  n**4, 
qui  donnent 

dt  dt 

fécart  sera  inférieur  à 

ô 

^  -*-  Î2  (A  -f-  a,)  J  -♦-  2  (B  -♦-  a,)  J, 
z 

et,  par  conséquent,  inférieur  à  (3,  ce  qu*il  fallait  démontrer. 

11.  Démonstration  du  théorème  II.  Soient  Pi,  P^,  ...,  p,,  ... 
une  suite  de  nombres  ayant  zéro  pour  limite;  déterminons  une 
classe  K|  contenue  dans  K,  renfermant  une  infinité  de  courbes 
dont  Técarl  est  toujours  inférieur  à  (3|  quel  que  soit  t  ;  une 
classe  K2  contenue  dans  K|,  renfermant  une  infinité  de  courbes 
dont  récart  est  toujours  inférieur  à  (3^;  ...;  une  classe  K.  conte- 
nue dans  toutes  les  précédentes,  renfermant  une  infinité  de 
courbes  dont  Técart  est  toujours  inférieur  à  P.,  et  ainsi  de  suite. 
Cela  fait,  prenons  arbitrairement  une  courbe  (x\,  y\)  dans  K,, 
une  courbe  (x\,  y't)  dans  K^,  une  courbe  (x^,  yl,)  dans  K., ...; 
on  aura,  quel  que  soit  p. 


puisque  la  classe  K,^,  est  contenue  dans  K..  Donc  x[,  et  ?/l  ten- 
dent uniformément  vers  des  limites  déterminées,  et  la  suite 

(B) (j'uyî),  (ji.yi), .  uit^y  •• 

satisfait  aux  conditions  demandées. 

M.  Mansion  fait  connaître  ensuite  &  la  section  un  passage  d*un 
discours  de  M^  d'HuIst,  où  le  savant  recteur  de  TUniversiié  de 
Paris  accuse  les  géomèrres  modernes  d'une  espèce  de  scepti- 
cisme. 


—  f  s  — 

«  Autrefois,  on  prenait  pour  base  de  la  géométrie  abstraite 
l'espace  réel,  avec  les  lois  que  Texpérience  révèle,  avec  les  trois 
dimensions  auxquelles  sont  soumis  tous  les  corps  qui  tombent 
sous  nos  sens.  Aujourd'hui,  les  géomètres  s'affranchissent  de  ces 
conditions  vulgaires;  ils  supposent  des  espaces  différents,  à 
quatre,  cinq,  six  dimensions  ou  davantage;  ils  appliquent  à  ces 
hypothèses  fantastiques  .l'analyse  mathématique,  et  les  voilà 
partis,  dans  un  monde  imaginaire,  à  la  poursuite  de  conclusions 
très  logiquement  déduites,  mais  devant  lesquelles  l'esprit  se 
perd. 

»  Puis,  quand  ils  reviennent  à  ce  vieil  espace  traditionnel  au 
sein  duquel  nous  habitons,  ils  prétendent  que  ses  lois  n'ont  pas, 
devant  la  raison,  plus  de  valeur  que  les  espaces  étranges  où  la 
somme  des  angles  d'un  triangle  est  inférieure  ou  supérieure  à 
deux  angles  droits,  où  une  ligne  courbe  peut  servir  de  parallèle 
à  une  ligne  droite.  Le  résultat  de  cette  débauche  d'analyse,  c'est 
le  scepticisme  mathématique.  » 

Cette  opinion  de  Téminent  auteur  des  Mélanges  philosophiques 
est  fondée  sur  un  malentendu  qu'il  importe  de  dissiper  et 
sur  une  connaissance  imparfaite  des  recherches  des  mathéma- 
ticiens sur  les  principes  de  la  géométrie.  En  premier  lieu,  les 
espaces  à  plus  de  trois  dimensions  dont  s'occupent  les  mathéma- 
ticiens n'ont  rien  de  fantastique,  ni  d'hypothétique.  Ce  sont 
simplement  des  groupes  de  quatre,  de  cinq  ou  d'un  plus  grand 
nombre  de  variables  auxquels  ils  appliquent  une  terminologie 
calquée  sur  celle  de  la  géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

Cette  terminologie  est  extrêmement  utile,  parce  que  l'on 
suit  plus  facilement  les  raisonnements  relatifs  à  quatre,  cinq 
ou  un  plus  grand  nombre  de  variables,  quand  on  emploie  un 
langage  qui  rappelle  sans  cesse  les  raisonnements  analogues 
sur  trois  variables,  lesquels  sont  susceptibles  d'une  traduction 
géométrique,  si  l'on  regarde  les  trois  variables  comme  les  coor- 
données d'un  point. 

Los  profanes  seuls  s'imaginent  que  les  mathématiciens 
attachent  une  représentation  géométrique  aux  espaces  à  plus  de 
trois  dimensions.  La  chose  toutefois  est  possible,  mais  dans  un 
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sens  autre  que  celui  qui  vient  d^étre  signalé,  même  en  ne  sortant 
pas  de  la  géométrie  plane.  Ainsi,  Pensemble  de  cinq  variables 
peut  être  représenté  géométriquement  par  la  conique  ayant  ces 
variables  pour  coefficients  de  son  équation  ;  ce  que  Ton  expri- 
mera, d'une  manière  abrégée,  en  disant  que  toutes  les  coniques 
d'un  plan  représentent  un  espace  à  cinq  dimensions. 

En  second  lieu,  Tespacc  traditionnel,  c'est-à-dire  l'espace 
euclidien,  n'est  ni  plus  ni  moins  étrange  que  les  espaces  lobat- 
schewskiens  ou  riemanniens  (*).  Pour  le  montrer,  considérons 
d'abord  la  géométrie  physique,  expérimentale.  Dans  cette  géo- 
métrie, on  s'occupe  principalement  des  relations  de  distance  qui 
existent  entre  les  points  des  solides  invariables  ou  supposés  tels. 
Étant  données  neuf  des  distances  mutuelles  des  cinq  sommets, 
A,  B,C,  D,  E,  par  exemple,  d'un  hexaèdre  è  faces  triangulaires,  la 
dixième  distance  est  évidemment  déterminée.  Pour  exprimer  la 
relation  qui  existe  entre  ces  dix  distances,  les  Grecs  ont  imaginé 
une  géométrie  idéale,  consignée  dans  les  Éléments  d'Ëuclide; 
Lagrange  en  a  déduit  une  formule  célèbre,  qui  permet  de  calculer 
la  dixième  distance  DE  quand  on  connaît  AB,  BC,  CA,  DA,  DB, 
DG,  EA,  EB,  EC.  Lorsque  l'on  mesure  réellement  la  distance  DE, 
on  trouve  toujoui^s  un  accord  complet  entre  l'expérience  et  le 
résultat  donné  par  la  géométrie  idéale  euclidienne.  Cette  géo- 
métrie idéale  constitue  donc  une  théorie  physique  parfaite  :  elle 
n'est  jamais  en  défaut,  au  point  de  vue  de  la  concordance  de  ses 
prédictions  avec  les  résultats  des  mesures  les  plus  exactes. 

Cependant,  pour  les  mathématiciens,  pendant  longtemps,  elle 
n'a  pas  été  considérée  comme  parfaite.  Elle  contient  au  moins 
une  hypothèse  fondamentale  :  le  postulat  de  la  parallèle  unique. 
On  peut,  à  propos  de  ce  postulat,  se  poser  les  trois  questions 
suivantes  :  1"  Est-il  une  suite  de  la  définition  euclidienne,  histo- 
riqne  de  la  droite?  2*"  Est-il  en  contradiction  avec  cette  définition 


(*j  Dans  aucun  de  ces  espaces,  les  géomètres  ne  disent  que  la  parallèle  à  une  droite  est 
une  courbe.  Dans  les  géométries  ricniannienues,  les  droites  se  rencontrent  toujours;  dans 
leslobaischewskiennes,  les  parallèles  à  une  droite  sont  des  droites.  Mf  d'tiulst  a  sans 
doute  confondu  l'équidistante  d'une  droite  avec  la  parallèle  à  la  droite. 


—  Io- 
de la  droite?  3"  En  est-il  indépendant?  Pour  repondre  à  ces 
questions,  on  a  transformé  Ui  postulat  de  bien  des  manières.  On 
a  montré,  par  exemple,  qu'il  est  équivalent  au  théorème  de 
Pythagore,  a'  =  6*  -h  c*,  qui  lie  Thypoténuse  a  d'un  triangle 
rectangle  aux  deux  autres  côtés,  6  et  c. 

De  notre  temps  seulement,  après  des  recherches  très  délicajes 
de  Gauss,  Lobatschewsky,  Bolyai,  Riemann,  Beltrami,  Sehering, 
De  Tilly,  Poincaré,  on  a  pu  achever  la  géométrie  euclidienne, 
comme  œuvre  logique  ;  on  a  pu  répondre  aux  trois  questions  : 
non  à  la  première;  non  à  la  seconde  ;  oui  à  la  troisième.  De 
plus,  on  a  trouvé  que  Ton  pouvait  imaginer  deux  théories  géo- 
métriques non  euclidiennes,  pouvant  servir  à  représenter,  tout 
aussi  bien  que  la  géométrie  euclidienne,  les  relations  entre  les 
distances,  pouvant  servir  comme  elle  à  les  calculer  avec  une 
exactitude  aussi  grande  qu*on  le  veut.  Il  suflii  pour  cela  de 
remplacer  le  théorème  de  Pythagore  par  le  théorème  plus  géné- 
ral :  cos(ae)  =  eos  (6e)  cos  (cej,  où  £*  est  une  quantité  extrême- 
ment petite,  positive  ou  négative,  ou  de  substituer,  à  la  relation 
de  Lagrange,  une  relation  analogue  de  Sehering. 

Si  Ton  demande  au  mathématicien  laquelle  des  géométries 
idéales,  toutes  trois  absolument  rigoureuses,  est  réalisée  dans  la 
nature,  il  devra  répondre  :  je  n'en  sais  rien»  Mais  cela  n'implique 
aucun  scepticisme.  Car,  au  point  de  vue  expérimental,  les  géo- 
mètres connaissent  parfaitement,  sous  trois  formes  différentes,  le 
moyen  de  calculer,  dans  Thexaèdre  ABCDE,  la  dixième  distance 
DE,  avec  une  approximation  égale  à  celle  des  meilleurs  instru- 
ments; avant  1830,  on  ne  connaissait  qu'une  manière  de  faire 
ce  calcul,  et  Ton  n'était  pas  même  sûr  de  ne  pas  être  en  contra- 
diction avec  les  lois  de  la  logique  en  employant  cette  méthode 
ancienne. 

Aucune  expérience  ne  permet  de  décider  en  faveur  de  la 
géométrie  euclidienne;  car  en  prenant  s*  suffisamment  petit,  le 
théorème  de  Pythagore  ou  la  relation  non  euclidienne  plus 
générale  cos(a£)  =  cos(6£)  cos(£c),  conduisent  pratiquement  aux 
mêmes  résultats. 

On  a  réuni  toutes  les  spéculations  sur  les  trois  espèces  de 


i« 


géométrie  en  un  corps  de  doctrine  appelé  métagéométrie^  géomé- 
trie générale  ou  géométrie  idéale,  La  niétagéométrie  est  divisée  en 
quatre  chapitres,  pour  ainsi  dire  :  Tun  est  consacré  à  la  géomé- 
trie euclidienne,  un  autre  aux  géométries  lobatschewskiennes,  un 
troisième  aux  géométries  riemanniennes;  un  chapitre  préliminaire 
contient  les  propriétés  communes  aux  espaces  euclidien,  lobat- 
schewskiens  etriemanniens.  Ainsi  la  théorie  des  coniques  contient, 
outre  les  généralités  sur  ces  courbes,  les  chapitres  relatifs  à  la 
parabole,  à  Thypcrbole  et  &  Tellipse.  Cayley,  Klein,  Darboux  et 
récemment  Poincaré  ont  d'ailleurs  signalé  la  correspondance 
qui  existe  entre  la  métagéométrie  et  la  théorie  euclidienne  des 
coniques.  Chaque  genre  de  géométrie,  comme  chaque  conique, 
est  caractérisé  par  la  relation  qui  existe  entre  les  distances  de 
cinq  points. 

Bien  loin  d'avoir  ébranlé  les  bases  de  la  certitude  mathéma- 
tique, les  géomètres,  dans  ces  derniers  temps,  les  ont  donc  plutôt 
consolidées.  En  créant  la  métagéométrie,  ils  ont  démontré  que  le 
postulat  de  la  parallèle  unique  est  compatible  avec  la  déCnition 
classique  de  la  droite,  ci,  par  suite,  ils  ont  rendu  la  géométrie 
euclidienne  inattaquable  au  point  de  vue  de  la  rigueur.  En  éta- 
blissant régale  valeur  logique  des  géométries  euclidienne,  lobat- 
schewskiennes  et  riemanniennes,  en  montrant  qu  elles  expliquent 
aussi  bien  Tune  que  Tautre  les  propriétés  de  lespace  réel,  ils  ont 
prouvé  plus  péremptoirement  que  ne  Ta  fait  Gauss  (Werke,  II, 
p.  167,  note)  Tinanité  de  la  conception  kantienne  de  l'espace, 
considéré  comme  forme  innée  de  lentendement.  Nulle  part 
d'ailleurs,  dans  aucune  des  parties  soit  de  la  métagéométrie,  soit 
de  la  géométrie  physique,  ils  n'ont  besoin  de  recourir  à  des 
assertions  arbitraires,  ou  jugements  synthétiques  a  priori  dans  le 
sens  de  Kant. 

M.  Neuberg  fait  enfin  une  communication  sur  le  point  de 
Gauss  de  n  plans,  dont  voici  le  résumé  : 


Dans  le  §  15  du  Mémoire  sur  le  Tétraèdre  (Mémoires  cou- 
ronnés et  autres  Mémoires  publiés  par  TAcadémie  royale  de 
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Belgique»  l.  XXXVII,  1884),  j*ai  considéré  le  point  L  dont  la 
somme  des  carrés  à  n  plans  donnés  P^,  P^i,  ...,  P.  est  minimum. 
Si 

P,  ^  X  cos  «r  -♦•  y  cos  Pr  ■*-  ^  CCS  r,  —  Pr  ==  0,  (r  =s  4, 2, ...  n) 

sont  les  équations  de  ces  plans,  les  coordonnées  de  L  vérifient 
les  égalités 

2P|  ces  «1  =  0,      2P|  cos  j5,  =a  0,      2P|  cos  y  I  — =  0, 

d'où  Ton  déduit  les  propositions  suivantes  : 

i*  Le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux 
plans  Pf ,  Pji, ...  égale  un  carré  donné  est  un  ellipsoïde  ayant  pour 
centre  te  point  L.  2*  L  est  le  centre  de  gravité  de  ses  projections  L|, 
L2, .-.  sur  les  plans  P|,  P^, ...  S"*  Les  droites  LLf,  LL2, ...,  LL. 
représentent,  en  grandeur  et  en  direction,  un  système  de  forces  en 
équilibre. 

L'équation  £Pf  cos  a^  =  0  représente  un  plan  Q  passant  par 
L.  On  peut  l'écrire  ainsi  : 

X£C08  ai  cos  «i  -I-  ySCOS  ai  COS  ^t  -f-  Zl  COS  a|  COS  y ,  =s  Zpi  COS  a,, 

OU,  en   multipliant  les  deux  membres  par  ^  £Pf  cos  a^  et  en 

posant 

i 

p  =  —  2pi  cos  ai , 
n 

i  i 

X|  =  -  2p  cos  a,  .  COS  ai,  Vi  «=  -  2p  COS  a|.C0SÔi,  Clc; 

n  n 

XX t  -f-  yy,  -f-  «2,  =  p'. 

Elle  représente  donc  la  polaire  du  point  (X|,  yi,  z^)  par 
rapport  à  la  sphère  décrite  de  l'origine  comme  centre  avec  le 
rayon  p.  Comme  l'origine  et  les  directions  des  axes  sont  arbi- 
traires, l'interprétation  géométrique  des  quantités  p,  X|,  yi,  Z| 
conduit  au  théorème  suivant  : 

D'un  point  gtie/con^tie  M  on  abaisse  des  perpendiculaires 
MM|,  MMji»  ...9  MM.  sur  les  plans  donnés  P^ ,  Pj, ...»  P«.  Soient  M' 
le  centre  de  gravité  des  points  M|,  M^, ...,  M,;  M''  la  projection 
XVII.  2 
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de  M'  8vr  une  droite  quelconque;  M'"  le  centre  de  gravité  des 
projections  de  M"  sur  les  droites  MM^  MM^,  ...,  MM,.  Le  plan 
polaire  de  M'"  par  rapport  à  la  sphère  ayant  pour  centre  M  et 
pour  rayon  MM"  passe  cofistamment  par  le  point  L. 

Deoxiëme  section. 

M.  De  Heen,  professeur  à  FUniversité  de  Liège,  assiste  à  la 
séance. 

Le  R.  P.  Lucas,  S.  J.  (Louvain),  expose  les  progrès  récents 
réalisés  dans  la  spectrophotographie  solaire. 

Après  avoir  dit  quelques  mois  des  essais  infructueux  tentés 
depuis  1870  pour  photographier  les  protubérances  solaires,  le 
R.  P.  Lucas  expose  les  deux  méthodes  imaginées  et  essayées,  dès 
1889,  par  M.  Haie,  directeur  de  TObservatoire  d*astrophysique 
de  Kénwood-Chicago. 

Méthodes  et  appareils.  Un  dispositif  est  commun  à  ces  deux 
méthodes.  Le  spectroscope  est  armé  de  deux  fentes  :  celle  du  colli- 
mateur d^abord,  et  une  seconde,  placée  un  peu  en  avant  du  plan 
focal  de  la  lunette  d  observation  et  qui  ne  laisse  tomber  sur  la 
plaque  sensible  que  la  raie  brillante  employée. 

Dans  la  première  méthode  de  M.  Haie,  limage  solaire  et  la 
plaque  se  meuvent.  Dans  la  seconde,  au  contraire,  les  fentes  sont 
mobiles,  Timage  et  la  plaque  restent  fixes.  M.  Haie  s*est  défini- 
tivement arrêté  à  la  seconde  méthode.  Un  petit  moteur  hydrau- 
lique, construit  avec  la  plus  grande  précision,  conduit  les  fentes. 
L'instrument  complet,  employé  à  Kenwood  Observatory  pour  la 
photographie  des  protubérances,  comprend,  comme  on  le  volt, 
un  télescope,  un  spectroscope  à  fentes  mobiles  et  un  moteur 
hydraulique;  il  a  reçu  le  nom  de  spectrohéliographe. 

Pour  photographier  en  une  fois  toutes  les  protubérances  pré- 
sentes simultanément  stir  le  limbe  solaire,  M.  Haie  couvre 
rimage  du  disque  jusqu'à  la  base  de  la  chromosphcre  au  moyen 
d*un  écran  circulaire  de  dimensions  convenables,  et,  la  plaque 
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étanl  au  foyer,  les  fentes  sont  mises  en  mouvement  (août  1 893). 
M.  DeslandreSy  directeur  du  service  spectroscopique  à  l'Obser- 
vatoire de  Paris,  qui  s'occupe  des  mêmes  recherches,  avait  publié, 
dès  août  1891,  un  autre  procédé  de  photographie  de  tout  le 
pourtour  du  soleil,  en  une  seule  pose.  Ce  procédé  consiste  en  une 
application  ingénieuse  du  principe  de  la  première  méthode  de 
M.  Haie.  La  fente  du  collimateur  est  mobile  autour  d*un  axe 
passant  par  le  centre  de  Fimage  solaire;  dans  son  mouvement, 
cette  fente  balaye  tout  le  limbe  solaire;  un  système  approprié 
d*engrenages  imprime  à  la  plaque  sensible  le  mouvement  conve- 
nable pour  que  toutes  les  protubérances  viennent  Timpressionner 
successivement. 

Résultats.  L*étude  des  spectres  protubérantiels  indiqua  les 
raies  à  employer  dans  la  photographie  des  protubérances.  Ce 
sont  les  raies  H  et  K,  situées  &  la  limite  violette  du  spectre. 
M.  Haie  et  M.  Deslandres  croient  devoir  les  attribuer  au  calcium. 
Il  est  certain  qu'elles  n'appartiennent  pas  à  Thydrogène. 

On  a  retrouvé  dans  ces  mêmes  spectres  protubérantiels, 
successivement,  quatre,  cinq  et  enfin  les  dix  radiations  ultra- 
violettes  de  Vhydrogène^  découvertes  d'abord  par  M.  Iluggins 
dans  les  étoiles  blanches.  M.  Deslandres  a  même  pu  ajouter 
cinq  notivelles  raies  aux  harmoniques  de  l'hydrogène. 

Les  photographies  des  éclipses  totales  ont  révélé  l'existence 
de  protubérances  blanches  à  spectre  continu  dans  la  partie  visible. 
Elles  échappent  évidemment  &  l'observation  spectroscopique. 
Mais  ces  protubérances  possèdent  aussi  les  raies  H  et  K.  Elles 
sont  donc  susceptibles  d'être  photographiées,  et  une  grave  lacune 
dans  l'étude  des  orages  solaires  va  se  combler. 

Il  faut  en  dire  auiant  du  résultat  obtenu  au  sujet  des  facules. 
Elles  aussi  possèdent  les  raies  H  et  K  qui  permettent  de  les 
photographier  partout  sur  le  disque.  M.  Haie  a  constaté  qu'elles 
occupent  des  régions  extrêmement  étendues  de  la  surface  solaire. 

La  question  si  importante  des  relations  qui  existent  entre  les 
taches^  les  protubérances  et  les  facules  commence  à  s'éclaircir. 
D'après  M.  Haie,  la  facule  en  général  est  une  petite  protubé^* 
rance  q.ui,  outre  les  lignes  brillantes,  possède  un  spectre  continu. 
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Les  manipulations  nécessaires  pour  Tobtention  des  nocifs 
sont  extrêmement  rapides.  M.  Deslandres  prend  deux  cents 
photographies  du  pourtour  solaire  en  dix  minutes.  M.  Haie 
obtient  une  première  image  complète  du  soleil  (taches,  facules  et 
protubérances)  en  moins  d*une  minute;  les  suivantes  demandent 
moins  de  temps  et  se  succèdent  à  des  intervalles  très  réduits. 
Les  transformations  si  brusques  des  protubérances  et  des  autres 
accidents  solaires  peuvent  donc  être  saisies  sur  le  vif  et  étudiées 
ensuite  à  loisir,  d*après  des  documents  complets  et  d*une  exac- 
titude absolue. 

La  physique  solaire  est  à  la  veille  de  faire  de  rapides  progrès. 

La  livraison  d*oclobre  de  la  Revue  des  questions  scientifiques 
renferme  (pp.  481-506)  un  article  du  R.  F.  Lucas,  intitulé  :  La 
Photographie  des  protubérances  solaires.  On  y  trouvera  de  plus 
amples  renseignements  sur  chacun  des  points  que  nous  n  avons 
guère  fait  que  mentionner  ici. 

M.  De  Heen,  professeur  à  TUniversité  de  Liège,  fait  ensuite 
une  communication  sur  un  état  de  la  matière  caractérisé  par 
rindépendance  de  la  pression  et  du  volume  spécifique  (*).  En  voici 
le  résumé  : 

Nous  avons  opéré  sur  Téther.  Ce  liquide  était  introduit  dans 
un  tube  scellé,  à  une  température  à  laquelle  la  densiié  de  la 
vapeur  pouvait  être  considérée  comme  négligeable  par  rapport 
à  la  densiié  du  liquide. 

Si  Ion  mesure  ensuite  à  des  températures  relativement  élevées 
les  variations  de  volume  éprouvées  par  le  liquide  et  par  la 
vapeur,  on  peut  en  déduire  le  rapport  qui  existe  entre  les  den- 
sités de  ces  deux  substances. 

Ces  déierminalions  conduisent  aux  conclusions  suivantes  : 

l"*  A  une  température  déterminée  (les  températures  de  nos 
observations  sont  comprises  entre  150®  et  190"*)  correspondent 
une  infinité  de  vapeurs  saturées  ayant  des  densités  différentes^ 

(*)  Comparez  Bulletins  de  V Académie  royale  de  Belgique,  n«  d'octobre  1892. 
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ces  densiiés  étant  vne  fonction  de  la  quantité  de  liquide  renfermée 
dans  le  tube, 

2^  La  densité  de  la  vapeur  prise  à  la  température  critique  est 
toujours  inférieure  à  la  densité  du  liquide  brsque  celui-ci  ne  rem^ 
plit  pas  sensiblement  le  tube  à  cette  température. 

Nous  avons  désigné  sous  le  nom  de  vapeurs  saturées  maxima 
les  vapeurs  saturées  qui  présentent  le  maximum  de  densité,  et 
sous  le  nom  de  vapeurs  saturées  minima^  celles  qui,  à  cette  même 
température,  présentent  la  plus  faible  densité  possible. 

Il  existe  non  seulement  des  vapeurs  saturées  minima  et  maxima, 
mais  il  existe  encore  des  vapeurs  surchauffées  qui  présenient  les 
mêmes  caracières.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  dlntroduire  dans 
un  tube  renversé,  recourbé  en  U  et  fermé  à  la  lampe,  une  cer- 
taine quantité  d*éther  dans  Tune  des  deux  branches,  celle  de 
gauche,  par  exemple.  Lorsque  celui-ci  est  échauffé  bien  au  delà 
de  la  température  qui  correspond  à  Tévaporation  complète,  on 
constate  qu*après  refroidissement,  la  branche  de  gauche  du  tube 
renferme  toujours  plus  de  liquide  que  la  branche  de  droite.  La 
densité  de  la  vapeur  surchauffée  était  donc  plus  grande  à  gauche 
qu'à  droite. 

On  peut  conclure  aisément  de  cette  expérience  qu'en  opérant 
sur  deux  tubes  renfermant  des  quantités  de  liquide  inégales,  il 
pourra  se  faire  que  la  plus  forte  pression  corresponde  an  plus 
grand  volume  spécifique. 

Ces  faits,  d'apparence  paradoxale,  trouvent  une  interprétation 
aisée  si  Ton  adopte  la  doctrine  émise  par  nous,  il  y  a  longtemps 
déjà,  relative  à  la  constitution  des  liquides. Ces  substances  seraient 
formées  par  des  molécules. figurant  de  petits  tourbillons  constitués 
par  les  molécules  telles  qu  elles  existent  dans  I  état  gazeux.  Cela 
étant,  révaporaiion  peut  se  produire  d'une  infinité  de  manières 
différentes,  car  il  se  peut  que  la  vapeur  émise  se  dissocie  immé- 
diatement en  ses  éléments  les  plus  simples,  mais  il  se  peut  aussi 
qu'un  certain  nombre  de  molécules,  telles  qu'elles  existent  dans 
l'étal  liquide  (molécules  liquidogéniques),  continuent  à  nager 
comme  telles,  et  en  proportion  susceptible  de  varier,  dans  la 
masse  de  vapeur.  De  là  variation  considérable  de  densité  sans 
variation  sensible  de  pression. 


Nous  avons  désigné  ces  vapeurs  sous  le  nom  de  pseudo-vapeurs^ 
car  elles  conservent  certains  caractères  des  liquides,  de  même  que 
les  pseudo-gaz  (mêmes  substances  prises  au-dessus  de  la  tem- 
pérature critique).  Cest  ainsi,  par  exemple,  que  M.  Cailletet  a 
constaté  que  le  spectre  d^absorption  de  Fiode,  dissous  dans  CO^ 
au-dessous  de  la  température  critique,  correspond  encore  à  une 
dissolution  d*iode  et  non  à  la  vapeur  de  cette  substance. 

Le  R.  P.  Thirion,  S.  J.  (Louvain),  prend  la  parole  pour 
exposer  une  série  d'expériences  réalisables  avec  une  toupie  gyro- 
scopique  universelle,  très  simple.  Voici  le  sommaire  de  sa  com- 
munication : 

«  L'appareil  dont  j'ai  l'honneur  de  vous  présenter  une  première 
ébauche  est  extrêmement  modeste.  C'est  la  toupie  gyroscopiqae 
des  enfants,  modifiée  dans  quelques  détails  de  sa  construction 
ordinaire,  et  pourvue  d'accessoires,  tous  très  simples,  qui  per- 
mettent de  lui  faire  subir  une  foule  de  transformations  succes- 
sives. 

Toutes  ces  transformations  sont  autant  d'appareils  gyrosco- 
piques  diiïérents.  On  y  retrouve  In  toupie  vulgaire,  la  machine 
de  Bohnenberger,  le  tore  birotatoire  alternatif  à  poids;  le  tore  de 
Fessel,  la  balance  de  Plûcker,  celle  de  Heynen  et  l'appareil 
inverse  qui  est  un  second  tore  birotatoire  alternatif  à  poids  ;  les 
tourniquets  gyroscopiques  alternatifs  à  poids  et  à  tension  de 
Gruey;  le  culbuteur  de  Hardy,  le  pendule  conique  alternatif  et 
le  pendule  polygonal  de  Gruey;  enfin,  le  pendule  gyroscopique 
de  Sire.  Ces  différentes  combinaisons  montrent,  en  outre,  quel- 
ques-uns des  phénomènes  que  rénlisjent  le  gyroscope  alternatif 
à  mouvements  réciproques  et  le  polytrope  de  Sire. 

Il  s'agit  donc  bien  d'une  toupie  gyroscopique  universelle, 
puisqu'elle  reproduit  la  série  presque  complète  des  faits  si  inté- 
ressants observés  jusqu'ici  dans  les  corps  sphéroulaux  qui 
tournent  rapidement  autour  de  leur  axe  de  symétrie,  lorsqu'une 
force  quelconque  agit  sur  cet  axe  pour  changer  son  orientation 
actuelle.  Peut-être  contribuera-t-elle  à  vulgariser  l'étude  expéri- 
mentale de  ces  faits,  entravée  jusqu'ici  par  le  prix  élevé  de  la 
plupart  des  appareils  dont  nous  venons  de  rappeler  les  noms. 


La  construction  de  notre  toupie  d'essai,  réalisée  avec  ce  que 
nous  avions  sous  la  main,  est  un  peu  grossière;  la  liste  de  ses 
défauts  serait  longue  ;  nous  signalerons  les  deux  principaux  :  le 
moment  d*inertie  du  tore  est  trop  faible,  et  la  masse  inerte  de 
Panneau  qui  le  porte  est  trop  considérable.  Mais  aucun  de  ces 
défauts  n*échappe  à  une  correction  facile;  et  (elle  qu'elle  est, 
notre  toupie  fonctionne  suffisamment  bien  pour  qu'il  ne  reste 
aucun  doute  sur  le  parti  que  pourra  en  tirer  et  la  valeur  scien- 
tifique que  pourra  lui  donner  un  constructeur  plus  habile. 

MM.  Meiser  et  Mertig,  de  Dresde,  si  connus  par  la  création 
de  leurs  collections  d'appareils  réduits  pour  l'étude  de  la  phy- 
sique expérimentale,  ont  bien  voulu  se  charger  de  ce  soin.  L'in- 
strument qu'ils  réaliseront  restera,  par  la  modicité  de  son  prix, 
un  jouet  scientifique,  tout  en  devenant,  par  le  fini  de  sa  con- 
struction et  l'exactitude  de  son  fonctionnement,  un  appareil 
sérieux  qui  ne  sera  pas  déplacé  dans  les  cabinets  de  physique 
dont  les  ressources  ne  permettent  pas  d'acquérir  les  instruments 
originaux. 

J'espère  pouvoir  présenter  à  la  section,  dans  sa  prochaine  réu- 
nion, l'appareil  définitif.  Je  compte  aussi  en  donner  la  description 
avec  le  détail  des  expériences  auxquelles  il  se  prêtera,  dans  la 
Revue  des  questions  scientifiques,  au  mois  de  janvier  1893.  Afin 
de  contribuer  plus  efficacement  encore  à  la  vulgarisation  des 
phénomènes  gyroscopiques,  je  donnerai  de  ces  expériences,  dans 
ce  même  article,  une  interprétation  théorique  qualitative  élémen- 
Uire,  et  je  rappellerai  les  faits  astronomiques  et  terrestres  qu'on 
peut  y  rattacher.  »  (*) 

M.  Van  der  Mensbrugghe  fait  connaître  uiit*  méthode  simple  de 
détermination  des  éléments  de  la  lentille  équivalente  au  système 
optique  de  Vœil.  Ce  travail  sera  imprimé  dans  le  tome  XVI  des 


(*)  La  livraison  du  19  novembre  iSHS  du  Cotntot  nous  apporte  la  description  d'un 
appareil  gyroscopique  universel,  imaginé  par  M.  Gruey,  qui  se  trouve  actuellement  dans 
le  commerce  sous  le  nom  de  Stréphotcope»  Nous  ignorions  l'existence  de  cet  appareil  que 
nous  allons  nous  procurer  immédiatement  Si,  de  fait,  il  rend  inutile  notre  toupie,  nous 
renoncerons  à  la  faire  construire,  et  nous  décrirons  l'appareil  de  M.  Gruey  dans  notre  article 
de  la  Revue  des  questions  scientifiques.  J.  Thibior»  S.  J. 
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Annales  où  onl  été  publiées  les  deux  notes  de  Tauteur  sur  la 
théorie  de^  lentilles. 

M.  Félix  Leconte  relate  des  expériences  sur  les  bains  de  sul- 
fate  de  cuivre  employés  comme  résistances.  L  appareil  se  com- 
pose de  deux  plaques  en  cuivre  électroly tique,  de  22  centimètres 
de  diamètre,  soit  3,8  décimètres  carrés  de  surface,  plongées  dans 
un  vase  en  verre  rempli  de  sulfate  de  cuivre;  la  distance  des 
plaques,  soit  22  centimètres,  est  restée  la  même  pendant  toute 
la  durée  des  expériences. 

Voici  le  tableau  des  résultats  : 


aear«s. 

Ampérvt. 

TolU. 

T«in|té  ratai*. 

RétUtsace  cateaMa 
akm. 

'•  30' 

28,5 

45 

i9' 

1,58 

40' 

29 

47 

30,5 

45' 

31 

43,5 

35 

47' 

32,5 

40,5 

41 

49' 

34 

40 

45,5 

53' 

35 

38,5 

52 

56' 

36 

57 

55 

58' 

36 

36,5 

58 

60' 

35%5 

37%5 

63- C 

1",06 

Donc,  en  une  demi-heure,  la  température  du  bain  s*est  élevée 
à  63*  C;  la  résistance  de  la  colonne  liquide  a  baissé  de  1,58  à 
1 ,06  ohm. 

Avec  cette  densité  de  courant  de  9,21  ampères  par  décimètre 
carré,  le  cuivre  est  transporté  à  Téiat  boueux  sur  la  plaque  négative. 

Les  électrodes  étaient  disposées  horizontalement  et  la  plaque 
négative  occupait  la  position  supérieure. 

Les  particules  de  cuivre,  s*agglomérant  graduellement,  for- 
maient des  stalactites  de  3  centimètres  de  longueur.  On  peut 
connaître  le  poids  du  cuivre  transporté  en  pesant  la  plaque  posi- 
tive. Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  plaque  positive  a  perdu 
19  grammes. 

Or,  pour  16  ampères-heures,  le  poids  de  cuivre  transporté 
serait  de  18,832  grammes.  On  voit  donc  que  le  poids  est  vérifié 
d'une  manière  très  satisfaisante  et  que  cette  expérience  peut  ser- 
vir à  étalonner  rapidement  les  ampères-mètres  industriels. 
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Troisième  section. 

Le  R.  P.  Bolsius,  S.  J.,  communique  à  la  section  une  note  sur 
un  système  de  valets-pinces  solidaires  pour  microscope^  dont 
voici  le  résumé  : 

Toute  plaiine  de  microscope  non  muni  d*un  charioc  est  armée 
d'une  paire  de  valets-pinces  pour  tenir  en  place  le  porte-objet, 
surtout  lorsque  Tobservateur  travaille  au  microscope  incliné.  Le 
maniement  de  ces  valets-pinces ,  qu*il  faut  sans  cesse  soule- 
ver, enlever,  remettre,  ajuster  quand  on  doit  rapidement  exami- 
ner un  grand  nombre  de  porte*objets,  entraîne  une  perte  de  temps 
considérable.  En  outre,  ce  qui  est  plus  fâcheux  encore,  les  valets- 
pinces  ordinaires  peuvent  endommager  d\ine  manière  sérieuse 
les  préparations  de  laboratoire  insuflisamment  durcies  et  proté- 
gées que  doit  examiner  au  pliitdt  le  micrographe  de  profession. 
Lorsque,  pour  économiser  la  place,  le  temps  et  les  porte-objets,  il 
met  sur  un  seul  verre  deux  séries  de  préparations  microto- 
miques,  comme  on  le  voit  dans  la  figure  1  (I  et  11  y  désignent 
deux  couvre-objets),  Tune  ou  Tautrc  peut  facilement  être  endom- 
magée, si  les  valets-pinces  ne  sont  pas  tenus  suffisamment  écar- 
tés. Le  danger  est  encore  plus  grand,  si  Tobservateur  doit  faire 
passer  successivement  un  grand  nombre  de  coupes  sous  son 
regard  ;  il  ne  peut  diriger  à  la  fois  les  deux  valets  et  la  vis 
micrométrique  du  microscope;  celui  des  valets  qu*il  est  forcé 
d'abandonner  pour  manier  la  vis  est  sans  cesse  exposé,  pendant 
les  glissements  du  porte-objet,  à  des  mouvements  inattendus, 
qui  peuvent  amener  la  destruction  des  préparations  soumises  à 
Tobservaiion. 

Pour  faire  disparaître  les  deux  inconvénients  des  valets-pinces 
ordinaires  que  nous  venons  de  signaler,  la  perte  de  temps  et  la 
destruction  possible  des  préparations,  nous  avons  imaginé  un 
système  de  valets-pinces  solidaires  dont  nous  allons  donner  une 
description  sommaire.  Nous  employons  ces  valets-pinces  soli- 


daires  depuis  plusieurs  années,  et  nous  en  avons  constaté  la 
supériorité  sur  les  anciens  valets-pinces  indépendants. 


Fig.  ± 


Fig.  i- 


LÉGENDE. 

Fig.  i.  Ao',  B^  .•  valets-pinces,  position  neutre. 
Aa,  B^  :  idem,  position  critique. 
a'c'b',  acb  :  demi-cercle  réunissant  les  extrémités  des  valets-pinces, 

dans  les  deux  positions. 
x:  point  de  contact  des  pinces  avec  le  porte-objet. 
I,  II  :  deux  couvre-objets  placés  sur  le  même  porte-objet. 
p  :  centre  du  microscope. 

FiG.  2.  Un  seul  valet-pince,  vu  de  profil  ;  les  mêmes  lettres  indiquent  les 
points  correspondants  de  la  figure  i. 

La  figure  1  représenie  une  platine  de  microscope  sur  laquelle 
on  voit  en  projection  les  valets  solidaires  en  deux  position.  La 
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première^  indiquée  par  les  lignes  pointillées,  est  la  position 
neutre. 

\a\  B6'  sont  les  valets-pinces  tels  qu*on  les  place  au  début 
d'une  observation.  Ils  sont  rendus  solidaires  par  demi-cercle 
a'c'b',  dont  le  diamètre  a'fr'  est  égal  à  la  distance  des  points  fixes 
A,  B,  des  valets. 

ile  demi-cercle  n*est  pas  soudé,  mais  articulé  à  ses  extrémités 
a  et  b',  ainsi  que  l'indique  la  figure  2  au  point  a.  Ceci  permet 
aux  valets  de  jouer  autour  de  ces  points  comme  sur  des  pivots. 

Voici  comment  Ton  passe  de  la  position  neutre  indiquée  par 
les  lignes  poiniillées  à  la  position  critique  représentée  par  les 
lignes  pleines. 

Si,  en  poussant,  par  exemple,  de  la  main  droite  le  porte-objet 
vers  la  gauche,  comme  le  montre  la  figure  1^  on  a  eu  soin  de 
pousser  en  même  temps  avec  Tindex  le  valet  Aa'  jusqu'en  Aa,  à 
cause  de  la  rigidité  du  demi-cercle  a'c'b\  l'extrémité  b'  du  valet 
86'  a  dû  suivre  le  mouvement  de  a';  et  86'  s  est  mis  dans  la 
position  86.  Le  demi-cercle  a'c'b'  a  forcé  les  valets  à  se  compor- 
ter comme  les  cdtés  d'un  parallélogramme.  La  distance  de  a'  à 
6'  est  la  même  que  de  a  à  6.  Si  donc  les  deux  porte-objets  1  et  II 
pouvaient  prendre  place  entre  les  deux  valets  Aa'  et  86'  dans  la 
position  neutre,  ils  pourront  encore  être  placés  entre  les  valets 
Aa  et  86  dans  la  position  critique,  et  aucun  dérangement  des 
préparations  n*est  à  craindre  pendant  l'exécution  de  tout  le  glis- 
sement. 

Veut-on  revenir  à  la  position  neutre,  et  la  dépasser  à  droite 
jusqu'à  la  position  critique  opposée,  on  tire  le  valet  Aa  vers  la 
droite  en  même  temps  que  le  porte-objet;  à  moins  qu'on  ne  pré- 
fère pousser  maintenant  de  la  main  gauche  le  valet  86  qui,  par 
l'intermédiaire  du  demi-cercle  6ca,  fera  marcher  parallèlement  le 
valet  Aa. 

Ln  figure  1  seule  laisse  subsister  un  doute  sur  l'excellence  du 
nouveau  système.  Les  couvre«objets  ne  semblent  pas,  au  premier 
abord,  préservés  de  tout  dérangement.  Le  couvre-objet  I  dans 
la  position  critique  est  envahi  dans  la  partie  inférieure  gauche 
par  le  valet  86;  de  même  l'extrémité  supérieure  droite  du  couvre- 
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objet  II  est  recouverte  par  le  valet  Aa.  Par  conséquent,  les  deux 
préparations  peuvent  être  endommagées  dans  cette  position  cri- 
tique. 

Il  n'en  est  rien,  comme  on  le  voit  en  examinant  la  figure  i. 
Celle-ci  représente  un  valet-pince  vu  de  profil  :  les  valets  Aa  et 
B6  de  la  figure  1  ne  sont  pas  appliqués  de  toute  leur  longueur 
sur  le  porte-objet.  La  courbure  du  valet,  figure  2,  lorsque  celui- 
ci  est  enfoncé  dans  la  platine  par  sa  tige  A,  ne  laisse  que  le  seul 
point  X  en  contact  avec  le  porte-objet. 

Cela  explique  comment  les  préparations  ne  courent  aucun 
danger  lorsque  les  valets  ont  la  position  Aa6B,  car  les  parties  qui 
dans  le  dessin  de  la  figure  paraissent  menacées  sont  hors  d'at- 
teinte, grâce  à  la  courbure  des  valets. 

Les  extrémités  a  et  6  ont  été  reliées  par  un  demi-cercle  (et  non 
pas  par  une  pièce  droite  qui  a  d*abord  été  essayée).  De  cette 
manière  :  l""  l'espace  utilisable  pour  l'observation  des  prépara- 
tions est  plus  grand,  et  2**  la  pose  d'un  porte-objet  sous  les  valets 
se  fait  avec  une  perte  de  temps  beaucoup  moindre. 

Le  point  p  marqué  sur  le  couvre-objet  II  indique  le  «centre  du 
microscope.  L'extrémité  a  du  valet  Aa  s'approche  déjà  de  ce 
point;  et  en  supposant  maintenant  les  extrémités  a  et  6  réunies 
par  une  barre  ou  une  lame  droite^  nous  aurions  un  angle  formé 
par  le  valet  Aa  et  la  barre  ab  autour  du  point  p.  Tant  que  le 
point  ;;  reste  à  découvert,  il  n'y  aura  pas  grand  inconvénient 
pour  l'observation  avec  un  objectif  faible.  Mais  dans  le  cas  d'un 
puissant  objectif,  par  exemple,  d'un  apochromatique  fort,  à  bout 
très  large  et  à  foyer  court,  il  n'y  a  plus  moyen  d'explorer  ce  qui 
se  trouve  dans  cet  angle  :  l'objeciif  serait  en  contact  avec  les  deux 
côtés  formant  cet  angle,  longtemps  avant  que  la  position  indiquée 
dans  la  figure  1  soit  atteinte. 

Dans  le  cas  où  Ion  a  observé  d'abord  le  point  p  dans  la  posi- 
tion critique  de  la  figure  i,  à  un  grossissement  faible,  et  où  l'on 
remplace  celui-ci  par  un  système  fort  comme  je  viens  de  le 
décrire,  on  ne  parviendra  donc  pas  à  mettre  au  point  l'objet 
situé  en  p  :  l'objectif  gros  et  large  aura  butté  sur  la  barre  avant 
que  l'objet  ne  soit  au  foyer.  Si,  au  contraire,  la  barre  droite  ab 
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est  remplacée  par  le  demi-eercle  acb^  cet  inconvénient  disparaît 
entièrement;  aucun  point  de  ce  demi-cercle  ne  peut  jamais  s*ap- 
procher  de  Tobjectif  et  du  point  p  plus  que  Textrémité  a  du 
valet  Aa.  Par  conséquent,  aussi  longtemps  que  le  valet  ne  heurte 
pas  Tobjectif,  on  est  sûr  de  pouvoir  mettre  au  point,  puisque  le 
dénii^eercle  acb  ne  présente  jamais  aucun  obstacle. 

Lés  valets-pinces  solidaires  ont  aussi  de  grands  avantages  sur 
\i*È  valets-pinces  indépendants,  au  point  de  vue  du  temps  néces- 
saire pour  introduire  dans  le  microscope  un  nouveau  porte- 
objet.  Lorsque  les  deux  valets-pinces  sont  indépendants,  comme 
d*ordinaire,  il  faut  se  servir  des  deux  mains  pour  les  soulever 
séparément  et  glisser  sous  eux  le  porte-objet;  ou  bien,  ce  qui  est 
plus  désavantageux  encore,  il  faut  les  soulever  successivement. 
De  plus,  en  cas  de  deux  couvre-objets  à  examiner,  il  est  de 
rigueur  de  bien  arranger  et  de  bien  diriger  les  valets  pendant 
toute  la  durée  de  lobservalion.  Tout  cela  évidemment  prend  du 
temps. 

Lorsque,  au  contraire,  les  valets  sont  réunis  par  le  demi-cercle, 
on  a  toute  la  facilité  voulue  pour  les  soulever  en  même  temps. 
Pour  cela,  il  suflii  de  mettre  l'index  d*unc  main  au  point  c.  Ce 
point,  on  le  voit  dans  la  figure  2,  par  la  forme  même  de  tout  le 
système,  est  toujours  assez  élevé  au-dessus  de  la  platine  du 
microscope  pour  que  cetle  manipulation  puisse  s*exécuter  sans 
peine.  La  deuxième  main  reste  libre  et  met  le  porte-objet  à  la 
place  voulue. 

Une  barre  droite  de  a'  en  b'  n'aurait  pas  présenté  les  mêmes 
avantages.  I""  Cetle  barre,  à  moins  que  les  valets-pinces  ne  soient 
très  allongés,  se  trouverait  trop  près  des  gros  objectifs,  et  entra- 
verait la  manœuvre  du  soulèvement;  S""  Télévation  de  la  barre  au- 
dessus  de  la  platine  serait  trop  faible  pour  qu'on  put  aisément 
la  saisir  pour  la  soulever.  » 

Le  R.  P.  Bolsius  a  ensuite  montré  à  la  section,  sur  un  micros- 
cope, les  inconvénients  du  système  de  valets  indépendants,  et 
fait  voir  les  valets  solidaires  dont  lui-même  s'est  servi  avec  avan- 
tage depuis  plusieurs  années. 
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Ensuite  le  même  membre  présente  à  la  section  quelques  exem- 
plaires d'Hirudinées  que  le  R.  P.  Camboué,  S.  J.,  missionnaire 
à  Tananarive  (Madagascar) ,  a  eu  robligeance  de  lui  envoyer 
pour  élargir  le  champ  des  recherches  sur  les  organes  segmen- 
taires  et  les  organes  ciliés. 

«  Pour  le  moment,  M.  le  D' R.  Blanchard,  k  Paris,  helmintho- 
logue  distingué,  est  en  possession  de  quelques-uns  de  ces  anné- 
lides,  aGn  d'en  déterminer  les  espèces.  La  seule  chose  qu'un 
examen  provisoire  nous  permette  d'énoncer,  est  que  Tun  d'entre 
eux  appartient  aux  Hirudinides,  comme  Tindiquent  la  structure 
des  mâchoires  et  la  conformation  des  organes  segmentaires  ;  un 
autre  rentre  sans  doute  dans  la  section  des  Néphélides^  d'après 
Taspect  général  extérieur  et  le  type  de  l'organe  segmentaire. 
Une  fois  ces  espèces  déterminées  par  les  soins  du  D^  Blanchard, 
nous  pourrons  procéder  à  la  publication  de  détails  anatomiques 
et  cytologiques  des  organes  segmentaires  et  des  organes  ciliés. 

Un  autre  organe,  dans  les  Hirudinides^  dont  la  structure 
intime  a  été  trop  peu  étudiée  jusqu'ici,  ce  sont  les  mâchoires. 
Dans  l'espèce  malgache  que  nous  avons  le  plaisir  de  présenter  à 
la  section ,  une  série  de  coupes  microtomiqnes  bien  réussies 
montre  des  détails  de  structure  très  intéressants  des  dents,  du 
cloisonnement  transversal  interne  et  de  la  musculature  externe 
de  la  mâchoire. 

M.  R.  Blanchard  nous  ayant  fait  savoir  qu'il  a  fait  aussi  des 
observations  sur  l'anatomiede  la  mâchoiredes  Hirudinée$,  nous 
ne  nous  étendrons  pas  aujourd'hui  sur  ce  sujet,  pour  ne  pas 
publier  des  résultats  que  notre  savant  collègue  a  peut-être  aussi 
trouvés  de  son  côté.  Cela  ne  nous  empêche  pas  de  mettre  sous 
les  yeux  des  membres  de  la  section  les  préparations  mentionnées 
ci-dessus  et  d'attirer  leur  attention  sur  les  détails  cités.  » 

Le  R.  P.  Bolsius  a  encore  fait  une  autre  communication  sur 
quelques  points  d'anatomie  microscopique  d'une  Enchylréide. 

«  Les  organes  segmentaires  d'Enchyiraeus,  Henle  (£.  humi- 
cuUor,  Vejd.),  nous  ont  présenté  une  anaiomic  différente  de  celle 
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qu^assignent  à  ces  organes,  dans  les  EnchytréideSy  nos  savants 
devanciers  Eisen,  Vejdovsky,  Michaelsen,  Renham,  Dde.  Nous 
avons  rbonneur  de  mettre  sous  les  yeux  des  membres  de  la 
section  les  figures  que  donnent  de  cet  organe  les  auteurs  nom- 
més, et,  en  même  temps,  un  dessin  de  sa  structure  telle  que 
nous  croyons  devoir  la  déduire  des  préparations  soumises  à  votre 
examen  au  moyen  d*un  microscope  armé  d'un  objectif  apochro- 
matique  ^  et  d*un  oculaire  compensateur  de  Zeiss. 
Nous  appelons  spécialement  Tattention  sur  les  points  suivants  : 
1*  La  place  et  la  direction  des  cils  vibratiles  dans  la  cavité  de 
Tentonnoir;  2^  Tagencement  des  tronçons  de  canaux  courbés, 
anastomosés,  parcourant  le  massif  de  la  glande;  3*  la  vésicule 
terminale  du  système  excrétoire  avec  sa  forme  admirable. 

L*anatomie  histologique  de  cet  organe  sera  publiée  sous  peu 
dans  le  recueil  de  TAcadémie  pontificale  dei  Nuovi  Lincei.  » 

On  a  pu  remarquer  souvent  combien  il  est  difficile  d'indiquer 
un  point  déterminé  à  regarder  au  microscope,  surtout  lorsque 
lobjet  a  une  grande  étendue  et  qu'il  est  rempli  de  nombreux 
détails.  C'était  bien  le  cas  pour  les  coupes  d'Enchytréides  et 
d'Hirudinées  que  le  R.  P.  Rolsius  a  montrées  pendant  cette 
réunion.  On  avait  là  sous  les  yeux  tout  un  champ  de  microscope 
occupé  entièrement  par  une  portion  infime  d*une  section  com- 
plète, longitudinale  ou  tranversalé,  d'un  individu. 

Cependant,  tous  ont  pu  trouver  immédiatement,  au  milieu 
de  ce  dédale,  le  point  exact  dont  il  s'agissait,  grâce  à  une  dis- 
position très  simple.  Dans  loculaire  était  placé,  sur  le  dia- 
phragme, un  couvre-objet  très  mince,  de  diamètre  moindre  que 
le  tambour  de  l'oculaire  et  portant  deux  lignes  à  angle  droit  tra- 
cées au  diamant.  L'entrecroisement  étant  excentrique ^  on  pouvait 
mettre  d'abord  le  point  à  observer  exactement  sous  l'intersection 
des  lignes;  puis,  pour  débarrasser  le  détail  de  l'image  des  lignes, 
on  n'avait  qu'à  faire  tourner  un  peu  l'oculaire  sur  son  axe,  et 
l'objet  ou  le  détail  indiqué  se  voyait  sans  aucun  obstacle.  De 
cette  manière, on  parvient  à  indiquer  exactement  et  rapidement 
jusqu'aux  plus  petits  détails,  dans  les  cas  mêmes  où  avec  des 
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croquis  il  serait  difficile  de  les  faire  trouver  par  ceux  qui  ne  con- 
naissent pas  d'avance  lobjet  soumis  à  leur  observation. 

Il  va  sans  dire  qu*il  vaut  mieux  dter  Toculaire  et  le  remplacer 
par  un  autre  de  même  force,  une  fois  que  Tobservateur  a  signalé 
Tendroit  à  examiner  spécialement  ;  car  cette  lamelle,  toute  mince 
quVIle  soit,  absorbe  de  la  lumière. 

Le  R.  P.  Van  den  Gheyn  fait  ensuite  la  communication  sui- 
vante sur  VOrigine  européenne  des  Aryas  et  d'Omalius  d'Balloy. 

On  avait  généralement  attribué  à  Latham  la  priorité  de  l'opi- 
nion nouvelle  qui  assigne  TEurope,  au  lieu  de  TAsie,  comme 
berceau  des  peuples  Aryens.  Mais  un  savant  anthropologiste 
américain,  le  D'  Brinton,  a  naguère,  par  deux  fois,  revendiqué 
la  paternité  de  cette  théorie  pour  un  de  nos  compatriotes,  Tillus- 
tre  d'Omalius  d'Halloy,  une  première  fois  en  1890  dans  son 
ouvrage  Races  and  Peoples,  p.  146,  et  plus  récemment,  le 
20  juin  1892,  dans  un  article  de  la  revue  Science. 

Le  dernier  numéro  de  VAcademyde  Londres  (22 octobre  1892, 
pp.  366-367)  contient  une  protestation  du  chanoine  Isaac  Taylor 
contre  cette  assertion  du  D'  Brinton.  M.  Taylor  y  déclare  avoir 
relu  avec  attention  les  articles  de  d'Omalius  auxquels  il  est  fait 
allusion,  et  cette  lecture  lui  a  donné  la  conviction  que  d'Omalius 
n'avait  pas  même  connaissance  de  la  théorie  dont  on  le  prétend 
l'adversaire.  En  effet,  Latham  a  combattu  l'idée  que  les  Aryas 
fussent  originaires  de  l'Asie  centrale,  c'est-à-dire  la  théorie  de 
Pott  proposée  en  1840,  mais  popularisée  par  Lassen  en  1847  et 
Grimm  en  1848.  Pour  M.  Taylor,  l'argumentation  confuse  et 
embrouillée  de  d'Omalius  vise,  si  toutefois  elle  vise  quelque 
chose,  la  théorie  caucasienne  de  Blumenbachet  d'Adelung. 

Nous  avons  eu  la  curiosité  de  vérifier  dans  les  articles  de 
d'Omalius  d'Halloy  l'exactitude  des  affirmations  de  M.  Taylor. 
Mais  avant  de  formuler  le  résultat  de  cet  examen,  nous  devons 
faire  une  réserve  sur  la  façon  dont  M.  Taylor  pose  cette  question 
de  priorité.  Il  est  évident  que  M.  Brinton  a  voulu  dire  simple- 
ment qu'en  ce  qui  concerne  l'origine  européenne  des  Aryas, 


Latham  avait  été  précédé  par  d*Omalius.  Non  pas  que  ce  dernier 
ait  développé  cette  idée  avec  les  arguments  détaillés  qui 
Tappuient  chez  Lathan),  ou  ait  eu  en  vue  telle  ou  telle  théorie 
spéciale  de  lorigine  asiasiique.  Latham  a  combattu  directement 
contre  Pott,  Lassen  et  Grimm. 

M.  Taylor  se  donne  la  victoire  trop  facile  en  prouvant  que 
d'Omalius  n'a  pu  réfuter  de  1839  à  1844  le  système  battu  en 
brèche  par  Latham  en  1862,  puisque  ce  système  fut  mis  en  vogue 
de  1840  à  1847.  Mais,  quant  à  la  question  de  savoir  si  oui  ou 
non  d*Omalius  d*Halloy  était  favorable  à  Torigine  européenne 
des  Aryas,  je  crois  qu'il  faut  répondre  affirmativement. 

Il  nous  souvient  que  lorsqu'au  Congrès  d'histoire  et  d'archéo- 
logie d'Anvers,  en  188S,  nous  fîmes  notre  lerture  sur  YOrigine 
ethnique  des  peuples  européens  {*),  M.  de  Selys  Longchamps  nous 
dit  après  la  séance  :  «  Si  mon  beau-père  d'Omalius  avait  entendu 
votre  lecture,  il  eût  bondi  !  »  Il  est  certain  qu'en  1864,  à  la 
Société  d'anthropologie  de  Paris  (**),  d'Omalius  mit  à  Tordre  du 
jour  les  trois  questions  suivantes,  qui  furent  par  lui  résolues  dans 
le  sens  de  lorigine  européenne  :  Quelles  sont  les  preuves  de  la 
provenance  asiatique  des  Aryas?  Les  langues  à  flexion,  au  lieu 
de  partir  d'Asie,  ne  se  sont-elles  pas  répandues  d'Europe  en 
Asie?  Les  peuples  celtiques  ne  descendent-ils  pas  des  auto- 
chtones de  l'Europe  occidentale? 

Nous  voilà  bien  rapprochés  de  1862,  époque  à  laquelle  écri- 
vit Latham.  En  tous  cas,  nous  avons  là  un  indice  que  d'Omalius 
fut  de  tout  temps  un  partisan  convaincu  de  la  provenance  euro- 
péenne des  Aryas. 

Mais  voyons  maintenant  les  articles  sur  lesquels  porte  le  débat 
engagé  entre  MM.  Brinton  et  Taylor.  Ce  sont  1rs  articles  publiés 
en  1839,  1844  et  1848,  dans  les  Bulletins  de  l'Académie  royale 
de  Belgique. 


(*}  Annales  de  la  Fédération  archéologique  et  historique  de  Belgique,  1. 1,  pp.  439 
iqq. 

(**)  Bulletin  de  la  Société  d'anthropologie  de  Paris,  4864,  t.  V,  pp.  187-204,  i90-S4i 
et  967.383. 
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Dans  les  deux  premiers,  cl*Omalius  s*oeeupe  de  la  classification 
des  races  humaines  (*).  Il  insiste,  pour  arriver  à  un  groupement 
méthodique,  sur  la  position  géographique  des  contrées  où  les 
différents  peuples  se  sonl  originairement  développés.  El  il  con- 
clut que,  malgré  «  Topinion  si  généralement  reçue,  qu'une  grande 
partie  de  la  population  de  TËurope  est  due  à  des  Asiatiques  qui 
s*y  seraient  introduits  depuis  les  temps  historiques  »,  il  croit 
démontré  que  tous  les  peuples  rangés  par  lui  dans  le  rameau 
européen  existaient  en  Europe  dès  les  temps  les  plus  reculés. 

Cesl-à-dire  que  d'Omalius  a  déjà  entrevu  un  des  arguments 
de  récole  nouvelle  contestant  lorigine  asiatique  parce  que  les 
preuves  historiques  des  migrations  d'Asie  en  Europe  font  abso- 
lument défaut. 

Dans  son  second  article,  d*Omalius  est  plus  catégorique  encore. 
Il  s*en  prend,  carc*était  de  son  temps  lopinion  courante,  à  ceux 
qui  font  partir  de  THindoustan  les  familles  teutonnes  et  slaves, 
et  après  avoir  fait  remarquer  que  «  les  rapports  des  langues  teu- 
tonnes et  slaves  ne  suffisent  pas  pour  prouver  que  les  Slaves  et 
Teutons  sont  originaires  de  THimalaya  (**)  »,  il  ajoute  ces  paroles 
bien  nettes  :  «  Je  n'ai  nullement  envie  de  combattre  l'origine  asia- 
tique que  Ion  se  plaît  assez  généralement  à  attribuer  aux  Euro- 
péens, car  je  n  ai  aucun  moyen  positif  pour  soutenir  cette  contro- 
verse, mais  je  trouve  que  ceux  qui  adoptent  l'opinion  que  les 
premiers  Germains,  les  premiers  Celtes,  les  premiers  Slaves  sont 
originaires  de  l'Asie,  ne  peuvent  aussi  s'appuyer  que  sur  des 
hypothèses  ou  sur  des  textes  historiques  qui  peuvent  s'interpréter 
de  diverses  manières.  » 

Tout  ceci  s'accorde,  nous  semble-t-il,  à  montrer  que  d'Oma- 
iius  n'était  guère  partisan  de  l'opinion  qui  place  en  Asie  l'origine 
des  Aryas.  Les  citations  que  nous  avons  faites  montrent  à  l'évi- 
dence que,  dès  1844,  les  doutes  ont  surgi  dans  son  esprit. 

En  1848,  à  la  séance  publique  de  la  Classe  des  lettres,  tenue 


(*)  Bulletin,  année  4839,  t.  VI,  ir«  partie,  pp.  279-293;  année  i844.  t  XI,  i^  partie, 
pp.  97-120. 
(••)  Bulletin,  1844,  i"  partie,  p.  104. 
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le  8  mai,  d^Omalius  donne  lecture  de  quelques  Obsei-vations  sur 
la  distribution  ancienne  de  la  race  blanche  (*).  Il  commence  par 
déclarer  «  qu'il  n'est  nullement  démontré  que  les  ancêtres  des 
Européens  actuels  soient  venus  d'Asie».  Plus  loin,  il  affirme 
qu'ayant  cherché  «  à  voir  sur  quoi  repose  l'opinion  que  les 
peuples  du  type  blanc  étaient  venus  d'Asie  en  Europe  »,  il  lui  a 
paru  «  que  cette  opinion,  au  lieu  de  s'appuyer  sur  des  textes 
historiques  incontestables,  provient  de  ce  que  les  peuples  de 
l'Asie  ont  été  civilisés  avant  ceux  de  l'Europe  »  (**), 

Plus  loin,  d'Omalius  affirme  nettement  que  les  Teutons 
«  pouvaient  aussi  bien  venir  du  centre  de  l'Europe  »  {***). 

Après  avoir  essayé  de  réfuter  les  auteurs  qui,  à  son  époque. 
Taisaient  venir  les  races  blondes  de  l'Hindoustan,  d'Omalius  s'en 
prend  aussi  à  ceux  qui  voient,  «  dans  les  plateaux  de  la  Perse  et 
du  Turkestan,  le  berceau  commun  de  tous  les  peuples  parlant 
des  langues  alliées  au  sanscrit,  dont  les  uns  se  seraient  dirigés 
vers  l'Europe,  tandis  que  les  autres  se  seraient  portés  vers 
l'Hindoustan  »  {'"). 

Enfin,  d'Omalius  rencontre  et  renverse  rargiimeni  qu'il 
appelle  «  le  dernier  retranchement  de  l'hypothèse  de  l'origine 
asiatique  des  Européens  {'')  »,  savoir,  celui  de  la  présence  des 
peuplades  blondes  en  Asie. 

Après  ces  citations,  nous  avouons  ne  pas  comprendre  com- 
ment M.  Taylor  a  pu  contredire  le  D'  Brinlon  et  prétendre  que 
d'Omalius  d'Halloy  n'a  pas  défendu,  bien  avant  Laiham,  l'hypo- 
thèse de  l'origine  européenne  des  Aryas. 

Le  R.  P.  Schmitz,  S.  J.,  présente  à  la  section  les  résultais  des 
recherches  expérimentales  relatives  à  l'existence  des  courants 
d'éther  matériel  à  la  surface  du  globe.  Ces  recherches  ont  été 
faites  par  le  R.  P.  O'Leary,  S.  J.,  et  lui,  dans  les  locaux  de  l'Ob- 
servatoire de  la  Compagnie  de  Jésus,  à  Louvain.  Elles  semblent 


n  DulUlin,  i848,  l.  XV,  4"  partie,  pp.  649-56S. 
n  /^/d.,p.551 
(•••)  Ibid,,  p.  «54. 
H  /M.,  pp.  556-7. 
(*)  i^id.,  p.  560. 
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montrer  que,  dans  les  conditions  de  Texpérience  indiquées  par 
M.  Gh.  Lagrange,  de  TObservatoire  royal  de  Belgique,  il  est  bien 
diflBcile  d'apercevoir  la  part  qui  revient  à  un  phénomène  aussi 
délicat,  dont  Faction  se  perd  au  milieu  de  celle  de  causes  pertur- 
batrices d*un  ordre  éminemment  supérieur,  et  en  particulier  des 
actions  thermiques. 

Le  R.  P.  Schmitz  fait  connaître  ensuite  les  découvertes  du 
R.  P.  Ambroise  Schupp,  S.  J.,  dans  la  province  du  Rio-Grande- 
dO'Sul  (Brésil)  (*);  elles  viennent  jeter  un  jour  nouveau  sur 
les  connaissances  fort  restreintes  qu'on  avait  de  la  préhistoire  de 
ces  régions. 

Pour  éviter  toute  confusion,  il  faut  remarquer  que  le  mot 
«  préhistoire  »  caractérise  ici  plutôt  le  degré  de  civilisation  des 
aborigènes,  que  Tépoque  reculée  à  laquelle  appartiendraient  les 
objets  recueillis  et  décrits  par  Tauteur.  Les  conditions  exception- 
nellement défavorables  où  la  nature  stérile  et  rebelle  a  laissé  les 
Indiens  du  Rio-Grande-do-Sul  ont  fait  que  Tâge  de  la  pierre  a 
duré  dans  ces  régions  jusqu'à  peu  de  siècles  d'ici.  Bien  plus, 
l'âge  du  fer  n'a  fait  qu'une  apparition  momentanée,  et  encore 
a-t-il  dû  attendre  pour  cela  l'influence  européenne. 

Ces  réflexions  montrent  assez  que  le  R.  P.  Schupp  n'attache 
qu'une  bien  légère  importance  au  dire  des  auteurs,  et  spéciale- 
ment de  Tabbé  Francisco  Menezes  (**),  touchant  le  prétendu 
degré  de  civilisation  et  de  culture  artistique  qu'auraient  atteint 
les  Brésiliens  aux  époques  reculées  de  leur  histoire. 

Le  précieux  manuscrit  du  R.  P.  Baucke,  S.  J.  (***),  a  beaucoup 
aidé  le  P.  Schupp  pour  établir  ses  idées  ethnographiques  et  pour 
fonder  l'interprétation  des  objets  découverts  dans  ses  fouilles. 

La  vaste  province  du  Rio-Grande-do-Sul  était  autrefois 
habitée  par  cinq  peuplades,  toutes  d'ailleurs  nomades.  Les 
Minuanos  et  les  Patos  fréquentaient  respectivement  les  rivages 


(')  Die  Dreimwohner  Brasiliens  vom  etrmologischen  Standpunkt  {Katur  und  Offert- 
barung,  1892,  t.  XXXVIII,  pp.  14  à  33, 82  à  406,  et  129  à  i40,  avec  2 pi.  et  ^  fig.). 

(**)  Lahentaçâo  Brazilica,  adressée  vers  i800  par  Menezes  à  Jean  VI  de  Portugal. 

(— )  EiN  Jesuit  in  Paraguay  (4746-1766).  Publié  par  le  R.  P.  Kobler,  S.  J.,  4870, 
Regensburg,  Pustet. 
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du  Lagoa  Mirim  et  du  Lagoa  dos  Patos.  Les  derniers  s'étendi- 
rent peu  à  peu  jusqu'au  Rio  Pardo.  Le  voisinage  des  sourees  et 
les  bords  du  Gamaguam  auirnient  les  Tapes,  tandis  que  les 
Guayanas  parcouraient  les  plaines  (campos)  du  Vacacahy. 
Quant  au  sud  de  la  province,  c'étaient  les  Charmas  qui  Thabi- 
taient. 

Actuellement,  on  ne  trouve  plus  ces  peuples  primitifs  dans  le 
Rio-Grande-do-Sul;  en  fait  d'Indiens,  il  n'y  a  que  les  Camés, 
originaires  des  bords  du  Saô  Paulo,  qui  se  tiennent  aux  envi- 
rons de  Nonohay.  C'est  à  tort,  d'après  le  R,  P.  Schupp,  qu'on 
les  rattache  aux  Coroados,  vu  que  ni  la  langue  ni  leur  coiffure 
{coroa^  espèce  de  tonsure)  ne  justifient  cette  opinion. 

Inutile  d'énumérer  et  de  décrire  les  divers  types  de  haches, 
de  couteaux,  de  flèches,  de  massues,  etc.,  que  l'auteur  a 
recueillis.  Ils  ont  tous  une  grande  analogie  avec  les  instruments 
préhistoriques  ordinaires. 

Signalons  toutefois  ^des  pierres  cylindriques  munies  d'une 
rainure  latérale  profonde  et  étroite  qui,  croirait-on,  auraient  pu 
servir  à  alourdir  les  filets  des  pécheurs,  si  on  ne  les  trouvait 
presque  exclusivement  dans  les  forêts  et  l'intérieur  des  terres. 
H  subsiste  donc  un  doute  sérieux  à  leur  sujet. 

Les  «  bolas  »,  dont  les  Gauchos  des  Pampas  font  encore  usage 
aujourd'hui,  ont  été  trouvées  en  grande  quantité  dans  le  Rio- 
Grande-do-Sul. 

A  ce  genre  d'instruments  se  rattachent  des  pierres  moins 
sphériques  dont  les  surfaces  aplaties  auraient  pu  servir  aux 
potiers  pour  modeler  les  vases. 

Certaines  autres  pierres  plus  grandes  mais  fort  maniables 
semblent  être  des  pilons  avec  lesquels,  si  l'on  veut  expliquer 
l'usure  du  plus  large  de  leurs  bouts,  les  naturels  broyaient  les 
corps  durs  dans  des  troncs  creusés  au  feu,  ou  bien  dans  des 
trous  revêtus  de  peaux  durcies. 

Au  nombre  des  objets  de  luxe  figurent  des  «  tembctés  »  ou 
pierres  de  lèvres,  et  des  colliers  en  pierre  ou  en  coquillages 
polis  avec  goût. 

Il  faut  ici  toucher  un   mot  des  fameuses   perles  en  matières 
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vitreuses  où  le  monde  savant  voulut  voir  une  preuve  évidente 
des  relations  de  Tyr  et  de  Sidon  avec  les  côtes  américaines. 
Le  D'  Otto  Tischler  (*)  vida  la  question  et  établit  la  provenance 
européenne  de  ces  perles  à  Taspect  émaillé.  Leur  âge  ne  peut 
guère  remonter  au  delà  du  XVI*  siècle. 

La  poterie  des  anciennes  peuplades  du  Rio-Grande-do-Sul  a 
un  caractère  de  simplicité  très  marqué.  Elle  est  surtout  com- 
posée de  vases  à  fond  conique,  ornés  quelquefois  de  lignes  en 
couleur  sombre,  et  dont  les  plus  grands  se  rapprochent  des 
urnes  funéraires  des  Igaçabas, 

Une  discussion  s*est  élevée  entre  les  ethnographes  pour 
expliquer  Tusage  de  eerUiines  petites  poteries  qui  rappellent  à 
première  vue  nos  pipes  modernes.  Que  les  naturels  du  Nouveau- 
Monde  aient  fumé  depuis  les  temps  les  plus  reculés  n'est  cepen- 
dant plus  douteux.  Le  P.  Pane,  qui  faisait  partie  de  la  suite 
de  Christophe  Colomb,  dit  qu'à  Saint-Domingue  les  Indiens 
fumaient  des  feuilles  roulées  pour  se  défendre  de  l'approche 
des  moustiques.  D'autre  part,  le  P.  Baucke  (**)  nous  fait  con- 
naître qu'au  temps  où  florissaient  les  missions  du  Paraguay,  les 
Indiens  se  servaient  du  tabac  sous  toutes  ses  formes.  Il  serait 
néanmoins  difficile  d'affirmer  que  toutes  les  pipes  de  la  collec- 
tion du  R.  P.  Schupp,  surtout  les  plus  artistiques  qui  vont 
jusqu'à  représenter  des  tètes  d'Indiens,  datent  d'une  époque 
antérieure  à  la  découverte  de  l'Amérique. 

Enfin,  le  P.  Schmitz  annonce  à  la  section  l'ouverture,  au 
Collège  N.-D.  de  la  Paix  à  Namur,  du  «  Musée  géologique  des 
bassins  houillers  de  Belgique,  »  destiné  à  grouper  les  échantil- 
lons que  ses  recherches  lui  permettront  de  recueillir.  Grâce  à 
Tobligeance  éclairée  de  M.  0.  Laurent,  directeur-gérant  des 
charbonnages  des  Chevalières  de  Dour,  et  du  conducteur  des 
travaux,  M.  J.-B.  Mercier,  le   Musée  s'est  enrichi  d'un  tronc 


(*)  Séance  du  7  janvier  i886  de  la  Physikaiisch-ôkonomische  GeseUschaft  zu  Kôniut' 
berg. 
f)  Op.  cit. 


—  su  — 

debout  que  le  P.  Sehmiiz  a  élé  reconnaître  en  septembre  dernier. 
L'échantillon  détaché  mesure  plus  de  2  mètres  de  haut,  et  son 
diamètre  varie  de  0*^,30  à  0*^,50.  Il  se  trouvait,  à  la  profondeur 
de  700  mètres,  presque  verticalement  dans  une  roche  failleuse 
au-dessus  de  la  veine  Grande  Godinetiey  sans  toutefois  pénétrer 
dans  le  toit  de  cette  couche.  Ce  végétal  semble  appartenir  aux 
Calamariées;  dès  qu'il  sera  amené  au  jour,  la  question  pourra 
probablement  recevoir  sa  solution.  Le  P.  Schmitz  donnera  plus 
tard  une  description  plus  détaillée  de  ce  fossile  intéressant. 

M.  L.  Dollo  fait  une  communication  sur  YOrigine  de  la  nageoire 
caudale  des  Ichlhyosaures. 

Il  rappelle  que,  d'après  la  découverte  récente  du  D'  Eberhard 
Fraas,  de  Stuttgart,  la  queue  des  Ichthyosaures  est  une  queue 
hétérocerque  retournée. 

Cette  curieuse  disposition  s'explique  très  simplement  par  la 
théorie  de  l'évolution. 

En  effet,  il  y  a  lieu  de  considérer  les  ancêtres  des  Ichthyosaures 
comme  des  Reptiles  terrestres  ayant  possédé,  le  long  du  dos, 
une  crête  cutanée. 

Dans  l'adaptation  à  la  vie  aquatique,  certains  lobes  de  cette 
crête  ont,  en  se  spécialisant,  pris  un  énorme  développement  et 
formé  la  nageoire  dorsale,  ainsi  que  la  nageoire  caudale. 

Cette  dernière  a  donc  une  origine  tout  à  fait  comparable  à 
celle  des  Poissons,  mais  elle  est  dirigée  en  sens  inverse,  le  lobe 
inférieur  renfermant  ainsi  la  colonne  vertébrale,  au  lieu  que  ce 
soit  le  lobe  supérieur. 

Quatrième  section. 

M.  le  D'  Mœller  expose  le  traitement  auquel  ont  recours  les 
D"  Schott,  de  Nauheim,  dans  les  maladies  du  cœur.  Il  consiste 
essentiellement  dans  une  gymnastique  des  quatre  membres  :  on 
leur  imprime  des  mouvements  de  flexion,  d'extension,  d'adduc- 
tion, d'abduction  et  de  rotation,  que  l'on  rend  aussi  lents  que 
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possible  pour  ne  pas  provoquer  d'accélération  dans  les  mouve- 
ments du  cœur  et  le  rythme  respiratoire.  Les  malades  ne  sont 
soumis  chaque  jour  qu'à  une  seule  séance  de  cette  gymnastique. 
Et,  chose  surprenante,  elle  suffit  pour  produire  une  diminution 
de  matité  d'un  centimètre  et  plus  au  niveau  du  cœur.  Le  résultat 
acquis  se  maintient  jusqu'au  lendemain.  M.  Mœller  cite  le  cas 
d'un  malade  qui  a  obtenu  par  cette  méthode  un  réel  soulage- 
ment* D'autres  faits,  encore  trop  récents  pour  être  appréciés, 
promettent  également  de  bons  résultats. 

Quant  à  la  méthode  d'OErtel,  dont  il  a  parlé  dans  une  autre 
séance  et  qui  consiste  dans  l'ascension  de  montagnes  raides  et  la 
diète  des  liquides,  il  croit  qu'elle  sera  de  plus  en  plus  délaissée. 

La  note  de  M.  le  D"  Moeller  sera  publiée  dans  la  seconde 
partie  des  Annales, 

Cette  communication  est  suivie  d'une  visite  aux  laboratoires  de 
M.  le  professeur  Swaen  et  de  M,  le  professeur  L.  Fredericq,  res- 
pectivement chargés  de  l'enseignement  de  l'analomie  et  de  la 
physiologie  à  l'Université  de  Liège.  Cette  visite  a  vivement  inté- 
ressé ,  et  à  juste  titre,  tous  les  membres  de  la  section  de 
médecine. 


ASSEMBLÉE    GÉNÉRALE. 


L'assemblée  générale  a  eu  lieu,  comme  celle  des  sections, 
dans  les  salons  de  la  Concordia.  Elle  a  été  présidée  par  M.  le 
chanoine  Swolfs,  second  vice-président. 

Mk'  Doutreloux,  évèque  de  Liège,  honorait  la  sénnce  de  sa 
présence.  Il  y  avait  aussi,  dans  l'assemblée,  un  grand  nombre  de 
professeurs  de  l'Université,  de  notabilités  du  clergé,  de  la  magis- 
trature, du  barreau,  des  médecins  et  des  ingénieurs,  et  un  assez 
grand  nombre  de  dames. 

M.  le  D'  Francolie  a  fait  une  conférence  sur  la  déséquilibra- 
tion  dans  la  liltérature  contemporaine,  dont  voici  un  résumé  : 
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La  littérature  de  tous  les  temps  renferme  les  documents  les 
plus  précieux  et  les  plus  intéressants  pour  Tétude  de  la  médecine 
mentale.  Ce  serait  un  immense  travail  de  les  recueillir  tous.  Le 
conférencier  se  borne  à  en  esquisser  un  chapitre.  Il  s'en  tient 
à  la  littérature  française  contemporaine,  et  y  étudie  quelques- 
uns  des  spécimens  les  plus  remarquables  de  cet  état  mental 
que  les  aliénistes  désignent  sous  le  nom  d'état  de  déséquili- 
bration. 

Aux  confins  de  la  folie  proprement  dite  et  de  la  pleine  et 
entière  santé  de  Tespril  s'étend  un  vaste  territoire  que  Maudsiey 
a  appelé  la  zone  mitoyenne,  que  Bail  désigne  sous  le  nom  de 
frontières  de  la  folie. 

Ceux  qui  Toceupent  ne  soi)t  pas  encore,  à  proprement  parler, 
des  malades;  mais  ce  ne  sont  pas  des  sujets  parfaitement 
normaux.  Ce  sont  des  candidats  à  la  folie  :  trop  heureux  s'ils 
réussissent  à  garder  la  condition  de  candidats  perpétuels  et  à 
échapper  au  mal  qui  les  guette. 

Les  déséquilibrés  sont  généralement  les  victimes  de  l'hérédité 
psychopathique  ou  névropathique. 

Le  trait  caractéristique  de  la  déséquilibration  mentale  est  un 
défaut  d'harmonie  entre  les  différentes  puissances  psychiques, 
un  manque  de  pondération.  De  là,  des  excès  dans  les  deux  sens  : 
d  une  part,  des  facultés  brillantes,  des  qualités  éminentes;  d'autre 
part,  des  défectuosités  criantes,  des  lacunes  considérables.  Le 
conférencier  a  montré  les  manifestations  de  la  déséquilibration 
dans  la  vie  et  les  écrits  d'un  certain  nombre  d'écrivains  contem- 
porains :  les  de  Concourt,  Flaubert,  Barbey  d'Aurevilly,  Baude- 
laire, Th.  Gauthier,  etc. 

La  déséquilibration  mentale  se  révèle  souvent  dès  les  premières 
années  par  une  singulière  précocité  psychique. 

Le  talent  littéraire  qui  appartient  à  beaucoup  de  déséquilibrés 
est  aussi  en  quelque  sorte  la  conséquence  de  leur  maladie. 

L'originalité  est  une  des  marques  et  presque  une  condition  du 
talent.  On  se  flatte  d'être  original^  bien  qu'on  se  défende  d'être 
tin  original;  mais  souvent  les  deux  choses  se  tiennent,  et  les 
dé;>équilibrés  en  fournissent  des  exemples  bien  typiques.  Ils  ont 
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horreur  du  sens  commun,  «  de  la  vulgarité,  de  la  platitude 
bourgeoise».  En  général,  un  orgueil  énorme  les  possède.  Poussés 
par  leur  amour-propre  et  par  leur  goût  du  paradoxe,  ils  se 
laissent  aller  à  contester  les  réputations  les  mieux  établies. 

Tout  ce  qui  est  étrange,  tout  ce  qui  sort  de  Tordinaire, 
Texcessif,  le  monstrueux  fascine  et  attire  ces  esprits  malades. 
Leur  imagination  se  plait  à  vivre  dans  des  mondes  ignorés,  au 
milieu  des  peuples  exotiques,  à  évoquer  les  civilisations  dispa- 
rues, les  mœurs  et  les  habitudes  antiques. 

Ce  ne  sont  pas  seulement  les  idées  et  les  sensations  étranges 
qui  séduisent  les  déséquilibrés,  ils  recherchent  même  une  langue 
personnelle,  des  mots  bizarres,  des  expressions  singulières.  On 
sait  jusqu'à  quelles  extravagances  les  décadents  ont  poussé  la 
recherche  de  Toriginalité  dans  le  langage;  ils  en  sont  venus  à 
parler  une  langue  parfaitement  inintelligible  et  dont  on  peut 
retrouver  des  exemples  dans  les  écrits  des  aliénés  les  plus  inco- 
hérents. Cette  langue  décadente  se  rattache  à  un  phénomène 
pathologique  :  raudition  colorée. 

Mais  c'est  particulièrement  dans  le  domaine  affectif,  dans  les 
sentiments,  que  Ton  observe  le  manque  de  déséquilibration,  le 
défaut  de  mesure.  Le  dégénéré  est  une  véritable  sensitive,  un 
hyperesthésique  au  moral,  ressentant  avec  intensité  les  moindres 
impressions.  Loin  de  réagir  contre  cette  sensibilité  exagérée, 
contre  cette  hyperesihésie  affective,  le  déséquilibré  s'y  complaît, 
et  cette  analyse  incessante  de  lui-même  ne  fait  qu'aggraver  son 
mal.  «  On  devient,  à  force  de  s'étudier,  au  lieu  de  s'endurcir, 
disait  l'un  d'eux,  une  sorte  d'écorché  moral  ou  sensitif  blessé  à 
la  moindre  impression,  sans  défense,  sans  enveloppe,  tout 
saignant.  » 

Le  défaut  de  mesure,  l'absence  de  tempérament  propre  à  la 
déséquilibration  mentale  se  manifeste  également  dans  les  affec- 
tions :  ce  sont  des  haines  farouches,  excessives,  ce  sont  des 
tendresses  sans  bornes.  Sentir  comme  le  bourgeois  est  pour  le 
déséquilibré  aussi  pénible  que  de  penser  comme  tout  le  monde. 
Il  affecte  un  goût  singulier  pour  l'ignoble,  le  monstrueux,  et  se 
complaît  à  étaler  des  tendances  dépravées. 
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Souvent  le  déséquilibré  offre  un  singulier  mélange  de  religio- 
sité, de  mysticisme,  et  une  immoralité  qui  serait  révoltante  si 
elle  ne  paraissait  plus  ou  moins  inconsciente.  Toute  sa  conduite 
d*ailleurs  se  ressent  de  son  caractère  capricieux,  fantasque,  de 
son  défaut  de  suite  et  de  mesure. 

Tourmentés  par  des  malaises  de  toutes  sortes,  avides  de 
sensations  nouvelles,  les  déséquilibrés  s*abandonnent  facilement 
à  Tusage  des  narcotiques,  des  excitants  artificiels. 

Si  beaucoup  de  déséquilibrés  arrivent  à  parcourir  toute  leur 
carrière  sans  tomber  dans  la  folie  avérée,  il  en  est  d'autres  chez 
lesquels  le  mal  progresse,  et  qui  finissent  par  devenir  de  véri- 
tables malades,  victimes,  à  la  fin,  de  la  paralysie  générale.  Les 
symptômes  de  cette  triste  maladie  apparaissent  sucessivemeni 
chez  beaucoup  d*écrivains  déséquilibrés,  comme  le  conférencier 
le  montre  à  propos  de  Jules  de  Concourt  :  la  perte  du  tact,  les 
troubles  de  la  parole,  la  perte  de  l'attention,  le  masque  hagard 
de  la  démence  qui  remplace  Texpression  fine  et  intelligente 
d'autrefois,  la  suppression  de  tout  attachement,  de  toute  ten- 
dresse, Toubli  de  toute  convenance.  Puis  surviennent  les  conges- 
tions cérébrales,  les  crises  épileptiformes,  et  enfin  la  mort,  après 
une  longue  agonie.  La  paralysie  générale  est,  en  effet,  le  terme 
auquel  aboutissent  la  neurasthénie  et  la  déséquilibration  mentale, 
non  pas  sans  doute  en  raison  d'une  évolution  fatale,  nécessaire, 
mais  parce  que  les  déséquilibrés,  les  neurasthéniques  sont 
entraînés  à  mener  une  vie  enfiévrée  et  désordonnée  qui  est,  en 
quelque  sorte,  la  préface  ordinaire  de  la  paralysie  générale. 

Plusieurs  des  écrivains  cités  par  M.  Francotte  ont  ainsi  abouti 
à  une  folie  bien  caractérisée.  Ainsi,  par  exemple,  J.  de  Goncouri, 
Baudelaire,  Gérard  de  Nerval,  Guy  de  Maupassant,  Paul  Deltuf. 

«  L'aurea  mediocritas  n'est  pas  désirable  pour  la  fortune 
seulement,  dit-il  en  terminant,  elle  l'est  aussi  pour  l'intelligence. 
Quand  on  considère  la  triste  destinée  qui  parait  être  le  partage 
des  esprits  d'élite,  on  se  résigne  plus  facilement  à  la  médiocrité, 
et  Ton  se  félicite  d'échapper  à  tant  de  soucis  et  à  tant  de  décep- 
tions. » 

Cette  conférence,  écoutée  avec  un  vif  intérêt,  est  chaleureuse- 
ment applaudie. 
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M.  le  chanoine  Swolfs  fait  ensuite  rallocution  suivante  ; 

Monseigneur  y  Mesdames  ,  Messieurs, 

Nous  regrettons  Tabsenee  de  notre  éminent  président^  M.  de 
Lapparenty  retenu  loin  de  nous  par  les  devoirs  de  sa  charge  pro- 
fessorale à  rUniversité  catholique  de  Paris.  En  Tabsence  aussi 
de  notre  premier  vice-président,  M.  Lagasse,  obligé  d'assister  à 
la  réunion  du  Conseil  supérieur  du  travail,  qu'il  me  soit  permis 
de  vous  adresser  quelques  paroles  de  remerciement. 

La  Société  scientifique  de  Bruxelles  offre  à  Monseigneur 
révéque  de  Liège  la  respectueuse  expression  de  sa  reconnais- 
sance pour  rhonneur  que  Sa  Grandeur  veut  bien  nous  faire  en 
assistant  à  notre  réunion  trimestrielle. 

Cette  marque  de  haute  bienveillance  nous  est  une  approbation 
des  plus  précieuses  et  un  puissant  encouragement. 

Nous  vous  prions,  Monseigneur,  d*agréer  aussi  Thommage 
sincère  de  notre  profonde  admiration  pour  le  zèle  éclairé  avec 
lequel  Votre  Grandeur  s'intéresse  à  toutes  les  questions  sociales. 

Nous  présentons  nos  remerciements  aux  Dames  présentes  à 
cette  séance.  Elles  ont  su  se  priver  un  moment  des  douceurs  de 
la  famille  pour  venir  donner  cette  preuve  d'intérêt  à  ceux  qui 
s'occupent  des  problèmes  si  compliqués  de  la  science. 

A  vous,  Mesdames,  et  à  vous  tous.  Messieurs,  qui  avez  répondu 
à  notre  invitation,  notre  vive  reconnaissance,  mais  particulière- 
ment à  Messieurs  les  professeurs  Fredericq  et  Swaen,  qui  ont 
bien  voulu  mettre  à  la  disposition  de  nos  membres  leurs  labora- 
toires scientifiques. 

Nous  devons  aussi  l'expression  de  notre  gratitude  à  TAdmi- 
iiistraiion  du  cercle  «  La  Concordia  »  qui  nous  a  accordé  géné- 
reusement riiospitalité  de  ses  splendides  salons;  nous  la  devons 
surtout  à  M.  le  professeur  Franeotte,  le  savant  conférencier  qui 
nous  a  entretenus  avec  tant  de  compétence  de  la  déséquilibration 
mentale  dans  la  littérature  contemporaine.  Qu'il  veuille  bien 
accueillir,  avec  nos  remerciements,  nos  chaleureuses  félicitations! 

Prions  Dieu,  Messieurs,  qu'il  daigne  nous  préserver  de  toute 
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incohérence  intellectuelle;  qu*il  Lui  plaise  de  tenir  toutes  nos 
facultés  en  parfait  équilibre,  en  les  dirigeant  vers  Tadoralion  et 
Tamour  de  Celui  qui  est  te  vrai,  le  bien  et  le  beau, 

La  Société  scientifique  de  Bruxelles  ouvre  ses  rangs  à  tous  les 
travailleurs.  Elle  les  convie  tous  à  gloriBer  le  Créateur  par  la 
recherche  des  lois  admirables  qui  régissent  ses  œuvres. 

En  recherchant  la  science  vraie  et  sincère,  nous  espérons  être 
utiles  à  tous. 

Catholiques  et  hommes  de  foi,  nous  croyons  à  la  Providence, 
mais  nous  savons  qu'Elle  ne  gouverne  pas  le  monde  par  des 
miracles.  Dieu  se  sert  de  nos  efforts  personnels  pour  dompter  la 
matière  et  la  plier  à  nos  besoins. 

Pour  améliorer  la  situation  religieuse  et  morale  de  ceux  qui 
souffrent,  nous  ne  devons  pas  seulement  éclairer  leurs  intelli- 
gences, leur  donner  le  pain  de  la  vérité,  nous  devons  aussi  cher- 
cher les  moyens  d'adoucir  leur  sort,  les  aider  à  se  procurer  le 
pain  matériel. 

C'est  par  Tétude  sérieuse  de  tous  les  problèmes  philosophiques, 
scientifiques,  économiques  et  sociaux,  que  nous  éviterons  les 
assertions  gratuites,  les  négations  audacieuses  et  les  théories 
hasardées. 

Le  catholique  peut  aborder  toutes  les  sciences  sans  redouter 
•qu^aucune  d'elles  ne  contredise  ses  croyances  religieuses.  La  foi 
€t  la  raison  sont  deux  rayons  partis  du  même  foyer.  Ce  n'est  pas 
la  parole  de  Dieu  qui  est  opposée  aux  conclusions  scientifiques 
solidement  établies.  Ce  sont  les  observations  incomplètes,  les 
inductions  prématurées,  les  hypothèses  hasardées,  les  synthèses 
aventureuses,  qui  paraissent  inconciliables  avec  la  Révélation. 

Veritas  liber abit  vos! 

La  vérité  religieuse  et  la  vérité  scientifique  sont  les  conditions 
préalables  de  la  paix  sociale.  L'une  et  l'autre  sont  promises  aux 
hommes  de  bonne  volonté. 

La  Société  scientifique  de  Bruxelles  fait  appel  à  tous  les  dévoue- 
ments. Prêtres  et  laïques,  maîtres  et  élèves,  elle  les  convie  tous 
au  travail ,  sinon  pour  hâter  le  bonheur  de  tous  nos  frères,  du 
rjoins  pour  diminuer  leurs  souffrances. 
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G*est  dans  cet  esprit.  Messieurs,  que  je  me  permets  de  vous 
dire,  au  nom  de  tous  mes  confrères,  non  pas  adieu,  mais  au 
revoir! 

Enfin  Mi^  Doutreloux  a  adressé  quelques  paroles  d'encoura- 
gement à  la  Société,  et  a  engagé  ses  membres  à  étudier  la  ques- 
tion des  classiques  chrétiens. 
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SÉANCES   DES  SECTIONS 


Première  section. 


M.  Mansion  présente  à  la  section  la  seconde  partie  d*un 
mémoire  du  regretté  Gilbert,  mémoire  que  Ton  a  retrouvé  dans 
ses  papiers,  et  qui  est  absolument  prêt  pour  Timpression.  Il  est 
intitulé  :  Sur  les  accélérations  d'ordre  quelconque.  Il  sera  publié 
dans  la  seconde  partie  des  Annales. 

M.  Ch.  de  la  VaUée  Poussin  fils  signale  à  la  section  un  autre 
travail  inédit  de  Gilbert,  qu'il  sera  peut-être  possible  de  faire 
paraître  dans  le  même  recueil. 

Le  R,  P.  Lucas  présente,  au  nom  de  M.  Dumas-Primbault, 
une  note  sur  la  seconde  intégrale  eulérienne.  M.  Mansion  est 
nommé  commissaire  pour  examiner  ce  travail. 

Il  est  donné  lecture  du  Rapport  définitif  de  M.  De  Tilly  sur  le 
Mémoire  de  M.  Goedseels,  intitulé  :  Étude  du  mouvement  d'un 
solide  (voir  Annales,  1892,  t.  XVI,  !'•  partie,  p.  78). 

Depuis  que  les  analystes  ont  établi  Texistence  de  fonctions 
continues  sans  dérivées,  on  a  pu  imaginer  aussi,  en  cinématique 
pure,  des  points  géométriques  se  déplaçant  d'une  manière  con- 
tinue et  cependant  n'ayant  pas  de  vitesses. 

Dans  les  cours  de  cinématique,  on  se  préoccupe  très  peu  de 
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cette  circonstance,  et  cela  se  justifierait  assez  bien  si  Ton  uy 
employait  jamais  que  des  variables  indépendantes  l'une  de 
Tautre,  et  choisies  parmi  celles  dont  on  doit  nécessairement 
s'occuper;  puisque,  d*après  M.  Goedseels  lui-même,  «  lorsqu  on 
étudie  un  mouvement,  par  exemple  au  point  de  vue  des  vitesse  s, 
on  a  certes  le  droit  de  considérer  comme  une  singularité  Tab- 
sence  de  ces  vitesses  ». 

Mais  ce  n*est  pas  ainsi  qu*on  procède  en  cinématique.  On  y 
considère,  outre  les  vitesses  et  les  accélérations,  des  variables 
auxiliaires  destinées  à  faciliter  les  raisonnements. 

Il  est  donc  utile  d'examiner  à  fond  la  question^  et  c'est  ce  que 
l'auteur  explique  en  fort  bons  termes  dans  ce  passage,  continua- 
tion de  celui  que  je  citais  plus  haut  : 

«  Lorsqu'on  étudie  un  mouvement...  au  point  de  vue  des 
vitesses,  on  a  certes  le  droit  de  considérer  comme  une  singula- 
rité l'absence  de  ces  vitesses,  et  encore  faudrait-il  le  dire;  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  pour  les  autres  variables  qui  interviennent 
accidentellement  dans  les  raisonnements.  Si  l'on  veut  admettre, 
à  priori,  la  continuité  de  ces  variables  et  l'existence  de  leurs 
dérivées,  il  est  nécessaire  d'établir  que  l'hypothèse  contraire 
entraine  une  singularité  dans  les  vitesses  dont  on  fait  l'étude. 
Cette  remarque  s'applique  principalement  aux  angles  f ,  <];  et  9 
des  formules  de  transformation  d'Iiluler,  et  aux  cosinus  direc- 
teurs des  systèmes  d'axes  rectangulaires  mobiles.  » 

C'est  dans  cet  ordre  d'idées  que  l'auteur  expose  sa  théorie. 

Le  chapitre  premier  est  consacré  aux  préliminaires  (hypothèses 
et  formules  fondamentales;  propriétés  d'un  déterminant).  On  y 
trouve  ce  théorème,  que  l'on  peut  considérer  comme  fonda- 
mental au  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons  :  Lorsqu'un  solide 
possède,  à  un  instant  donné,  trois  points  dont  les  coordonnées 
sont  des  fonctions  continues  de  t  ayant  des  dérivées  successives 
nulles  ou  finies,  mais  déterminées,  il  en  est  de  même,  à  cet 
instant,  des  coordonnées  de  tout  point  du  solide,  et  des  cosinus 
directeurs  d'une  direction  quelconque  prise  dans  ce  solide. 

Dans  le  chapitre  II,  Tauteur  étudie  le  mouvement  d*un  solide 
non  animé  d'un  simple  glissement. 
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Il  démontre  d*abord  ce  théorème  :  Pour  qu'il  existe,  dans  un 
solide,  à  un  instant  qui  ne  correspond  pas  è  une  translation,  un 
ou  plusieurs  points  animés  d'une  vitesse  donnée,  il  faut  et  il 
suffit  que  la  parallèle  menée  à  cette  vitesse  par  un  point  quel- 
conque p  de  Tespace  ait  son  extrémité  dans  un  certain  plan, 
doiit  la  position  dépend  de  celle  du  point  p  et  du  mouvement 
du  solide. 

Il  conclut  ensuite  en  classant  comme  suit  les  mouvements 
d*un  solide  : 

Mouvements  singuliers. 

Mouvements  de  translaUon. 

Mouvements  présentant  des  droites 

M^  .  •       r  I      de  vitesse  nulle. 

Mouvements  non  smculiers.  .  .  /  „  ... 

.  Mouvements  présentant  des  droites 

I      de  vitesses  minima  non  nulles  et 

parallèles  à  ces  droites, 

et  il  étudie  enfln  ces  divers  mouvements  non  singulii-rs,  étude 
qui  a  naturellement  beaucoup  de  points  communs  avec  la  théorie 
ordinaire. 

Son  Mémoire  me  parait  constituer  un  développement  intéres- 
sant d'une  théorie  qui,  à  priori  et  par  intuition,  nous  parait 
évidente,  mais  qui  avait  peut-être  besoin  d'être  développée  dans 
rhypothèse  où  Texistence  des  dérivées  serait  considérée  comme 
douteuse. 

J'ai  donc  l'honneur  de  proposer  à  la  section  l'impression, 
dans  les  Annales^  du  Mémoire  de  M.  Goedseels. 

Cette  proposition  est  adoptée. 

M.  Dutordoir  expose  la  démonstration,  donnée  par  Fermât, 
de  l'impossibilité  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 
x*-f-y*«=z*;  il  indique  comment  on  peut,  d'une  manière 
élémentaire,  suppléer  aux  lacunes  laissées  par  Fermât  dans  cette 
démonstration  par  descente  indéfinie.  Selon  lui,  d'ailleurs,  le  pro- 
cédé par  descente  indéfinie  n'est  pas  celui  qui  a  donné  à  Fermât 
le  théorème  relatif  è  l'impossibilité  de  résoudre  x" -f-  y"  =  z" 

en  nombres  entiers,  quand  n  renferme  un  facteur  impair. 
XVII.  4 
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M.  Goedseels  fait  ensuite  une  communication  sur  Tutilité  de 
supprimer,  dans  les  règles  générales  de  la  géométrie  descriptive, 
les  considérations  relatives  aux  traces  des  plans  et  des  droites. 
Voici  le  résumé  de  sa  communication  : 

Dans  Texposé  classique  habituel  des  fondements  de  la  géomé- 
trie descriptive,  on  représente  les  traces  des  droites  et  des  plans 
sur  les  plans  de  projection.  On  fait  en  outre  la  convention  de 
dessiner  en  traits  ponctués  les  projections  des  lignes  non  situées 
dans  le  premier  dièdre.  Enfin,  on  base  sur  IVmploi  des  traces 
les  règles  générales  qui  doivent  servir  à  résoudre  les  problèmes 
fondamentaux  de  géométrie  descriptive. 

Si  Ton  devait  observer  ces  règles  dans  les  applications  de  la 
géométrie  descriptive  à  la  représentation  des  bâtiments,  des 
machines ,  des  ouvrages  de  fortification,  etc.,  les  épures  se 
couvriraient  d*un  nombre  de  lignes  tellement  grand  que  les 
dessins  deviendraient  illisibles,  et  qu'il  serait  presque  impossible 
de  les  achever  sans  commettre  de  nombreuses  erreurs.  Pour 
représenter  un  simple  parallélipipède,  par  exemple,  on  aurait, 
outre  les  arêtes  et  les  lignes  de  construction,  douze  traces  des 
faces  du  corps  représenté.  Aussi  les  ingénieurs,  les  architectes  et 
les  dessinateurs  n'appliquent  jamais  les  règles  auxquelles  nous 
faisons  allusion,  pas  plus  qu'ils  n'observent  la  convention  de 
dessiner  en  traits  ponctués  les  lignes  non  situées  dans  le  premier 
dièdre. 

Il  y  a  donc  lieu  de  mettre  d'accord  l'enseignement  de  la 
géométrie  descriptive  avec  la  pratique.  C'est  ce  programme  que 
M.  Mannheim  a  signalé  dans  ses  Premiers  éléments  de  géométrie 
descriptive,  et  que  M.  Chômé  a  développé  dans  tous  ses  détails 
dans  la  nouvelle  édition  de  la  première  partie  de  son  Cours  de 
géométrie  descriptive  à  l'École  militaire  de  Belgique. 

La  seule  crainte  qu'on  puisse  manifester  au  sujet  de  cet 
enseignement,  c'est  que  l'absence  des  traces  des  droites  et  des 
plans  ne  rende  l'étude  de  la  géométrie  descriptive  plus  difficile 
pour  les  commençants.  Des  expériences  répétées  depuis  plusieurs 
années  par  M.  Chômé  à  l'École  militaire,  par  divers  professeurs 
dans  des  lycées  français  et  dans  des  collèges  belges,  et  par 
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M.  Goedseels  à  l'Ecole  de  guerre,  prouvent  que  celte  crainte 
n'est  pas  fondée. 

A  foceasion  de  cette  communication,  M.  Mansion  rappelle  les 
origines  de  la  géométrie  descriptive.  Monge  Ta  créée  en  ana- 
lysant et  réduisant  à  ses  premiers  éléments  Tari  de  représenter 
les  corps  sur  des  plans  de  projection,  de  manière  k  rendre  cet 
art  facile  à  saisir,  même  aux  élèves  médiocrement  doués.  Selon 
iM.Mansion,legrand  avantage  de  remploi  des  traces  (il  Ta  constaté 
pendant  les  deux  années  qu'il  a  été  répétiteur  à  TEcole  des  Arts  et 
Manufactures  de  Gand),  est  de  représenter  les  plans  et  les  droites 
par  des  épures  qui  font  image.  La  simple  inspection  des  traces 
d*un  plan  permet  au  commençant  de  se  rendre  compte  de  la 
position  de  ce  pion  par  rapport  aux  plans  de  projection.  Peu  à 
peu,  sans  trop  grand  effort,  il  apprend  à  lire  couramment  le 
dessin,  cette  langue  de  Tingénieur.  A  mesure  qu*il  avance  dans 
rétude  de  la  géométrie  descriptive,  qu'il  voit  mieux  dans 
Tespace  ce  qui  est  dessiné  en  plan  et  en  élévation,  Télève  est 
initié  aux  méthodes  générales  de  recherche  des  intersections  de 
surfaces  sans  utilisation  de  la  ligne  de  terre,  comme  on  peut 
le  voir  dans  l'admirable  Programme  de  Brasseur,  le  Monge 
liégeois.  On  passe  ainsi,  sans  secousse^  des  premiers  éléments  aux 
procédés  pratiques  usités  dans  les  applications  de  la  géométrie 
descriptive. 

Il  n'en  est  pas  ainsi  quand  on  expose  ces  méthodes  générales, 
à  propos  des  plans  représentés  non  par  leurs  traces,  mais  par 
des  éléments  quelconques  qui  les  déterminent.  Outre  qu'on  est 
amené  ainsi  à  traiter  beaucoup  trop  d'exemples  particuliers  sans 
intérêt,  on  n'exerce  pas  assez  l'élève  à  lire  dans  l'espace,  on 
s'adresse  trop  à  sa  raison,  trop  peu  à  son  imagination.  Le  jour  où 
la  géométrie  descriptive  ne  ^erait  plus  descriptive^  elle  cesserait 
d'exister  et  se  fondrait  dons  la  géométrie  projeclive.  La  suppres- 
sion systématique  de  l'emploi  de  la  ligne  de  terre,  dans  la 
première  partie  de  la  géométrie  descriptive,  —  celle  qui  est  con- 
sacrée au  point,  à  la  droite  et  au  plan,  —  serait  une  erreur  de 
méthode  qui  nous  ferait  rétrograder  jusqu'à  la  période  antérieure 
à  Monge. 


—  &»  — 

M.  Goedseels  admet  que  la  représentation  des  plans  et  des 
droites  par  leurs  traces  frappe  plus  les  yeux  que  la  sinnpje 
détermination  usitée  dans  renseignement  nouveau.  Mais  il  ajoute 
que  c'est  là  un  résultat  qu'il  ne  faut  pas  avoir  en  vue,  et  même 
qu'il  est  nécessaire  de  ne  pas  alteindre.  Il  faut  distinguer,  en  effet, 
deux  espèces  de  lignes  dans  les  épures  de  géométrie  appliquée: 
les  arêtes  et.  les  contours  apparents  des  corps  et  les  lignes  de 
consiruction. 

Les  arêtes  et  les  contours  apparents  font  toujours  image.  Il 
en  est  autrement  pour  les  lignes  de  construction.  Or,  les  régies 
fondamentales  de  la  géométrie  descripiive  s'appliquent  aux  lignes 
de  construction,  et  non  aux  arêtes  et  aux  contours  apparents  qui 
sont  ou  des  données  ou  des  résultats.  Par  conséquent,  si  l'on 
satisfait  les  yeux  des  débutants  par  la  représentation  des  traces, 
on  retarde  leurs  véritables  progrès,  puisque  leur  raison  seule 
devra  entrer  en  action  lorsqu'ils  auront  à  appliquer  les  règles 
fondamentales. 

M.  Goedseels  admet  d'ailleurs  que  c'est  l'expérience  seule 
qui  peut  décider  si  l'enseignement  sans  traces  est  plus  difficile 
que  l'enseignement  habituel.  Les  expériences  comparatives  de 
M.  Chômé,  les  siennes  propres,  celles  enfin  de  plusieurs  profes- 
seurs de  l'enseignement  élémentaire,  témoignent  en  faveur  de  la 
nouvelle  méthode.  L'expérience  faite  par  M.  Mansion  ne  l'a  pas 
été  en  vue  de  comparer  les  deux  méthodes  et  n'a  pas  duré  assez 
longtemps;  elle  ne  peut  infirmer  cette  conclusion. 

M.  Goedseels  répond  ensuite  à  une  objection  que  l'on  pourrait 
faire  à  propos  des  diflicullés  que  semble  présenter  aux  commen- 
çanis  le  problème  de  l'intersection  de  deux  plans  donnés  autre- 
ment que  par  leurs  traces. 

La  plupart  des  membres  de  la  section  prennent  part  à  la 
discussion  et  développent  l'une  ou  l'autre  des  raisons  exposées 
par  MM.  Goedseels  et  Mansion. 

La  séance  se  termine  par  une  discussion  sur  la  théorie  des 
erreurs  en  calcul  des  probabilités.  M.  Goedseels  fait  observer 
qu'en  réalité  on  n'a  jamais  établi  d'une  manière  absolument 
démonstrative  la  méthode  des  moindres  carrés,  et  qu'il  faut  se 
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garder  d*accorder  une  trop  grande  valeur  objective  aux  résultais 
auxquels  elle  conduit. 

M.  Mansion  est  du  même  avis.  Au  fond,  la  seule  définition 
que  Ton  puisse  donner  des  erreurs  accidentelles  est  celle-ci  : 
Ce  sont  les  erreurs  qui  sont  éliminées  par  la  méthode  des 
moindres  carrés.  Mais  il  est  juste  de  rappeler  que  Gauss  a  eu 
soin  de  s'exprimer  avec  précision  sur  ce  qu*il  y  a  d'arbitraire 
dans  la  théorie  à  laquelle  il  a  donné  une  forme  si  parfaite.  Le 
grand  avantage  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  c'est  qu'elle 
permet  de  combiner,  d'une  manière  simple  et  raisonnable,  des 
résultats  d  observations  d'inégale  valeur  donnés  sous  une  forme 
condensée. 

Des  communications  de  M.  Mansion  sur  les  eulériennes  et 
de  M.  de  la  Vallée  Poussin  sur  la  théorie  des  séries  sont 
renvoyées  à  la  session  d'avril. 

Deuxième  section. 

M.  Van  der  Mensbrugghe,  professeur  à  l'Université  de  Gand, 
fait  une  communication  sur  la  cause  commune  de  l'évaporalion 
et  de  la  tension  superG(*ielle.  En  regardant,  à  lexemple  de 
Laplace,  la  conslitulion  d'un  liquide  comme  étant  la  même 
partout,  et  en  n'en  considérant  que  les  forces  attractives,  on 
arrive  aisément  à  démontrer  que  chaque  point  de  la  couche 
superficielle  libre  supposée  plane  est  sollicité  par  une  force 
dirigée  vers  l'intérieur  et  d'autant  moindre  que  ce  point  se 
rapproche  davantage  de  la  position  extrême  déterminée  par  le 
rayon  d'activité  moléculaire. 

Toutes  ces  actions  élémentaires  donnent  lieu  à  une  pression 
résultante  que  Laplace  a  désignée  par  la  lettre  K.  Or,  en  vertu 
d'une  propriété  caractéristique  des  liquides,  cette  pression  doit 
se  transmettre  également  partout.  Il  en  résulte  qu'à  l'intérieur 
deux  particules  voisines  sollicitées  par  cette  force  K  se  rappro- 
cheraient de  plus  en  plus,  s'il  n'y  avait  des  forces  antagonistes 
dont  l'intensité  devient  bientôt  suffisante  pour  contre-balancer 
l'effet  des  forces  attractives. 
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Or  ces  forces  répulsives  doivent,  au  même  titre  que  les  forces 
attractives,  se  communiquer  de  proche  en  proche  et  également 
dans  toute  Tétendue  de  la  masse  liquide.  Or  i  Tiniérieur  elles 
seront  évidemment  contre-balancées  par  les  forces  attractives, 
tandis  que,  dans  la  couche  superficielle,  elles  le  seront  d*autant 
moins  que  la  tranche  considérée  sera  plus  près  de  la  surface  libre. 

Il  s'ensuit  que  les  molécules  de  la  couche  libre  devront  se 
disposer  à  des  distances  mutuelles  de  plus  en  plus  grandes,  h 
mesure  qu'elles  se  rapprochent  de  la  surface  mémo  où  cette 
dislance  atteindra  son  maximum. 

Or,  d'après  une  autre  propriété  générale  des  liquides,  un  point 
quelconque  ne  peut  être  en  équilibre  que  s'il  esta  égale  distance 
de  toutes  les  molécules  voisines.  Par  conséquent,  il  doit  se 
développer,  non  seulement  dans  le  sens  parallèle  à  la  surface, 
mais  encore  dons  le  sens  normal,  une  force  élastique  en  vertu 
de  laquelle  les  distances  primitives  tendent  à  être  rétablies.  C'est 
cette  force  élastique  qui,  dans  le  sens  tangentiel,  donne  lieu  à  la 
tension  ;  quant  au  sens  normal,  il  suffit  de  supposer  la  limite 
d'élasticité  dépassée  pour  expliquer  l'évaporation. 

A  l'appui  de  cette  manière  de  voir,  M.  Van  der  Mensbrugghe 
décrit  une  suite  d'expériences  concernant  Tévaporation  possible 
d'un  liquide  à  travers  un  autre,  et  confirmant  l'exposé  théorique 
qui  précède. 

Le  R.  P.  Lucas,  S.  J.,  présente  aux  membres  de  la  section  des 
reproductions  de  photographies  solaires  exécutées  par  M.  Haie  à 
Kenwood  Chicago.  Elles  montrent  sur  une  même  plaque  les 
taches,  les  facules  et  les  proiubérances  de  l'hémisphère  visible. 

Le  R.  P.  Lucas  ajoute  quelques  mots  sur  la  Nova  Aurigae.  Il 
expose  ses  variations  d'éclat  de  décembre  1891  à  avril  1892,  et 
sa  réapparition  de  la  mi-août,  ainsi  que  ses  caractères  spectraux; 
il  discute  les  théories  émises  par  MM.  Lockyer,  Vogel,  Seeliger, 
Huggins  et  le  R.  P.  Sidgreaves,  S.  J. 

M.  Félix  Leconte  expose  des  expériences  relatives  à  l'hystérésis 
observée  dans  un  galvanomètre  apériodique  du  genre  Hûmmel; 


il  résulte  de  ses  observations  que  Terreur  de  lecture  que  Ton  peut 
faire  dans  ce  cas  aiteint,  dans  certaines  parties  de  la  gradua- 
tion, 6,6  V*-  El  cet  écart  reste  le  même,  que  Ton  agite  Tappareil 
en  frappant  la  glace  du  doigt  ou  quon  le  laisse  en  repos;  il 
montre  les  curieux  diagrammes  qu'il  a  tracés  de  ces  expériences. 


Troisième  sectioD. 

M.  Proost  montre  quelques  silex  et  phlanites  taillés,  recueillis 
aux  environs  d'Otiignies.  L'un  d'eux  est  particulièrement  remar- 
quable par  la  facilité  avec  laquelle  il  se  laisse  tenir  solidement  en 
main,  grâce  à  une  disposition  spéciale  de  la  (aille. 

M.  Dollo  fait  une  communication  sur  le  Pareiasaurus , 
curieux  reptile  éteint  de  la  formation  de  Karoo  du  sud  de 
l'Afrique. 

Le  Pareiasaums,  qui  n'était  connu  autrefois  que  par  des 
restes  fragmentaires,  l'est  maintenant  par  un  spécimen  complet 
et  monté,  grâce  aux  soins  de  M.  le  professeur  fL-G.  Seeley. 

Le  Pareiasaums  était  une  bêle  massive,  courte  sur  pattes,  à 
museau  obtus.  Elle  mesurait  de  2'°,50  à  3  mètres. 

Sa  dentition  et  son  palais  osseux  sont  remarquables.  Il  y  avait, 
notamment,  des  dents  dans  les  prémaxillaires,  les  susmaxillaires, 
les  vomers,  les  palatins  et  les  piérygoîdiens. 

M.  Dollo  insiste  sur  les  relations  phylogénétiques  du  Pareia- 
saums et  des  Rhynchocéphaliens.  Parmi  ceux-ci,  le  Champso- 
saure  a  une  voijte  palatine  rappelant  étonnamment  celle  du 
reptile  du  cap  de  Bonne-Espérance. 

M.  Dollo  parle  aussi  de  l'origine  et  de  l'évolution  de  la  denti- 
tion. 

A  la  suite  de  cette  communication,  le  R.  P.  Van  den  Gheyn 
demande  des  éclaircissements  sur  divers  points  de  la  théorie  de 
révolution. 

M.  Dollo  lui  répond. 
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M.  de  Lantsheere  faii  alors  une  communication  sur  les  anciens 
établissements  grecs  à  Chypre  et  sur  les  côtes  de  C Asie^MineurCy 
dans  leurs  rapports  avec  la  civilisation  mycénienfie. 

Le  secrétaire  lit  ensuite  une  communication  du  R.  P.  Schmiiz, 
S.  J.,  relative  à  la  théorie  de  l'évolution,  dont  la  discussion  est 
renvoyée  à  la  session  d'avril. 


ASSEMBLÉE  GÉNÉRALE. 


La  séance  de  l'après-midi  a  lieu  sons  la  présidence  de  M.  Ch. 
Lagasse,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  vice-président, 
en  présence  d'une  assemblée  nombreuse  et  distinguée,  dans 
laquelle  se  trouvent  beaucoup  de  dames. 

M.  le  secrétaire  général  donne  d'abord  un  aperçu  des  commu- 
nications faites  le  matin  dans  les  diverses  sections.  Il  fait  connaître 
ensuite  la  part  que  la  Société  scientifique  a  prise  à  la  manifesta- 
lion  du  24 décembre  dernier  en  l'honneur  de  l'un  de  ses  membres 
fondateurs  les  plus  illustres,  M.  Hermite,  membre  de  l'Institut 
de  France.  Le  compte  rendu  de  celte  manifestation  est  inséré  en 
appendice,  à  la  suite  du  bulletin  de  la  session. 

Le  R.  P.  Dumont,  ancien  missionnaire  au  Bengale  occidental, 
qui  va  partir  prochainement  pour  la  mission  belge  du  Congo, 
fait  une  conférence  sur  VInde  britannique.  Dans  cette  causerie, 
débitée  avec  une  charmante  simplicité,  le  missionnaire  donne 
d'abord  un  court  aperçu  sur  les  races  de  Plnde.  Il  insiste  surtout 
sur  les  populations  aborigènes  Santalis,  Mundaris  et  Uraons,  au 
milieu  desquelles  il  a  vécu.  Puis  il  entre  dans  de  curieux  détails 
sur  le  régime  des  castes,  les  principaux  usages  domestiques, 
l'habillement,  la  nourriture  de  ces  tribus,  encore  peu  civilisées. 

A  noter  aussi  un  tableau  pris  sur  le  vif  des  exactions  que  les 
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propriétaires  hindous  font  subir  aux  tenanciers  aborigènes.  Dans 
le  Chotanagpore,  les  missionnaires,  en  prenant  la  défense  des 
opprîmésy  ont  provoqué  chez  ceux-ci  un  mouvement  considérable 
de  conversions.  La  conférence  donne  aussi  un  aperçu  de  la  reli- 
gion de  ces  peuples,  et  se  termine  par  quelques  détails  sur  les 
bouddhistes  du  Népaul  et  les  Parsis  de  Bombay. 

L^assemblée  a  écoulé  avec  un  visible  intérêt  cette  communica- 
tion«  émaillée  de  piquantes  anecdotes  dont  le  R.  P.  Dumont  avait 
été,  pendant  son  séjour  aux  Indes,  le  témoin  ou  le  héros. 

M.  Lagasse  s^est  fait  ensuite  Tinterprète  de  tous  ceux  qui 
avaient  assisté  à  la  conférence  du  R.  P.  Dumont,  en  lui  adressant 
des  remerciements,  et  en  faisant  des  vœux  pour  que  la  mission 
civilisatrice  qu*il  va  entreprendre  avec  ses  confrères  au  Congo 
réussisse  aussi  bien  que  celle  du  Bengale. 


MANIFESTATION    EN    L'HONNEUR   DE    M.   HERMITE  (*). 


I.  La  circulaire  du  comité. 

Le  <9  octobre  1892,  un  comité  formé  d'élèves  et  d'admirateurs 
de  M.  Hermite  adressa  aux  géomètres  de  l'Europe  et  de  TAmé- 
rique  la  circulaire  suivante,  pour  leur  demander  de  prendre  part, 
le  34  décembre  1893,  à  une  manifestation  en  Thonncur  de 
rillustre  doyen  des  mathématiciens  français  : 

Monsieur, 

Dans  quelques  mois,  l'un  des  plus  éminents  géomètres  de 
notre  siècle,  M.  Hermite,  va  avoir  70  ans.  Sa  vie  tout  entière  a 
été  consacrée  à  la  science.  Depuis  ces  précoces  travaux  qui  atti- 
raient sur  un  jeune  écolier  Tattention  de  Jacobi,  jusqu'à  son 

{•)  Nous  empruntons  les  déUils  relatifs  à  celle  manifestation  à  l'article  de  M  de  Lap|Mà- 
i-ent  dans  le  nunuVo  de  janvier  iSd'A  de  la  Revue  des  quesiiotix  scieniijviues  (2«  série, 
t.  m,  pp.  SliVSH)  et  à  celui  qui  a  été  publié  dans  les  c<»mptes  rendus  du  Circolo 
matetnntico  de  Païenne  (1892,  t.  VI,  p|i  2*9-2:)6  . 
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récent  Mémoire ^5tir  les  applications  des  fonctions  elliptiques^  il  a 
sans  cesse  niarché  de  découverte  en  découverte.  De  tous  ces 
efforts  il  s'est  toujours  cru  assez  récompensé  par  les  progrès  de 
ses  deux  sciences  de  prédilection,  TArithmélique  et  TAnalyse,  ci 
il  n*a  recherché  ni  les  honneurs  ni  la  gloire. 

Mais  s*il  fuit  une  notoriété  bruyante,  il  ne  repoussera  pas  sans 
doute  un  témoignage  sincère  de  reconnaissance  et  de  respect. 
C*est  pourquoi  un  groupe  d'élèves  et  d  admirateurs  de  M.  Hermite 
croit  devoir  faire  appel  à  ceux  qui  ont  suivi  ses  leçons,  comme  à 
ceux  qui  Pont  approché  ou  qui  ont  d'une  manière  quelconque 
subi  son  influence. 

Tous,  en  eflel,  nous  lui  devons  beaucoup;  non  seulement  sa 
parole,  ses  ouvrages  et  ses  conseils  ont  guidé  nos  premiers  pas, 
mais  sa  vie  nous  a  donné  un  grand  exemple  :  elle  nous  a  appris 
h  aimer  la  science  d'un  amour  désintéressé. 

Puisse  notre  concours  lui  prouver  que  cette  leçon  n'a  pas  été 
perdue  et  combler  un  de  ses  vœux  les  plus  chers,  en  lui  donnant 
l'espoir  que  d'autres  récolteront  un  jour  la  moisson  qu'il  a  si 
libéralement  semée! 

Nous  espérons.  Monsieur,  que  vous  êtes  dans  les  mêmes  sen- 
timents et  que  vous  penserez  comme  nous  que  le  meilleur  moyen 
de  prouver  à  M.  Hermite  notre  respectueuse  admiration,  c'est  de 
lui  off'rir,  à  l'occasion  de  son  70''  anniversaire,  une  médaille 
reproduisant  son  effigie  et  dont  nous  confions  l'exécution  à  Tun 
des  plus  ijlusires  graveurs  de  noire  époque,  avec  une  adresse 
portant  les  signatures  de  nombreux  amis  de  la  science. 

E.  Beltrami  (Rome);  N.  Bougaîeff  (Moscou);  G.*fl.  Darwin 
(Cambridge);  G.  Darboux  (Paris);  L.  Fuchs  (Berlin);  C.-F. 
Geiser  (Zurich);  G.-B.  Guccia  (Palerme);  C.  Jordan  (Paris); 
S.  LiE(Leipsig);  L.  LiNDELÔF(Helsingrors);  K.  LiPSCHiTZ(Bonn); 
P.  Mansion  (Gand);  G.  Mittag-Leffler  (Slockolm);  H.  Poingaré 
(Paris);  S.  Newcomb  (Washington);  H.-G.  van  de  Sande 
Baxhuyzen  (Hollande);  C.  Stephanos  (Athènes);  G.  Teixeira 
(Porto);  Éd.  Weyr  (Prague);  Ém.  Wbyr  (Vienne);  H.-G. 
Zeuthen  (Copenhague). 


—  &•  — 


II.  La  cérémonie  du  24  décembre  1892. 

L*appel  du  comité  fut  entendu.  Le  24  décembre  1892,  dans 
la  salle  d  apparat  de  la  Nouvelle  Sorbonne,  à  Paris,  une  assem- 
blée d'élite  se  pressait  pour  faire  à  Tillustre  savant  la  remise 
solennelle  d*un  médaillon  de  bronze,  où  M.  Chaplain,  Thabile 
sculpteur,  a  reproduit  avec  une  saisissante  fidélité  le  proGl  du 
maître. 

Le  Ministre  de  Tinstruction  publique,  M.  Dupuy,  s*élaitfait  un 
devoir  de  présider  lui-même  la  fêle.  A  ses  côtes  avaient  pris 
place  S.  Exe.  le  Ministre  plénipotentiaire  de  Suède  et  de  Norvège, 
apportant  à  M.  Hermite  le  grand  cordon  de  TÉloile  polaire, 
témoignage  exceptionnel  de  rinlérét  que  Sa  Majesté  suédoise  a 
toujours  accordé  au  progrès  des  études  mathématiques  (*);  le 
recteur  de  TAcadémie  de  Paris,  M.  Gréard;  le  directeur  de 
PEnseignement  supérieur,  M.  Liard  ;  le  général  commandant 
TEcole  polytechnique,  le  directeur  des  Etudes  de  ce  grand 
établissement,  dont  M.  Hermite  était  élève  il  y  a  un  demi-siècle, 
et  à  la  fortune  duquel  il  a  été  longtemps  associé  comme  exami- 
nateur d'admission  et  comme  professeur;  le  directeur  de  TÉcole 
normale,  reconnaissante  à  son  ancien  maitre  de  conférences. 

M.  d'Abbadie,  président  de  T Académie  des  sciences  et  délégué 
de  FAcadémie  pontificale  des  Nuovi  Lincei,  et  M.  Bichat,  doyen 
de  la  Faculté  des  sciences  de  Nancy,  se  tenaient  aux  côtés  de 
M.  Hermite.  En  face  étaient  M.  Darboux,  doyen  de  la  Sorbonne; 
les  membres  de  la  section  de  géométrie  de  Tlnstitut,  MM.  Jordan, 
Darboux,  Poincaré,  Appell  et  Picard,  le  dernier  jouissant 
triplement,  comme  élève,  comme  gendre  et  comme  confrère,  de 
cette  journée  de  triomphe;  rillustre  Pasteur;  M.Scliwarz,  repré- 
sentant de  FAcadémie  des  sciences  de  Berlin;  M.  Greenhill, 
représentant  la  Société  mathématique  de  Londres;  M.  Vicaire, 
président    de    la    Société    mathématique    de    France;  M.  de 


(*)  Le  grand  cordon  de  TÉtoile  polaire  n'avait  jusqu'à  {iiésent  que  deux  dignitaires  en 
France  :  le  l*résidcnt  de  la  République  et  M.  Pasteur. 


Lapparent,  président  et  délégué  de  la  Société  seieniiGque  de 
Bruxelles. 

Dans  lassistance  figuraient  de  nombreux  membres  de 
rinstitut,  tout  le  personnel  enseignant  de  la  Sorbonne,  où  la 
féconde  activité  du  maître  continue  à  s'exercer  pour  le  plus  grand 
bien  des  mathématiques  françaises,  les  députations  envoyées  par 
les  élèves  de  FEcole  normale,  de  TEcole  polytechnique  et  de  la 
Faculté  des  sciences  de  Paris. 

Une  excellente  allocution  de  M.  Darboux,  parlant  comme 
doyen  de  la  Faculté  des  sciences,  fut  suivie  de  la  proclamation, 
faite  par  M.  Jordan,  du  nom  de  toutes  les  corporations  qui 
avaient  envoyé  des  adresses  ou  des  télégrammes.  Puis  M.  Poin- 
earé  mit  en  lumière  les  traits  principaux  de  la  carrière  scienti- 
fique de  M.  Hermite,  n*oubliant  pas  de  rappeler  que  le  maître, 
non  content  de  s'illusirer  par  des  travaux  personnels  de  premier 
ordre,  avait,  dans  le  cours  de  son  enseignement,  semé  à  profusion 
des  germes  destinés  à  fructifier  entre  les  mains  de  ses  meilleurs 
élèves. 

M.  Schwarz  se  fit,  en  français,  rinterprète  chaleureux  des 
sentiments  de  l'Académie  des  sciences  de  Berlin.  M.  Vicaire 
donna  ensuite  lecture  de  l'adresse  de  la  Société  mathématique 
de  France,  et  M.  Bichat,  doyen  de  la  Faculté  des  sciences  de 
Nancy,  exprima,  dans  un  langage  ému,  les  vœux  que  la  Lorraine 
était  fière  d'adresser  à  Tun  de  ses  plus  illustres  enfants. 
M.  d'Abbadie  se  leva  à  son  tour,  à  la  fois  comme  président  de 
TAcadémie  des  sciences  et  comme  délégué  de  l'Académie  ponti- 
ficale des  Nuovi  Lincei. 

Alors  M.  Hermite,  avec  une  simplicité  touchante,  remercia, 
sans  oublier  personne,  tous  ceux  de  qui  il  avait  reçu  quelque 
témoignage.  Modeste  comme  il  a  toujours  été,  il  semblait,  à 
lenlendre,  que  le  sceptre  des  hautes  mathématiques  dût  passer 
de  ses  mains  dans  celles  de  ses  confrères  plus  jeunes.  Heureuse- 
ment le  Ministre  de  Tinstruetion  publique  était  là  pour  empêcher 
qu'on  ptjt  s'y  méprendre.  Avec  une  véritable  éloquence,  il  joignit 
aux  hommages  exprimés  celui  que  les  pouvoirs  publics  tenaient 
à  rendre  à  un   homme   qui  est   la   personnification  même  de 
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rhonneur  et  du  désinléressement  «  Chez  vous,  je  le  sais,  Thomme 
vaut  le  savant  »,  pouvait-il  dire  aux  applaudissements  de  la  salie 
entière;  et  les  acclamations  redoublèrent  quand,  à  la  Gn  d*une 
chaude  péroraison,  conçue  dans  la  belle  langue  des  grands  écri- 
vains français,  M.  Dupuy  remit  au  doyen  des  mathématiciens  la 
croix  de  grand  officier  de  la  Légion  d*honneur. 

m.  liiste  des  Académies,  des  Universités  et  des  Sociétés  scien- 
tifiques qui  ont  envoyé  des  a4resses  ou  des  télés^rammes  à 
M.  Hermite. 

Allemagne. 

Section  mathématique  de  TAcadémie  royale  des  sciences.  Berlin. 

Association  des  étudiants  de  mathématiques.  Berlin. 

Ecole  royale  technique  supérieure.  Berlin. 

Société  de  physique  et  de  médecine.  Erlangen. 

Société  royale  des  sciences.  Gôllingen. 

Société  royale  des  sciences  de  Saxe.  Leipzig. 

Université  de  Leipzig. 

Autriche-Hongrie. 

Société  royale  des  sciences  de  Bohème.  Prague. 

Société  mathématique  tchèque.  Prague. 

Académie  impériale  des  sciences.  Vienne. 

Société  des  étudiants  de  mathématique  et  de  physique.  Vienne. 

Belgique. 

Académie  royale  des  sciences,   des  lettres  et  des  beaux-arts. 

Bruxelles. 
Société  scientiGque  de  Bruxelles.  Bruxelles. 
Société  royale  des  beaux-arts.  Liège. 

Danemark. 
Académie  royale  des  sciences.  Copenhague. 
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Hollande. 
Sociôlé  royale  des  sciences.  Amsterdam. 

Italie. 

Académie   royale  des   sciences    physiques  el   mathématiques. 

Naples. 
Académie  royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts. 

Palerme. 
Cercle  mathématique  de  Palerme. 
Académie  pontificale  des  Lincei.  Rome. 
Académie  royale  des  sciences.  Turin. 

Portugal. 

Univrrsilé  de  Coïmbre. 

Roumanie. 

Faculté  des  sciences.  Bukharesi. 

Russie. 

Société  des  sciences  de  Finlande.  Hcisingfors. 

Université  impériale  de  Moscou. 

Université  impériale  d*Odessa. 

Académie  impériale  des  sciences.  Saint-Pétersbourg. 

Suéde. 

Académie  royale  des  sciences.  Stockholm. 
Société  astronomique.  Stockholm. 
Société  royale  des  sciences.  Upsal. 

Suisse. 

Ecole  polytechnique.  Zurich. 

Société  des  sciences  naturelles.  Zurich. 
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IV.  Adresse  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Monsieur, 

La  Société  scientifique  de  Bruxelles^  créée  en  1875  sous  la 
Jevise  :  Nulla  unquam  inter  fidem  et  rationem  vera  dissensio  esse 
potesi (Conc.  Vat.),  vous  compte  au  nombre  de  ses  fondateurs,  et 
vous  lui  avez  donné,  dés  ses  débuts,  une  marque  précieuse  de 
sympathie  en  insérant,  en  tête  du  Recueil  de  ses  travaux,  voire 
Mémoire  Sur  un  exemple  de  réduction  d'intégrales  abéliennes  aux 
fondions  elliptiques. 

G*est  donc  pour  elle,  à  la  fois,  un  honneur  et  un  devoir  de 
reconnaissance  de  s'associer  à  Thommage  qui  vous  est  rendu 
en  ce  jour  mémorable  par  I  élite  du  monde  mathématique. 

Il  y  a  plus  d*un  demi-siècle,  vous  débutiez  dans  la  science  par 
vos  immortelles  lettres  à  Jacobî  sur  In  division  des  fonctions 
abéliennes.  Dans  les  vingt  ans  qui  suivirent,  vous  n'avez  cessé 
d'explorer  les  parties  les  plus  abstruses  des  mathématiques 
pures,  comme  Taltestent  vos  découvertes  dans  le  domaine  des 
formes  quadratiques,  vos  recherches  sur  Téquation  du  cinquième 
degré,  sur  la  théorie  des  substitutions,  sur  celle  des  fonctions 
elliptiques  et  ultraellipiiques,  etc.,  etc.  Vous  avez  montré  que 
dans  celte  parlie  élevée  de  la  science,  la  Théorie  des  nombres, 
TAIgébre  et  l'Analyse  infinitésimale  se  touchent,  se  compé- 
iiètrent  et  se  confondent  pour  ainsi  dire  aux  yeux  de  celui  qui, 
comme  vous,  est  monté  assez  haut  pour  voir  l'unité  de  la  pensée 
mathématique. 

De  1851  à  1859,  l'Europe  savante  eut  la  douleur  de  perdre  les 
quatre  grands  géomètres  qui  avaient  illustré  l'âge  précédeni, 
Gauss,  Cauchy,  Jacobi  et  Dirichlet.  Le  sceptre  de  l'Arithmétique 
supérieure  et  de  l'Analyse  passa  d'une  manière  incontestée  de 
leurs  mains  dans  les  vôtres,  et  vous  l'avez  toujours  conservé 
malgré  les  admirables  découvertes  d'émulés  et  de  disciples  dont 
les  écrits  ont  fait  pâlir  l'éclat  des  plus  brillants  travaux,  les 
vôtres  excepté.  Vos  recherches  les  plus  récentes,  par  exemple 


celles  que  contiennent  vos  Mémoires  sur  la  fonction  exponeti- 
tielle,  et  sur  les  applications  des  fonctions  elliptiques^  sont  neuves 
et  suggestives  comme  celles  qui  ont  illustré  votre  jeunesse;  elles 
ne  trahissent  ni  fatigue  ni  déclin,  mais  témoignent  de  la  fécon- 
dité persistante  de  votre  génie. 

Puisse  Dieu  vous  conserver  longtemps  encore  à  la  science,  à 
votre  patrie  et  à  tous  vos  disciples  et  amis,  ou  réunis  aujourd'hui 
autour  de  vous,  ou  présents  par  le  cœur  et  la  pensée  à  cette  glo- 
rieuse manifestation! 

C'est  le  vœu  que  nous  sommes  heureux  de  vous  transmettre 
en  ce  jour  au  nom  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles^  et  en 
particulier  de  sa  première  section  qui,  cette  année,  a  Thonneur 
de  vous  avoir  pour  président. 

Le  Secrétaire  général^  Le  Président, 

P.  Mansion.  a.  de  Lapparent. 


SESSION  DES  11,  12  ET  13  AVRIL  1893 


SÉANCES   DES  SECTIONS 


Première  section. 

Mardi,  14  avril  1895.  —  M.  Mansion  communique  la  rectifi- 
cation  suivante  relative  au  n*  1 7  de  la  démonstration  du  théorème  : 
7oti(e  équation  algébrique  a  une  racine^  qu'il  a  insérée  dans  la 
seconde  partie  du  tome  IV,  pages  99-124,  des  Annales. 

Soient /z^aO  une  équation  algébrique;  R  une  limite  supé- 
rieure des  racines  de  celte  équation,  telle  que,  si  mod  z  <  R,  on 
ait  mod  fz  <  SR*;  G  une  certaine  quantité  positive.  On  a  déter- 
miné une  série  de  quantités  Ç  =  Zo,  z^^  z^j  ...,  z^^  k^  Arf,  k^^  ..., 
A;«,  telles  que 

2fc(G  +  Rr  =  lE,        E=mod/Ç,  E  <  2R„, 

2fc,(G  +  Rr=-E„      E,  =  mod/r,,         E,  <  E  (i— g^^' 

2fc,(G+R)'«==-E„       E,  =  mod/ir„         E,  <  E,  (I— -fc.), 


2fc^(G-^Rr=  ^  E. ,      E,=  mod  fz^ ,       E^  <  E^  ,  (I  -  ^  *«-.)• 

De  plus,  pour  toutes  les   valeurs  considérées  de  z,  on  a 
mod  fzyHyH  étant  une  certaine  quantité  positive. 

XVII.  5 


Cela  posé,  voici  le  théorème  à  établir  :  On  peut  choisir  m 
assez  grand  pour  que  la  valeur  de  E^  soit  aussi  petite  que  Con 
veut  et  qu'il  en  soit  de  même  du  module  t^  de  la  différence 

Il  résiille  des  relations  données  plus  haut,  d'abord  que  les 
quantités  E,  Ef,  E,,  E3,  etc.,  vont  en  décroissant;  puis  qu*il  en 
est  de  même  de  k,  k^^  A:,,  âts,  etc.,  et  que  celles-ci  sont  inférieures 
à  Tunité;  enfin  que  Ion  a 


E«<E(I-^A)(I  -iA-,)...(l-lA'^.,)<Eii-iA-,r.        (1) 


Je  dis  que  lim  A'„  =  0  et,  par  suite,  lim  E^  =  0,  d  après  la 
définition  de  k„.  Car  si  k„  avait  une  limite  finie  /,  on  aurait, 
d*après  (1), 

E.  <E(i-i/r 

et ,  par  suite ,  lim  E^  =  0.  Mais   si  lim  E„  =  0,  on  a  aussi 
lim  k„  =  0,  et  /  ne  peut  être  différent  de  zéro. 
On  a  ensuite,  d'après  la  définition  de  z^^^  —  z^, 

t^modrz„  =  k^E„, 

et,  puisque  mod  /"'  z„>  D, 

t^D<  A-,„E^ 
A-  E. 


L< 


mm 


I) 


Donc  t^  est  une  quantité  aussi  petite  qu'on  le  veut. 

M.  d'Ocagiie  présente  à  la  section  divers  abaques  nouveaux 
obtenus  par  application  de  la  méthode  des  points  isoplèthes^  qu'il 
a  fait  connaître  dans  sa  Nomographie,  et  notamment  des  abaques 
de  déblai  et  de  remblai  qu'il  a  construits  lui  même  et  qui,  tant 


sous  le  rapport  de  la  construction  que  sous  celui  du  mode  d'em- 
ploi, présentent  le  maximum  de  simplicité  que  Ton  puisse 
atteindre  en  Tespèce. 

M.  Lagasse  expose  ensuite  le  nouveau  système  d'alimentation 
d'eau  pour  Bruxelles,  dû  à  M.  Tingénieur  G.  Lambert,  et  pré- 
sente à  ce  sujet  quelques  observations.  Elles  donnent  lieu  à  une 
discussion  à  laquelle  prennent  part  la  plupart  des  membres  de 
la  section. 

M.Goedseels  fait  la  communication  suivante  :  Surune  modifi- 
cation de  l'appareillage  des  voûtes  en  pierre  de  taille. 

En  stéréotomie,  on  admet  généralement  que  les  lignes  d'appa- 
reil, ou  arêtes  de  douellc,  qui  conviennent  le  mieux  pour  la  con- 
struction des  voûtes  en  pierre  de  taille,  sont  les  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface  d'intrados  :  d'abord,  parce  que  ces  lignes  se 
rencontrent  toujours  à  angle  droit;  ensuite,  parce  que  les  joints 
normaux  qui  ont  ces  courbes  pour  directrices  sont  dévelop- 
pables. 

Los  lignes  de  courbure  jouissent  efTectivcmcntde  ces  proprié- 
tés, mais  elles  ne  sont  pas  les  seules. 

Désignons,  en  efTet,  par  A  et  par  B  deux  lignes  quelconques 
tracées  surun  intrados,  par  un  même  point  M,  et  perpendicu- 
laires entre  elles. 

Quelle  (|ue  soil  la  ligne  A,  il  snflit  de  prendre  comme  surface 
de  joint  l'enveloppe  du  plan  mobile  déterminé,  eu  chaque  point 
de  la  ligne  A,  par  In  tangente  /  à  cette  ligne  et  par  la  normale  u 
à  l'intrados,  pour  avoir  un  joint  normal  et  déceloppable.  Il  en  est 
de  même  pour  la  ligne  B. 

Les  génératrices  de  ces  joints  ne  seront  pas  normales  a  l'in- 
trados, mais  le  joint  lui-même  le  sera;  c'est  la  condition  à 
laquelle  le  joint  doit  satisfaire. 

Lorsque  les  lignes  A  et  B  sont  les  lignes  de  courbure,  les 
génératrices  des  joints  sont  normales  à  la  douelle.  Il  en  résulte 
que,  dans  ce  cas,  la  normale  en  M  est  commune  aux  deux  joints, 
et  que  ceux-ci  se  rencontrent  suivant  une  ligne  droite. 


On  peut  évidemment  demander  que  les  joints  se  rencontrent 
de  cette  manière.  Pour  réaliser  cette  condition,  il  n*est  pas  néces- 
saire non  plus  de  prendre  les  lignes  de  courbure  pour  lignes 
d*appareil.  On  peut  se  contenter  de  prendre  les  lignes  A  et  B 
tangentes  en  M  aux  lignes  de  courbure. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  prendre  Téquation  du  plan 
mobile  (^  n),  d*en  déduire  les  équations  de  sa  caractéristique, 
et  de  montrer  que  cette  caractéristique,  qui  est  la  génératrice 
du  joint,  coïncide  avec  la  normale  à  rintrados,au  point  M,  quand  t 
est  tangente,  en  ce  point,  à  une  ligne  de  courbure. 

Soient  z  •=>  F  (x,  y)  Téquation  de  Tintrados  ;  p,  q  les  dérivées 
premières  de  z;  r,  «,  t  ses  dérivées  secondes;  yss»f{x)  l'équa- 
tion du  cylindre  projetant  de  la  ligne  A  ou  B;  y\  y"  les  déri- 
vées f  (x),  f  (x)  ;  X,  Y,  Z  les  coordonnées  courantes.  L^équation 
du  plan  (^  n)  au  point  (x,  y,  z)  est 


X  —  X, 

p. 


Z  — s 
—  \ 


U 


(1) 


La  dérivée  de  cette  équation,  par  rapport  à  x,  est 


X-x,   Y-y,   Z-z 
0  y-        u 

P  7      -* 


X — X,    Y — y,    Z  -  z 
I  y'    p-*-qy' 


»y 


ty', 


0 


=  0.      (2) 


en  écrivant,  pour  abréger,  u  au  lieu  de  r  +  sy'  ■+■  ty'*. 

Les  équations  (1),  (2)  représentent  la  caractéristique  du 
plan  (t,  n). 

Supposons  que  le  point  M  soit  l'origine  des  coordonnées  et  que 
le  plan  des  xy  soit  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface.  Alors 

a:  =  0,  y  =  0,  z  =  0, p  =  0,  9  B=  0;  les  équations  (1),  (2)  se 
réduisent  è 

Y-Xy'  =  0, 

-Xy"  +  zL(«-.-«y-y(r  +  «y')]-0. 


Si  Ton  suppose,  en  outre,  Taxe  des  x  ou  des  y  tangent  à  Tune 
des  lignes  de  courbure,  «  ^a  0,  et  la  seconde  équation  devient 

-Xy''  +  Zy(<-r)  =  0. 

Soit  en6n  la  ligne  A  ou  B  tangente  à  la  ligne  de  courbure  dont 
la  tangente  coïncide  avec  Taxe  des  x  ;  alors  j/'  «=  0,  et  les  équa- 
tions de  la  caractéristique  deviennent 

Y  «  0,      X  ==  0, 

c'est-à-dire  celles  de  la  normale  à  Tintrados  en  M. 

Pour  la  même  raison,  le  second  joint  contient  la  même  nor- 
male si  la  seconde  ligne  d  appareil  est  tangente  à  la  seconde 
ligne  de  courbure. 

Les  deux  joints  se  rencontrent  donc  suivant  une  droite  nor- 
male à  Tintrados,  si  les  deux  lignes  d'appareil  sont  tangentes  en 
leur  point  de  rencontre  aux  lignes  de  courbure. 

On  observera  que,  si  r  =  ^  ou  si  le  point  M  est  un  ombilic,  la 
génératrice  de  la  développable  est  normale  à  Tinirados,  quelle 
que  soit  la  ligne  A  ou  B. 

M.  Mansion  expose  le  plan  d'une  trigonométrie  très  élémen- 
taire, destinée  à  ceux  qui  ne  doivent  pas  étudier  ultérieurement 
la  théorie  générale  des  fonctions  circulaires:  l^'déGnition  des 
six  fonctions  circulaires  pour  les  angles  positifs  inférieurs  à  un 
angle  droit;  2®  résolution  des  triangles  rectangles;  S""  résolution 
des  triangles  obliquangles  par  décomposition  en  triangles  rec- 
tangles; 4°  construction  des  tables  par  la  formule  élémentaire 
tangi  A  «=  sin  A  :  (1  -h  cos  A). 

Si  Ton  veut  aller  plus  loin,  on  peut  définir  les  fonctions  circu- 
laires pour  les  angles  inférieurs  A  deux  droits,  les  propriétés  des 
triangles  obliquangles  et  en  déduire  les  formules  pour  sin  (A  -f-  B), 
cos  (A  -^  B).  L'enseignement  de  la  trigonométrie  sphérique  serait 
toutefois  plus  utile.  En  tout  cas,  il  faut  éviter  l'emploi  des  loga- 
rithmes, des  an|]:les  négatifs  et  des  angles  supérieurs  à  deux 
droits. 


—  »•  — 

M.  Dutordoir  fait  observer  que  Grassmann  a  développé  des 
idées  semblables  à  celles  de  M.  Mansion. 

M.  le  V*  de  Salvert,  invité  par  M.  le  Secrétaire  général  à  pro- 
duire un  résumé  succinct  de  la  partie  de  son  travail  Sur  le  Système 
triplement  Isotherme,  insérée  dans  le  Tome  XVI  des  Annales, 
présente  à  la  Section  l'analyse  et  la  communication  suivantes  : 

«  Le  Mémoire  Sur  la  Recherche  la  plus  générale  d'un  Système 
tripletnent  Isotherme, dont  la  plus  grande  partie  est  déjà  imprimée 
dans  ces  Annales  (Tomes  XIII,  XIV,  et  XV),  ainsi  que  les 
Mémoires  précédents  Sur  la  Théorie  de  la  Courbure  des  Surfaces 
(Tome  V),  et  Sur  VEmploi  des  Coordonnées  Curvilignes  (Tomes 
X  et  XI)  auxquels  il  fait  suite,  manifestent  clairement,  comme 
inspiration  originaire  et  comme  objectif  commun,  la  pensée  de 
reprendre  en  entier,  pour  Tadapter  à  l'état  présent  de  l'Analyse 
et  Tapproprier  aux  exigences  rigoureuses  de  TEnseignement 
classique  en  sa  forme  actuelle,  toute  la  partie  de  TOEuvre 
admirable  de  Lamé,  qui  se  rapporte  à  la  notion  si  féconde 
des  Coordonnées  Curvilignes.  Cette  donnée  étant  admise,  la 
Note  V  de  VAppendice  dudii  Mémoire,  insérée  au  Tome  XVI 
de  ces  Annales,  correspond  exactement,  dans  le  plan  de  T Auteur, 
à  la  partie  théorique  des  Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses  des 
Transcendantes  (*)  dans  TOEuvre  de  Lamé,  mais  en  étendant, 
toutefois,  comme  on  va  le  voir,  notablement  le  terrain  étudié 
par  rillusire  Géomètre  dans  cet  Ouvrage,  ei  en  n'envisageant 
exclusivement,  comme  éléments  analytiques,  pour  représenter 
les  différentes  transcendantes,  que  les  types  classiques  eux- 
mêmes,  aux  lieu  et  place  des  types  très  voisins,  mais  non  iden- 
tiques, considérés  par  lui,  et  dont  Tusage  ne  s'est  jamais 
répandu.  » 

«  En  effet,  quelle  que  soit  la  forme  adoptée  pour  les  calculs  qui 
devront  aboutir  à  la  découverte  du  Système  triplement  Isotherme, 


(')  Nous  voulons  dire  toute  la  première  moitié  de  cet  Ouvrage  (pages  i-195),  la  seconde 
ayant  trait  à  des  application»  à  la  Physique  Mathématique  (Problème  de  l'Équilibre  de 
Température  pour  divers  corps  successivement  étudiés). 


—  »t  — 

rétroite  connexité,  qui  existe  essenliellement  entre  la  notion  ana- 
lytique de  ce  Système  et  celle  des  Intégrales  Elliptiques,  devait 
inviter  tout  naturellement,  aussi  bien  le  modeste  commentateur 
que  Tillustre  créateur  de  la  théorie,  à  déduire  immédiatement 
de  ces  calculs  une  démonstration  facile  et  intéressante  des  for- 
mules fondamentales  des  Fonctions  Elliptiques,  dont  la  notion  se 
trouve  alors  ressortir  de  la  question  elle-même.  Mais,  tandis  que 
Lamé  borne  son  étude  aux  seules  fonctions  elliptiques  de  pre- 
mière espèce,  TAutcur  de  la  Note  en  question  y  considère  succes- 
sivement, pour  en  établir  les  formules  d'addition,  non  seulement 
les  trois  espèces  de  fonctions  elliptiques  à  la  fois,  mais  encore 
les  transcendantes  qui  s'offrent  dans  le  Calcul  Intégral,  immé- 
diatement après  celles-là  par  ordre  de  complication,  nous  voulons 
dire  les  Fonctions  Hyperelliptiques  de  la  première  classe,  et  en 
outre  comme  point  de  départ,  et  à  titre  d'instrument  général 
pour  procédera  cette  étude,  le  célèbre  théorème  d'Abel,  dont  la 
notion  ressort  également  d'elle-même  dos  théories  et  des  calculs 
développés  antérieurement,  en  vue  d'arriver  précisément  à  la 
déGnition  géométrique  du  Système  triplement  Isotherme.  » 

«  Voici,  au  reste,  l'indication  sommaire  de  l'objet  et  des 
résultats  de  chacun  des  cinq  paragraphes  dont  est  composée  la- 
dite Noie  intitulée  :  Sur  une  démonstration  élémentaire  du  Théo- 
rème d*A  bel,  pour  le  cas  particulier  des  Fonctions  Hyperelliptiques, 
renfermée  implicitement  dans  les  résultats  de  la  Note  III  précé- 
dente. » 

«  Suivant  que  l'indique  ce  titre,  dans  le  premier  paragraphe,  le 
Théorème  en  question  est  déduit  très  aisément  des  calculs  déve- 
loppés pour  un  tout  autre  objet  dans  une  Note  antérieure,  sous 
la  forme  suivante  : 

«  Si  Von  désigne  par  F  (p)  un  polynôme  quelconque  du  cin- 
»  quième  degré  à  facteurs  simples,  que  l'on  pourra  toujours 
■  représentei*  par 

(1)  F(p)  =  (p  +  a»)(p  -^  6')(p  -+-  0(p*  H-  Up  +  V), 


■  et  si  Von  fait,  en  outre,  comme  pour  le  Système  triplement 
»   Isotherme, 

(tt*-»-A)(a'+A^)(a'+y)  (b«-^A)  (6«-*-a^)  (ftVv) 

(a«_6*)(a*-0      '  (6«^r;«)(6«-o*) 

"^     (c»-a*)(c*— 6*) 

•   le  système  différentiel  hypeiellipttque  à  trois  variables 

dx            (Ifi  dv  xdx  fidfjt  vdv 

(3)  ■»■ -»-— —  =0,        ____, -H -— :::  -^— ^=  =  0, 

I^P(A)      1/F(m)      ^^  V/F(a)      l/FV)       ^FiW 

■  outre  Vintégrale  transcendante  évidente 

»  admettra  encore  l'intégrale  algébrique  formée  des  deux  équations 

(yY  — eZ)*-^     (aZ— rX)*-+-     (6X— aY)* 

a*  (rY  ~  6Z)*  -f.  6«  aZ— rX)*-*-  c*(6X— aY)* 

=  6V«V  c*aV-H  a*/>V*-  V , 

■  dans  lesquelles  a,  6,  y  sont  trois  constantes  supposées  liées  par 

■  la  seule  relation 

(6)  «*H.6«  +  y«  =  1, 

»   (/e  manière  que  deux  d'entre  elles  demeurent  complètement 

■  arbitraires.  » 
«  Ce  résultat  a  été,  depuis  Timpression  de  la  Note^  généralisé 

par  TAuleur  pour  un  nombre  quelconque  de  variables,  telles  que 
\  ."»  V.  (Voir  Comptes  rendus,  Séance  du  6  février  1893.)  Il  n'est 
malheureusement  pas  susceptible,  en  cette  forme,  d'être  rapporté 
ici  parce  qu'il  exigerait  de  trop  longues  explications,  mais  il  sera 


(») 


(7) 


possible  néanmoins  cl*en  donner  un  aperçu,  en  indiquant  égale- 
menCy  eomme  il  suit,  celle  que  revêt  la  même  solution  pour  le 
cas  immédiatement  suivant  de  quatre  variables  A,  fx,  v,  9.  » 

«  5t  ron  désigne  semblablement  par  f{(ù)^  <^(ci>)),  et  ¥  (oi)j  les 
»  trois  polynômes  à  facteurs  simples^ 

^«)=s(«^a*)(«-i-6')(«-*-c*j(«-+-d"),    <^(«)=»(M-f-A)(w-vf*)(«-+-ï/)(«-*-d), 

P(«) =/•(»)  («»  -+-  U«»  -h  V«-*-  W) , 

•   et  si  l'on  fait^par  analogie  avec  les  expressions  précédenles(i), 


/(a«)  /(6*)  <^/c*)  (^(cP) 


-A-"*)        -n-ft*)        -r^-0        -A-^) 

»  /e  système  différentiel  hypereltiptique  à  q^intre  variables^  dans 

•  récriture  duquel  nous  faisons  ^  pour  abréger^  p  =  A,  p,  y,  ô, 

•  savoir 

(9)  2-^  =  0.        2-^  =  0.        2^  =  0. 

f  V/F(p)  P  VV(f)  P  l/F(p) 

•  OMfre  l'intégrale  transcendante  évidente 

^/^=w.,     2/^^=w.,    2p^=w. 

7**/  1/F(^)  ^  */  1/f^  ^  «/  l"'  F(p) 

■  admettra  encore  l'intégrale  algébrique  formée  des  trois  équa- 

•  tions 

I        L«  ^  M*  -♦-  N*  +  P*  -^  Q'  -^  R* 

(6*-K  c«-»-(P;ft*-^(c*-t-d».*-a*j6«-*-(r/*-*-a*-*-6V'-^(«*-+-6*-*-c*J^— IJ  » 

(d"a*+(P6*-^aVjr'+(o*6*+aV-»-/iV)6"'  —  V , 


(10) 


1  — 6»c'd*.a'+ Ara'.6»-f-  rf«ttV.y«  -+-  «ViV.J*  — W, 
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•  dans  lesquelles,  L,  M,  N,  P,  Q,  R  tenant  lieu,  pour  abréger^ 
»   des  six  différences 

(  L  =  6X  —  aY  ,        M  =  rX  —  aZ,        N  =  <yX  —  «T, 
(  p  =  yY  — 6Z  Q=<yY— 6T,        R  =  (yZ— rT, 

•  ^9  S»  7»  ^  désignent  de  nouveau  quatre  constantes  liées  par  la 

•  seule  relation 

»   de  manière  que  trois  d'entre  elles  demeurent  encore  entièrement 
»   arbitraires.  • 

«  Ces  deux  résultats,  ainsi  formulés^ constituent,  pour  les  deux 
cas  successivement  envisagés  de  trois  ou  de  quatre  variables, 
renoncé  complet  du  théorème  d'Abel,sous  la  forme  même  où  il 
est  présenté  par  Jacobi  dans  le  paragraphe  6nal  (§  8,  p.  11)  du 
célèbre  Mémoire  InùiuléiConsiderationes  générales  de  Transcen- 
dentibus  Abelianis  (Journal  de  Crelle,  Tome  IX,  p.  594),  mais 
en  y  ajoutant  à  chaque  fois  l'indication  de  la  forme  explicite  de 
rintégrale  algébrique  dont  Ténoncé  de  Tillustre  Auteur  se  borne 
à  certifier  lexistence^sans  produire  toutefois  cette  intégrale  elle- 
même.  —  Enfin,  étant  joints  à  la  communication  susmentionnée 
tout  à  l'heure  {Comptes  rendus  du  6  février  1893),  dont  ils  con- 
stituent les  deux  cas  particuliers  les  plus  simples,  ils  fournissent 
la  réponse  complète  au  desideratum  formulé  par  la  dernière 
phrase  du  magistral  exposé  que  nous  venons  de  citer  à  l'instant, 
et  qui  a  fondé,  pour  la  première  fois,  sur  ses  véritables  bases  la 
théorie  des  transcendantes  abeliennes  :  «  Ita  etiam  operœ  pre- 

•  tium  fore  credimus,  duarum  illarum  œquationum  differentia- 
»  Hum  infet^  très  variabiles  dua  integralia  compléta  algebraica , 
»  sive  generalius  m  —  i  œquatiouum  illarum  differentialium 
»  inter  m  variabiles  m  — •  1  integralia  compléta  algebraica^  per 
»   methodos  directas  integrationis  investigare,  atque  ita   nova 

•  nec  minus  singulari  demonstratione  Theorema  Abelianum 
«»   adomare  ». 

«  Toutefois,  l'Auteur  de  la  Note  analysée  ne  se  borne  pas  à 


cette  seule  forme  du  Théorème  d'Abel;  mais,  au  moyen  de  trans- 
formations facilesjl  en  déduit  encore  celle  plus  propre  aux  appli- 
cations pratiques,  sous  laquelle  ce  même  théorème  est  présenté, 
dans  Texcellent  Cours  d'Anah/se  de  l'École  polytechnique  de 
M.  Jordan,  et  qui  est  une  généralisation  aussi  large  que  possible 
de  Tautrc  forme  sous  laquelle  ce  même  théorème  est  énoncé  en 
premier  lieu  par  Jacobi  dans  le  §  2  (page  5)  des  Considerationes 
que  nous  venons  de  citer.  • 

«  Dans  le  second  paragraphe  de  la  Note  analysée, l'Auteur  pro- 
duit semblablement  la  forme  explicite  des  formules  d'addition 
des  deux  fonctions  hyperelliptiques,que  nous  représenterons  par 
9  (fi,  v)  et  ^l  (u^  v),  dont  il  est  question  dans  le  théorème  du  §  6 
(pp.  8-9)  des  mêmes  Considerationes,  formules  dont  Texistence 
est  encore  certifiée  simplement  par  Ténoncé  de  Pillustre  Géo- 
mètre, sans  aucune  indication  sur  la  forme  même  de  ces  équa- 
tions. Dans  ce  but,  TAuteur  envisage  d'abord, à  la  place  des  deux 
fonctions  précitées,  deux  autres  ^P  (u,  t;)  et  W  (v,  v),  appartenant 
à  la  même  catégorie  analytique,  c'est-à-dire  ne  différant  des  pré- 
cédentes que  par  Tintroduction,  dans  chacun  des  arguments, 
d'une  certaine  constante  additive  [tout  comme  le  cosinus  se  rat- 
tache au  sinus  par  la  relation  cos  x=  sin  (x  -+-  J)] ,  ou,  en 
d'autres  termes,  telles  que  l'on  ait 

et,  avec  ces  nouvelles  fonctions,  si  Ton  convient  alors  de  repré- 
senter par  X|,  Y^,  Z|,  ou  par  X2,  Y2,  Zj,  ce  que  deviennent  les 
quantités  X,  Y,  Z  définies  par  les  équations  (2)  ci-dessus,  après 
que  l'on  y  a  remplacé  /,  fjt,  v  respectivement  par 

ou  par 

les  formules  d'addition  annoncées  par  Jacobi  seront,  sous  forme 


(16) 
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explicite,  pour  lesdites  fonctions  <]>  et  W,  les  deux  suivantes  : 

(Y,Z,-.Z.Y,*+        (Z,X,  -  X.Z,)*  H-    (X.Y,  — Y.X,)» 
^jU-(6«H.O|(X.-X,r+|U^(c«-*.a«)j(Y,-Y.r-i.jU-(a'-*-6')|(Z|-Z.)'HO* 

o«(Y,Z,— Z.Y,)'  H-  /i«(Z,X,  — XA)»  -*-  c'(X,Y,  -  Y,X,)«      ' 
♦.  (V-ft»0(X,— X,)'-^(V-  cV)(Y,-Y.)«H.(V-aV)(Z,  -Z,)*=0. 

«  Il  serait  facile  de  déduire  de  même  de  Tintégrale  algé- 
brique (11)  les  formules  d'addition  analogues  des  fonctions 
hyperelliptiques  de  la  seconde  classe,  c'est-à-dire  à  trois  varia- 
bles :  0  (u,  Vy  u;),  m  (m,  r,  tu),  Il  (m,  t?,  w).  Mais  pour  ne  pas 
allonger  outre  mesure  celle-ci»  nous  les  réserverons  pour  une 
autre  communication.  » 

«  Les  équations  précédentes  (16)  étant,  de  même  que  les  expres- 
sions X,  Y,  Z,  irrationnelles  par  rapport  à  chacune  des  six  quan- 
tités (14)  et  (15),  rAuteur  se  propose  ensuite  de  les  ramener  à 
une  forme  qui  soit  rationnelle  et  entière  non  pas  seulement,  ainsi 
qu'on  le  demande  habituellement,  par  rapport  aux  deux  dernières 
de  ces  deux  séries  de  quantités,  auquel  cas  ces  équations  seraient 
alors  du  second  degré  seulement  par  rapport  à  elles  (Considéra^ 
tiones,  §  2,  p.  5  au  bas^  et  §  6,  p.  8  idem),  mais  bien  par  rapport 
aux  six  fonctions  (14)  et  (15)  à  la  fois,  comme  le  sont  par  exemple 
les  formules  qui  donnent  sin(a-+-6)  etcos(aH-6)  ou  comme 
le  seraient  celles  qui  donnent  sn  (a -+-6),  en  (a -4-6),  dn  (a -4- 6), 
après  qu'on  en  aurait  chassé  le  dénominateur.  Dans  ce  but, 
l'Auteur  fait  voir  que  ces  mêmes  équations  sont  équivalentes 
ensemble  à  deux  autres  équations  réalisant  ces  conditions  qu'il 
écrit  explicitement  sous  la  forme  de  déterminants,  l'une  du 
quatrième  et  Taufre  du  cinquième  degré  par  rapport  à  l'une 
quelconque  de  ces  six  quantités  (14)  et  (15)  isolément,  ou  du 
huitième  et  du  dixième  degré  par  r^tpport  à  l'ensemble  des  deux 
dernières  fonctions  considérées  comme  les  inconnues.  Puis  il 
indique  le  moyen  de  déduire  de  ces  formules  d'addition  (16) 
relatives  aux  fonctions  4>  et  %  à  l'aide  d'une  simple  élimination 
algébrique,  celles  des  fonctions  primitivement  considérées  (p  et  ^ 
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de  Jacohî»  ainsi  que  les  formules  analogues  pour  un  nombre 
quelconque  d'arguments.  » 

c  Enfin,  à  titre  de  vérification  en  même  temps  que  d'exemple 
d'application  desdites  formules  (16),  il  montre  aisément,  par  un  cal- 
cul direct,  qu'elles  mettent  bien  en  évidence  les  périodes  connues 
des  fonctions  9  et^^,  qui  sont  évidemment  les  mêmes  que  celles 
des  fonctions  f  et  <p  de  Jacobi.  » 

«  LfCS  trois  paragraphes  suivants  ont  pour  but  de  présenter  un 
exemple  d'application  des  théories  et  des  méthodes  développées 
dans  les  tieux  premiers,  à  propos  du  cas  plus  simple  des  fonctions 
elliptiques  qui,  correspondant  à  l'hypothèse  d'une  variable  en 
moins,  permeUra  toujours  d'effectuer  en  réalité  complètement  tous 
les  calculs.  » 

«  Partant  de  cette  donnée,  l'Auteur  établit,  les  unes  après  les 
autres,  les  formules  fondamentales  (nous  voulons  dire  celles 
d'addition,  dont  peuvent  être  à  la  rigueur  tirées  toutes  les  autres) 
des  trois  espèces  de  fonctions  elliptiques,  en  appliquant  le 
théorème  d'Abel,  démontré  dans  le  paragraphe  I,  successive- 
ment aux  trois  types  d'intégrales 

— a«  —a*  -  a* 

dans  l'écriture  desquelles  il  est  fait,  pour  abréger, 

«  Dans  le  paragraphe  III,  le  calcul  reproduit,  à  cet  effet,  de 
point  en  point,  avec  une  variable  de  moins,  celui  développé  dans 
le  paragraphe  II  précédent  pour  trouver  les  formules  d'addition 
des  fonctions  hyperelliptiques,  et  constitue  dès  lors  un  nouveau 
mode  de  démonstration  des  formules  qui  donnent  sn((i  +  t?), 
en  (u  •+•  v)y  et  dn  (n  + 1?),  à  ajouter  à  la  série  déjà  si  nombreuse 
des  démonstrations  connues  de  ces  formules.  » 

«  Semblablement  dans  le  paragraphe  IV,  considérant  à  tour 
de  rôle  les  deux  dernières  intégrales  (17),  et  leur  appliquant  pas 
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à  pas  tous  les  raisonnements  et  les  procédés  de  calcul  qui  ont 
servi  dans  le  paragraphe!  à  démontrer  le  théorème  d'Abel, 
TAuteur  parvient  ainsi  successivement,  pour  les  fonctions  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce,  aux  deux  formules  connexes 

iZ(y-i-^)»sZ(»)     -+-Z(tf/)       -4-  ^*8nf  sntf»sn(f -h^), 
„^  ,__..__       .^     1.      i  ■♦-A:'sn«»sn  *sn^sn{f -♦-^-♦-A) 

dont  la  première  peut  d^ailleurs  être  déduite  aisément  comme 
càs-limite  de  la  seconde,  en  divisant  simplement  cette  dernière 
par  le  paramétre  A,  et  faisant  ensuite  h  =»  0,  » 

«  En6n,  dans  le  paragraphe  V,en  s*aidant  tant  de  ces  dernières 
formules  que  des  calculs  qui  ont  servi  à  les  établir,  et  partant  de 
la  considération  de  la  différence,  symétrique  (au  signe  près)  en 
p  et  r,  de  deux  intégrales  de  troisième  espèce,  telle  que 


puis  transformant,  à  Taide  d*un  procédé  dû  à  Jacobi  pour  les 
intégrales  hyperelliptiques  en  général,  chacune  de  ces  deux 
intégrales  en  intégrales  doubles  aux  mêmes  limites  en  p  et  r,  et 
remarquant  enfin  que  Tiniégrale  double  par  laquelle  peut,  dans 
ces  conditions,  être  exprimée  celle  différence  elle-même,  se 
décompose  alors  en  intégrales  simples  de  première  et  de  seconde 
espèce,  TAuteur  établit  par  ce  moyen,  tout  d*abord,  la  formule 
connue  de  l'échange  de  Targument  et  du  paramètre,  savoir 

n(»,  h)  —  n(/4 ,  »)  =  /»z(cj)  —  aZ[h), 

de  laquelle  il  déduit  ensuite,  en  quelques  lignes,  ainsi  qu'on  le 
fait  habituellement,  en  premier  lieu,  la  formule  connexe  de  la 
seconde  formule  (1 8),  relative  à  Taddiiion  des  paramètres  dans 


la  fonction  de  troisième  espèce,  savoir 

n(»,p-*-^)==n(M.p)-*-II(»,9)  —  k'osnpsnqsnip-^q) 

i,      i -*- fc*sn»sn7sn«sn(p-+-ûf-*-«) 

-* — ^^^1 ïl — — ' 

"2        i — k^sii  p  snqsn  a  su  (p-^q — a\ 

et,  de  ces  deux  dernières  elles-mêmes,  enfin,  la  formule  générale 
d'addition  pour  cette  espèce  de  fonction,  formule  nouvelle  qui 
les  comprend  Tune  et  Tautre  à  titre  de  cas  particulier,  savoir 

n{î>-4.^,  pn-ç) = iKf,  p)-+-  n(î»»  9)-^n(^.  p)-^nu»  q) 

—  fc*(î)-+-<f»)snpsn7sn(p-*-qr)-4--logÛ, 

Q  désignant  une  certaine  fonction  déterminée  des  sinus  d'ampli- 
tude des  combinaisons  les  plus  simples  des  quatre  quantités 
<p,  (f,  p  et  9.  » 

c  En  résumé,  grâce  à  la  merveilleuse  fécondité  du  théorème 
d'Abel  qui  fait  le  sujet  principal  de  la  Note  analysée,  les  for- 
mules fondamentales  se  trouvent  établies,  pour  les  trois  espèces 
de  fonctions  elliptiques,  simultanément,  par  un  procédé  uni- 
forme et  à  Taide  des  mêmes  éléments  analytiques,  en  partant 
exclusivement,  comme  on  la  vu,  de  la  notion  des  intégrales  de 
première,  de  deuxième,  ou  de  troisième  espèce,  qui  donnent 
naissance  aux  différentes  fonctions  envisagées  :  alors  que,  dans 
tous  les  traités  d'Analyse  les  plus  estimés  et  les  plus  répandus, 
la  démonstration  de  ces  mêmes  formules  procède  de  deux 
points  de  départ  absolument  différents  selon  les  cas,  étant  tou- 
jours déduite  de  la  notion  desdites  intégrales,  quand  il  s'agit  des 
fonctions  de  première  espèce,  cl  reposant,  au  contraire,  exclusi- 
vement sur  la  notion  beaucoup  plus  complexe  des  développe- 
ments en  série  ou  en  produits  infinis  qui  constituent  les  fonc- 
tions 6  de  Jacobi,  lorsque  l'on  considère  celles  de  deuxième  ou 
de  troisième  espèce.  En  y  joignant  la  considération  des  for- 
mules (5),  (11),  et  (16),  qui  n  avaient  peut-être  pas  encore  été 
produites,  c'est  dans  cette  particularité  que  consiste  le  caractère 
le  plus  saillant  du  travail  qui  vient  d'être  analysé.  » 
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M.  Goedseels  fait  la  remarque  suivante  sur  Tappareil  héli- 
coïdal : 

Les  descriptions  des  .appareils  hélicoïdaux,  données  par  les 
bons  auteurs,  ne  laissent  guère  à  désirer.  Néanmoins,  lorsqu'on 
veut  appliquer  ces  descriptions  théoriques  à  lexécution  d*un 
projet  déterminé,  et  que  le  corps  de  la  voûte  est  en  briques, 
tandis  que  les  têtes  sont  en  pierre  de  taille,  on  rencontre  quelques 
difficultés  ou  plutôt  quelques  complications  inattendues.  Ces 
complications  résultent  de  ce  fait  que,  pour  un  même  intrados, 
plusieurs  dispositions  se  présentent  à  priori  à  Pesprit,  et  qu'on 
ignore  si  d'autres  dispositions,  non  entrevues,  ne  sont  pas  pos- 
sibles et  meilleures. 

Pour  pouvoir  choisir,  entre  toutes  les  solutions  possibles,  celle 
qui  répond  le  mieux  aux  exigences  du  projet,  le  premier  pro- 
blème qu'on  doit  résoudre  consiste  donc  à  déterminer  les  diffé- 
rents dispositirs  d'appareils  hélicoïdaux  qui  conviennent  à  un 
même  intrados. 

Voici,  en  résumé,  comment  on  peut  résoudre  cette  ques- 
tion : 

1"*  On  se  donne  le  maximum  E  et  le  minimum  e  entre  lesquels 
peut  varier  l'épaisseur  moyenne  d'une  assise  de  briques,  y 
compris  le  joint  de  mortier. 

2"*  On  divise  par  les  limites  e,  E  la  longueur  d  de  la  corde 
du  développement  de  Tare  de  tête  ;  on  obtient  ainsi  les  limites 
(d:e),  (d:E)  entre  lesquelles  peut  varier  le  nombre  N  des 
assises  de  briques  qui  rencontrent  les  voussoirs  d'une  léte. 

3"*  On  sait  que  le  nombre  N  doit  être  le  produit  du  nombre  V 
de  voussoirs  d'une  tête,  par  le  nombre  B  d*assises  de  briques 
qui  correspond  i  chaque  voussoir,  et  que  les  nombres  V  et  B 
sont  impairs. 

4®  Pour  connaître  tous  les  nombres  N  =  VB  qui  conviennent 
au  projet,  il  suffit  donc  de  chercher  tous  les  nombres  impairs 
non  premiers,  depuis  (d  :  E)  jusque  (d  :  e),  de  les  décomposer  de 
toutes  les  manières  possibles  en  produits  de  deux  facteurs  V,  B 
et  d'en  éliminer  ceux  qui  donneraient  des  voussoirs  trop  petits 
ou  trop  grands. 
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Les  combinaisons  qui  resienl  disponibles  après  cet  examen 
sont  les  seules  possibles.  On  choisit  la  nieiilenre,  en  tenant 
compte  des  antres  conditions  qu*il  y  a  lieu  de  remplir. 

Jeudiy  13  avril  1893, —  M.  Dutordoir  attire  Tattention  de  la 
section  «tir  une  généralisation  possible  du  dernier  théorème  de 
fermât,  louchant  Timpossibilité  de  la  relation  a"  -h  6"  «=(•'•,  où 
a,  6y  c  sont  des  nombres  rationnels,  et  n  est  im  nombre  efitier 
supérieure  2. 

M.  Dutordoir  a  des  raisons  de  croire  que  la  relation  précé- 
dente serait  encore  impossible  si  Ton  y  supposait  n  rationnel  et 
différent  de  1  et  de  2. 

Les  méthodes  qu'il  a  découvertes  pour  démontrer  le  dernier 
théorème  de  Fermât  et  dont  il  prépare  en  ce  moment  la  publi- 
cation, s^appliqueront  au  théorème  plus  général  dont  il  vient 
d'être  question. 

Le  cas  le  plus  simple,  parmi  ceux  qui  ne  rentrent  pas  dans 
renoncé  de  Fermât,  est  celui  où  l'on  suppose  ne=s  i.  L'impossi- 
bilité de  la  relation  I/0-4-  l/fc  =  V^,quand  Fun  au  moins  des  trois 
nombres  a,  6,  c  n'est  pas  un  carré  pariait,  résulte  de  cette  propo- 
sition plus  générale,  démontrée  par  Ëuclide  dans  le  dixième  livre 
des  Éléments  (prop.  XLII,  éd.  lieiberg),  que  la  relation 

est  impossible  si  r  est  différent  de  a  et  de  6,  quand  Tun  des  quatre 
nombres  a,  6,  c,  d  n'est  pas  un  carré  parfait. 

A  cette  occasion,  M.  Dutordoir  fait  remarquer  Kanalogie  qui 
existe  entre  la  méthode  appliquée  par  Ëuclide  à  Tétude  des  irra- 
tionnelles du  second  degré  et  celles  que  les  plus  illustres  géo- 
mètres du  sièch*  présent  ont  employées  pour  Téiude  générale 
des  irrationnelles  algébriques. 

Ëuclide  appelle  rationnelles  non  seulement  les  longueurs 
comroensurables  avec  celle  qui  est  choisie  comme  unité,  mais 
eiit'ore  avec  celles  dont  les  curies  sont  commensurables  avec  le 
XVll.  6 


carré  conslruit  sur  Tunilé.  Il  définit  ainsi,  pour  chacune  ries  pro- 
posiiions  à  énoncer  par  lui,  un  «corps  quadratique >  dans  le  sens 
de  M.  Dedekind,  ou  un  de  ces  «  domaines  de  rationalité  >,  dont 
la  notion  constitue  la  base  des  Grundzûge  einer  arithmetischen 
Théorie  der  algebraischen  Grôssen,  de  Kronecker. 

IH.  Man.«ion  signale  de  nouveau,  à  cette  occasion,  la  perfection 
du  dixième  livre  des  Éléments,  qui  est  précisément,  dans  cet 
ouvrage  immortel,  ce  qui  appartient  en  propre  à  Eiiclide. 

M.  Pasquier  fait  une  communication  sur  les  solutions  mul- 
tiples du  problème  des  Comètes. 

On  sait  que  trois  observations  suffisamment  rapprochées  per- 
mettent de  déterminer,  dans  une  première  approximation,  Por- 
bite  d*une  comète  ou  d'une  planète.  Quand  il  8*agit  d*une  comète 
nouvelle,  on  fait  les  calculs  en  supposant  d'abord  Torbite  para- 
bolique :  c'est  ce  qui  est  admis  ici.  La  direction  dans  laquelle 
Pastre  est  vu  lors  de  la  deuxième  observation  étant  connue,  il 
reste  à  en  déterminer  la  distance  à  la  Terre.  La  détermination  de 
cette  distance,  qui  ne  peut  se  faire  que  par  tâtonnements,  consti- 
tue la  principale  difficulté  du  problème  :  bien  qu*il  ne  puisse  y 
avoir  dliésitation  qu'entre  les  racines  positives  de  Téquation 
de  «iegré  supérieur  à  laquelle  on  est  conduit,  une  discussion  est 
d'ailleurs  nécessaire  pour  fixer,  dans  chaque  essai,  le  nombre  de 
ces  racines  positives;  ultérieurement,  on  se  débarrasse  des  racines 
positives  étrangères  pour  ne  conserver,  comme  solution  du  pro- 
blème astronomique,  que  celle  qui  fournit  la  meilleure  «  repré- 
s^entation  du  lieu  moyen  ■. 

L'édition  française  du  Traité  des  orbites  d'OppoIzer  renferme 
bien  (pp.  314-318,  460-464)  une  discussion  satisfaisante  rela- 
tive aux  solutions  multiples,  mais  cette  discussion  convient  uni- 
quement au  cas  de  la  méthode  d'Olbers. 

M.  Pasquier  expose  des  résultats  plus  généraux,  applicables 
également  à  la  méthode  d'Olbers  et  à  celle  d'OppoIzer. 

Oppoizer  a  démontré  que,  dans  la  méthode  d'Olbers,  il  y  a  tou- 
jours une  ou  trois  solutions  positives.  M.  Pasquier  trouve  que, 
dans  le  cas  général,  ce  nombre  de  solutions  est  impair  ou  pair 
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suivant  que,  dans  Ih  représeniation  géométrique  analogue  à  celle 
«rOppoIzer  (loc.  cit.^  p.  315),  la  courbe  coupe  Taxe  des  yen 
dessous  ou  au-dessus  de  la  parallèle  à  Taxe  des  x,  tracée  à  la  dis- 
tance 4R]^  de  cet  axe  :  dans  le  premier  cas,  il  y  a  une  ou  trois, 
rarement  cinq  solutions;  dans  le  deuxième  cas,  il  y  en  a  zéro, 
deux,  rarement  quatre,  presque  jamais  six.  Le  premier  cas  est  le 
plus  ordinaire;  il  est  applicable  à  tous  les  essais  de  la  méthode 
d^Olbers  et  au  premier  essai  de  la  méthode  d'OppoIzer.  Le  cas  où 
la  courbe  coupe  Taxe  des  //  au  même  point  que  la  parallèle  à 
Taxe  des  x  dont  il  vient  d*é(re  question,  rentre  aisément  dans 
rimdes  deux  autres;  seulement,  il  ne  faut  jamais  avoir  égard  à 
la  racine  x  =  0,  inadmissible  au  point  de  vue  astronomique,  et 
le  nombre  de  solutions,  quand  il  est  pair,  ne  peut  dépasser 
quatre. 

M.  Pasquier  note  encore  que,  dans  Texpression  de  p..,  il  faut 
toujours  prendre  le  signe  -+-  devant  le  radical  dès  que,  ce  qui 


est  Tordinaire,  r„  est  <  ^  (où  //o  représente  lordonnée  à 
Torigine  de  la  courbe  qui  intervient  dans  la  question)  :  y^=  i 
pour  le  ens  particulier  de  la  méthode  d'Ulbers  et  dans  le  premier 
essai  de  la  méthode  d'OppoIzer. 

M.  Pasquier  fait  enfin  remarquer  que,  dès  1885,  il  a  introduit, 
dans  sa  traduction  française  du  premier  volume  du  Lehrbvch 
«rOppoIzer,  toutes  les  corrections  relatives  à  ce  volume  et  signa- 
lées, longtemps  après,  par  IM.  Leuschner,  dans  le  tome  11  de  la 
Société  aslronofnique  du  Pacifique. 

M.  Ch.  J.  de  la  Vallée  Poussin  fait  eonnaitre  à  la  section  un 
théorème  concernant  les  séries  dont  tous  les  termes  sont  des 
fonctions  synectiques  d'une  variable  complexe  dans  une  aire  A. 
Il  démontre  que  si  la  série  est  uniformément  convergente  dans 
cette  aire,  elle  a  pour  dérivée  une  fonction  sjnectique  et  que 
Ton  peut  différentier  la  série  terme  par  terme,  autant  de  fois 
qu'on  le  veut. 

M.  de  la  Vallée  rappelle  qu*il  a  fait  connaître  ces  résultats  dans 
un  article  tout  récent  du  journal  de  M.  Teixeira;  mais  il  montre 
ensuite  que  le  même  mode  de  démonstration  s'applique  à  un 
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ibéorème  plus  gônéral,  d  où  Ion  peut  déciuiiT  drs  résultats 
importants  dans  la  théorie  dos  produits  infinis  (*t  des  intégrales 
définies. 

Cette  communication  sera  publiée  dans  h  seconde  partie  des 
A  nnalei, 

La  section  s'occupe  ensuite  de  nouveau  du  projet  de 
M.G.Lambert  pour  résoudre  la  question  des  eaux  de  Bruxelles. 

M.  d'Ocagne  entretient  la  section  des  divers  types  d'appareils 
destinés  à  opérer  mécaniquement  les  calculs  arithmétiques. 

H  les  divise  en  deux  catégories.  La  première  contient  ceux 
de  ces  appareils  qui  ne  comportent  point  de  mécanisme  (engre- 
nages, ressorts,  cames,  déclics,  etc.);  la  seconde,  ceux  qui  en 
comportent. 

Les  premiers  reçoivent,  par  convention,  le  nom  iïinstrumenli; 
les  seconds,  celui  de  machines. 

Les  instruments  arithmétiques  se  retrouvent,  dès  les  âges  les 
plus  reculés,  chez  tous  les  peuples.  Exemples  :  les  abaques  des 
Grecs,  les  bouliers  du  moyen  âge,  le  souan-pan  des  Chinois,  etc., 
mais  ceux  dont  on  se  sert  aujourd'hui  dérivent  presque  tous, 
plus  ou  moins  directement,  des  bâtons  de  Neper,  que  celui-ci 
u  fait  connaître  en  ICI 7  dans  sa  Rhabdologie.  Il  y  aurait  tout 
tin  livre  â  écrire  sur  les  innombrables  variétés  qui  ont  été 
proposées  de  cet  instrument  primitif.  Tous  ces  appareils 
exigeaient  que  Ton  lit  une  addition  pour  avoir  le  produit  d'un 
nombre  par  un  multiplicateur  d'un  seul  rhiiïre.  CVst  M.  Genaille, 
attaché  à  l'Admâiistration  des  chemins  de  fer  de  l'Etat  français, 
qui,  le  premier,  il  y  a  une  dizaine  d'années,  est  parvenu,  par 
une  disposition  très  ingénieuse,  â  supprimer  cette  addition.  Il  a 
même  fait  voir  lommcnt  ses  réglettes  pouvaient  être  modiflées 
en  vue  de  donner  le  produit  de  deux  nombres  de  plusieurs 
ehiiïri'S. 

De  son  côté,  M.  Léon  Bollée,  l'auteur  des  belles  machines 
arithmétiques  dont  il  sera  question  plus  loin,  a  imaginé  un 
appareil  très  simple  et  très  ingénieux,  tout  différent  d'ailleurs  de 
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eelui  de  M.  Genaille,  et  donnant  plus   rapidement   encore  le 
produit  de  doux  nombres  de  plusieurs  chilTres. 

Quant  aux  machines  arithmétiques,  elles  datent  de  la  machine 
à  additionner  que  Biaise  Pascal,  alors  âgé  de  18  ans,  inventa 
en  164^.  Cette  machine,  toute  grossière  qu^elle  puisse  paraître 
aujourd'hui,  doit  être  considérée,  si  Ton  se  reporte  à  Tépoque  de 
sa  construction,  comme  un  véritable  chef-d'œuvre  de  mécanique. 

Le  type  primitif  de  la  machine  de  Pascal  fut  successivement 
modifié  par  divers  mécaniciens,  notamment  par  Lépine  (1725% 
par  Hillerin  de  Boitissandau  (1730)  et,  en  dernier  lieu,  par  le 
D'  Roth  qui  y  apporta  de  très  notables  perfectionnements,  en 
rendant  son  jeu  plus  facile  et  plus  sûr  et  en  réduisant  beaucoup 
ses  dimensions. 

D'autres  essais  furent  tentés  par  Leibnilz  (1673),  Gerstcn 
(1735),  Pereire  (1750),  lord  Mahon  (1776),  Matthieu  Hahn 
(1777),  Mûller(1784),  Abraham  Slern  (1814),  Kratzenslein. 

Mais  le  véritable  essor  pris  par  les  machines  arithmétiques  ne 
date  que  de  Tinveniion,  en  1820,  par  Thomas  (de  Colmar)de 
son  arithmomèlre,  successivement  amélioré  depuis  lors  et  très 
répandu  dans  les  bureaux  de  calculateurs. 

l/arithmomètre  de  Thomas,  en  permettant  d'introduire  dans 
le  résultat  un  nombre  d*abord  inscrit  sur  l'appareil  par  un 
simple  tour  de  manivelle,  a  résolu  le  problème  de  la  rapide 
multiplication  mécanique.  Il  suflit,  pour  eiïectuer  une  multipli- 
cation, de  donner  autant  de  tours  de  manivelle  qu'il  y  a  d'unités 
dans  la  somme  des  chiffres  du  multiplicateur. 

Cette  machine  s'applique  d*nilleurs  aussi  bien  aux  opérations 
soustractivcs  qu'aux  opérations  additives.  Il  suffit,  pour  eiïectuer 
ce  renversement,  de  pousser  simplement  un  bouton. 

D*autres  machines  du  même  genre  ont  été  inventées  par  le 
D'  Roth,  par  Maurel  et  Jayet,  par  Tchebicheiï,  par  Odhner,  etc. 

Dans  la  machine  Maurel  et  Jayet,  il  sulTit  d'écrire  le  iDultipli- 
(uleur  au  moyen  d'aiguilles  tournant  sur  des  cercles  divisés,  pour 
que  le  résultat  apparaisse  immédiatement.  Théoriquement  cette 
machine  est  donc  voisine  de  la  perfection.  En  réalité,  elle  est  trop 
compliquée  de  construction  et  trop  fragile. 


La  machine  TchcbiehefT  présente  cette  particularité  qu'elle  est 
à  mouveu)ent  continu. 

Toutes  les  machines  précédentes  opèrent  la  multiplication  par 
additions  successives.  La  première  machine  à  multiplication 
directe  a  été  inventée  en  1888  par  un  jeune  homme  de  18  ans, 
M.  Léon  Bollée,  qui  depuis  Ta  encore  perfectionnée  et  en  a  fait 
un  véritable  chef  d'œuvre.  Dans  cette  machine,  on  n*a  à  donner 
qiiun  nombre  de  tours  de  manivelle  égal  au  nombre  des  chiffres 
du  multiplicateur,  Ln  exemplaire  du  type  primitif  de  la  machine 
existe  au  Ministère  des  chemins  de  fer  belge. 

Enfin,  une  dernière  catégorie  comprend  les  machines  cfTec- 
tuant  les  calculs  par  différences.  La  première  en  date,  celle  de 
Babbage  (1838),  n*a  jamais  été  achevée.  Scheutz,  de  Stockholm, 
en  construisit  une  qui  opérait  sur  les  dilTérences  quatrièmes  et 
dont  Texemplaire  unique  appartient  maintenant  à  TObservatoire 
Dudiey,  d*Albany  (États-Unis). 

Quelque  remarqtiables  que  soient  ces  machines,  elles  vont 
prochainement  être  notablement  distancées  par  une  machine  que 
M.  Léon  Bollée  a  imaginée  et  qu'il  est  en  train  de  faire  exécuter. 
Cette  machine  opérera  sur  les  dilTérences  vingt-septièmes!  En 
sorte  qu'on  peut  dire  qu'elle  permettra  d'effectuer  tout  calcul 
procédant  suivant  des  séries  convergentes.  On  peut  se  rendre 
compte  par  là  de  l'extraordinaire  puissance  calculatrice  qu'elle 
présentera. 

La  section  procède  enfin  au  renouvellement  de  son  bureau. 
Sont  élus  : 

Président  :  M.  M.  d'OcACNB. 

Vice- Présidents  :  MM.  E.  PASQUiEn, 

Cl.  Dusal'soy. 
Secrétaire  :  M.  H.  DuTonooin. 
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Deailème  section. 

Mercredi,  /2  avril  1893.  —  Le  R.  P.  Thirion,  S,  J.,  fail  au 
nom  du  R.  P.  De  Greeiï,  S.  J.,  et  au  sien  la  communication  sui- 
vante sur  Le  magnétisme  de  l'acide  carbonique, 

1.  Le  magnétisme  de  Tacide  carbonique  gazeux  a  été  étudié 
par  Faraday,  Becquerel,  Plûcker,EQmoir,  A.  Toepler  et  R.  Hennig, 
Quincke,  etc.  De  Tensemble  de  ces  recherches,  dont  les  résultats 
numériques  s'accordent  m»l,  il  résulte  que  l'cLcide  carbonique 
gazeux  e$t  faiblement  diamagnétique  {*), 

Il  n'existe,  à  notre  connaissance,  aucune  recherche  relative  au 
magnétisme  de  Tacide  carbonique  liquide  ou  solide. 

C'est  sous  ce  dernier  état  que  nous  l'avons  éiudié.  Nos  expé- 
riences ont  été  jusqu'ici  simplement  qualitatives;  leur  résultat 
fera  l'objet  de  cette  communication. 

2.  L'instrument  dont  nous  nous  sommes  servis  est  un  grand 
électro-aimant  de  Faraday  actionné  par  une  batterie  d'accumu- 
lateurs dont  le  nombre  des  éléments  a  varié,  au  cours  des  expé- 
riences, de  1  à  27. 

La  neige  d'acide  carbonique,  comprimée  dans  un  moule  en 
bois  de  0°°',5  de  diamètre,  à  l'aide  d'une  tige  en  ébonite,  nous  a 
fourni  des  crayons  compacts,  de  5  centimètres  de  longueur,  et 
s'évaporant  très  leniement. 

Pour  les  suspendre  entre  les  pôles  de  l'électro-aimani,  nous 
avons  eu  recours  aux  procédés  suivants.  Tantôt  le  crayon 
était  simplement  déposé  sur  un  petit  plateau  en  bois  suspendu, 
comme  le  plateau  d'une  balance,  à  la  potence  de  l'appareil. 
Tantôt  il  était  introduit  dans  un  anneau  en  papier  attaché  à  un 
61  très  fin  et  sans  torsion.  Dans  les  deux  cas,  l'électro-aimant 


(*)  Voici  quelques-uaes  des  valeurs  de  la  constante  magnétique  de  l'acide  carbonique 
gaxeux  relative  à  l'air,  trouvées  par  ces  physiciens: 

Faraday:  0,000;  Becquerel:  une  première  fois  0,000;  dans  une  seconde  série  de 
recherches,  —  0,14;  PlUcker:  0,00;  Efimoff:  —  0,032;  A.  Toepler  et  R.  Hennig: 
—  0,178,  etc. 
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était  arme  de  ses  bouts  en  mamelon,  distants  d'un  peu  plus  de 
5  eentimèires,  et  le  plan  horizontal  décrit  par  Taxe  du  crayon, 
contenant  au  début  la  ligne  des  pôles,  pouvait  être  relevé  ou 
abaissé  au  cours  des  expériences. 

i\ous  avons  aussi  placé  sur  les  bouts  plats  des  aimants  un 
vase  en  verre  mince,  contenant  assez  d*eau  pour  que  le  crayon 
put  flotter  à  la  surface  du  liquide.  Il  y  est  à  peine  déposé  de 
quelque  temps  qu*on  voit  se  former,  tout  autour  de  la  partie 
immergée,  un  petit  bateau  de  glace  qui  porte  le  crayon.  Si  le  vase 
est  assez  grand  pour  contenir  à  la  fois  plusieurs  crayons,  on  peut 
ainsi  réaliser  des  expériences  analogues  à  celles  que  fournissent 
des  aimants  flouants;  mais  dès  qu'ils  se  touchent,  ils  se  soudent 
Tun  à  Tautre  immédiatement. 

3.  Voici  la  marche  suivie  dans  chacune  des  expériences  : 
On  attend  que  le  système  qui  doit  porier  le  crayon  soit  par- 
faitement au  repos.  On  établit  le  courant  et  on  le  supprime 
plusieurs  fois  pour  constater  si  le  support  subit  laciion  du 
champ.  Le  fll  et  son  anneau  de  papier  se  sont  toujours  montrés 
parfaitement  inertes;  mais  le  petit  plateau  de  bois  et  ses  fils 
d'attache  étaient  très  légèrement  influencés. 

Le  courant  étant  supprimé,  on  fabrique  le  crayon  et  on  le 
suspend  dans  le  champ  magnétique,  en  ayant  soin  de  ne  le 
toucher  qu'avec  des  substances  inertes.  Un  n'établit  le  courant 
qu'au  moment  où  tout  le  sysième  est  au  repos.  Après  avoir 
constaté  et  estimé  approximativement  la  déviation,  on  supprime 
le  courant,  pour  vérifier  si  le  crayon  revient  à  sa  position 
initiale.  On  recommence  l'expérience  plusieurs  fois,  avec  le 
même  crayon,  en  faisant  varier  l'intensité  du  courant,  l'orienta- 
tion initiale  du  crayon  et  la  hauteur  du  plan  horizontal  de  son 
axe.  Enfin,  les  expériences  étant  arrêtées  bien  avant  que  le 
crayon  se  soit  entièrement  évaporé,  on  reçoit  celui-ci  dans  un 
tube  à  essai  pour  analyser  plus  tard  les  résidus  de  l'évaporation. 
4.  Une  première  série  d'expériences,  où  nous  n'avions  point 
pris  toutes  ces  précautions,  ne  nous  fournit  que  des  résultats 
douteux.  INous  obtenions  bien  une  déviation  très  marquée,  mais 
tantôt  nos  crayons  se  montraient  paramagnétiques,  tantôt  diama- 
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gnélîques,  le  même  crayon  maiiJtWtaiit  successivement  ces  pro^- 
priétés  opposées. 

H  en  fut  autrement  dans  toutes  les  expériences  suivantes,  c'est- 
à-dire  dans  toutes  celles  où  nous  ^vons  suivi  la  marche  indiquée 
plus  haut.  Tous  nos  crayons  se  montrèrent  constamment  et  très 
fortement  diamagnéliqnes. 

Les  déviations  observées  augmentaient,  toutes  choses  égales 
dailleurs,  avec  Tintensité  du  courant  utilisé;  elles  ont  atteint  et 
souvent  dépassé  ^0,  ^^  et  30  degrés.  En  les  comparant  à  celles 
que  donnait  une  tige  de  plomb  pur  de  même  longueur,  sus- 
pendue de  la  mémo  manière  dans  le  même  ihamp  magnétique, 
nous  les  avons  estimées  «le  mémo  ordre. 

Les  résidus  de  Tévaporaiion  des  crayons  furent  extrêmement 
minimes  dans  tous  les  cas;  l'analyse  chimi(|uc  n'y  a  rien  fait 
découvrir  (|ui  pût  expliquer  le  diamagnétisme  observé;  au  con- 
traire, elle  a  constamment  décelé  des  traces  de  fer  métallique, 
arraché  probablement  aux  parois  de  la  bombe  où  Tacide  carbo- 
nique avait  été  préalablement  condensé.  La  présence  de  ce  fer 
métallique  n*a  pu  (|ue  s'opposer  h  la  déviation  transversale  des 
crayons;  puisqu'elle  ne  la  pas  empêchée,  elle  témoigne  en 
faveur  de  la  propriété  diamagnétique  très  caraetérisée  de  Taeide 
carbonique  solide. 

5.  Ces  expériences  fournissent  donc  une  eonlirmation,  sous 
une  forme  bien  simple  et  extrêmement  sensible,  d'une  propriété 
connue  de  Tacide  carbonique.  Elles  l'ournisseni  en  outre  un 
exemple  de  la  persistance  de  la  propriété  magnétique  depuis 
Tétat  gazeux  jusqu^à  l'état  solicle. 

On  sait,  depuis  la  belle  expérience  de  M.  Dewar  stir  le 
magnétisme  de  loxygène,  que  ce  corps,  paramagnétique  à  Tétat 
gazeux,  Test  encore  et  très  énergiquement  à  Tétat  liquide,  étals 
où  les  molécides  sont  libres  et  ne  voient  pas  leurs  mouvements 
entravés  par  les  frottements  intérieurs,  i^e  diamagnétisme  de 
l'acide  carbonique  présente  ici  des  caractères  analogues  dans 
deux  états  plus  éloignés,  l'état  gazeux  et  Tétat  solide. 

Ces  faits  intéressent  les  théories  magnétiques  et  peuvent  leur 
servir  de  contrôle;  il  y  aurait  lieu  de  chercher  à  les  multiplier 


en  étudiant  les  propriétés  magnétiques  des  corps  que  Ton  peut 
soumettre  à  Pexpérienee  sous  les  trois  états. 

M.  Louis  Ilenry  a  continué  ses  recherches  sur  les  composés 
mono-carbonés. 

Il  rend  compte  de  faction  des  hydracides  halogènes,  HCi,  HBr, 
Hly  sur  Taldéhyde  méthylique. 

La  solution  de  celle-ci  dans  Teau  —  à  40  */»  —  en  présence 
des  alcools,  saturée  par  les  hydracides  gazeux,  fournit  les  éthers 
mélhy ligues  mono-substitués  H9C<qq  g^     . 

Il  signale  particulièrement  les  composés  obtenus  à  Taide  de 
lalcool  méthylique 

H,C<q[,jj    Temp.  d'ébull.  5î)«-60« 
"•^^<OCH.  "^  (K5<»-87-) 

"•^'^^ÔcH  •  (123--i25«). 

Tous  (*es  corps  se  font  remarquer  par  Tintcnsité  de  Taptitude 
réactionnelle  du  corps  halogène. 

Loxyde  de  méthyle  mono-chloré  H3C<^n  avait  déjà  été 
obtenu  en  1877  par  M.  Friedel,  par  la  ehloruration  directe  de 
Toxyde  de  méthyle,  réaction  délicate  et  dillicile  à  diriger. 
M.  Louis  Henry  rappelle  que  ce  composé  a  servi  à  son  61s, 
M.  Paul  Henry,  pour  réaliser,  à  Taide  des  composés  organo- 
zînciques,  la  synthèse  directe  des  alcools  primaires. 

M.  Louis  Henry  trouve  le  type  de  faction  des  hydracides 
halogènes  sur  laldéhyde  méthylique  seule,  dans  l'acide  bromhy- 
drique.  Celui-ci  s'y  ajoute  en  donnant  Thydroxy-bromure  de 
méthylène  H2C<^^,  liquide  insoluble  etdécomposable  par  Teau, 
lequel,  sous  Taclion   de   la  chaleur,  se  convertit  en  oxyde  de 

H,C     Br      . 

méthyle  bibromé  symétrique       >0  (Ebull.  vers  145'). 

L'action  de  HCI  et  Hl  est  plus  complexe  dans  ses  résultats. 
M.  Louis  Henry  fait  ressortir  en  terminant  le  haut  intérêt  qui 
s'attache  à  Taldéhyde  méthylique  HjC^O,  laquelle  constitue  le 
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véritable  irait  d^iiiiion,  en  ce  qui  concerne  les  composés  oxy- 
généSy  entre  la  chimie  minérale  et  la  chimie  organique,  ou 
plutôt  la  chimie  des  métaux  et  la  chimie  du  carbone. 

M.  Paul  Henry  fait  une  communication  sur  Taction  de  Tacide 
nitreux  sur  Téther  acétone  dicarbonique. 

Le  R.  P.  De  GreefT,  S.  J.,  analyse  ensuite  une  note  de 
M.  Duhem,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Lille,  sur  les 
phénomènes  de  volatilisation  apparente  de  Tacide  sélénhydrique. 
Cette  note  sera  publiée  dans  la  seconde  partie  des  Annales, 

M.  Van  der  Mensbrugghe  fait  une  communication  intitulée  : 
Réfutation  des  objections  du  R.  P.  Lerny  contre  la  théorie  de  la 
tension  superficielle  des  liquides  : 

«  Dans  un  article  inséré  au  numéro  du  15  mars  1893  de  la 
Revue  générale  des  sciences  du  D'  Olivier,  le  R.  P.  Leray  a 
présenté,  contre  In  théorie  de  la  tension  des  liquides,  une  série 
d'objections  que  je  me  propose  de  réfuter  dans  la  note  actuelle. 

1.  L^auteur  avance  «  que  les  partisans  de  la  tension  super- 
•  (icielle  déclarent  nettement  que  cette  tension  est  un  fait  d*ex- 
>  périence  dont  ils  ne  recherchent  pas  les  causes  •. 

A  cet  égard,  je  me  contenterai  de  rappeler  que  ces  eauses  ont 
été  recherchées  par  Th.  Young  (1805),  qui,  le  premier,  a  trouvé 
la  formule  fondamentale  de  la  capillarité,  attribuée  toujours  à 
tort  à  Laplace  (*);  par  Mossolli  (1843)  en  Italie;  par  Dupré  de 
Rennes  (1869)  en  France;  par  Lamarle  et  J.  Plateau  vers  la 
même  époque  en  Belgique;  par  Mellberg  (1871)  à  Helsinglors; 
par  Worthington  (1883)  en  Angleterre,  et  enlin  par  moi-même 
en  1884.  Il  faut  avouer  toutefois  que  les  eauses  invoquées  étaient 
fort  diiïérenles  :  c'est  même  cette  incertitude  sur  la  rigueur  des 
divers  raisonnements  qui  m'a  fait  soumettre  la  question  à  une 


(*)  Si  l'on  représente  par  p  la  pression  capillaire,  par  A  la  K'osion  superficielle,  par  R 
et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  au  point  de  la  surface  liquide  conKidéréc,  on  a 
p  =  A  (^  +  j^-:\  cest  la  Hirmule  de  Young. 


nouvelle  élude,  après  laquelle  j  ai  pu  (oui  rôcemmenl  auribuer  h 
une  seule  et  même  cause  la  force  contraelilc  et  révaporaiion 
des  liquides. 

2.  Le  P.  Leray  critique  la  comparaison  faite  par  beaucoup 
d'auteurs  entre  la  lension  d*une  membrane  de  caoutchouc  ei 
celle  de  la  couche  superficielle  d*un  liquide;  la  première  change 
avec  relTort  qui  (end  la  membrane  solide,  tandis  que  la  seconde 
est  regardée  comme  invariable  pour  un  même  liquide  à  une 
même  température. 

Ici  je  ne  puis  qu'approuver  la  critique  faite  par  Tauteur  : 
seulement  la  confusion  qu*il  condamne  n'a  pas  été  faite  par  les 
chercheurs  cités  plus  haut. 

3.  La  troisième  objection  du  savant  français  est  plus  sérieuse 
en  apparence  :  d'après  lui,  lors  même  que  la  couche  superfi- 
cielle d'un  liquide  serait  douée  d'une  force  contractile,  on  ne 
pourrait  légitimement  appliquer  à  celle  couche  les  principes  de 
mécanique  applicables  à  une  membrane  tendue  uniformément, 
puisque  les  particules  liquides  présentent  une  très  grande 
mobilité. 

Pour  réfuter  cette  objection,  je  ferai  remarquer  <|ue,  d'après 
ma  théorie  (*),  les  tranches  élémentaires  constituant  la  couche 
superficielle  sont  de  plus  en  plus  écartées  entre  elles,  et  ont  leurs 
propres  molécules  d'autant  plus  espacées  que  ces  tranches  se 
rapprochent  davantage  de  la  surface  libre;  cet  arrangement 
particulier  tend  à  se  rétablir  aussitôt  qu'il  est  modifié  soit  par 
révaporaiion,  soit  par  une  force  perturbatrice  quelconque.  C'est 
pourquoi  la  couche  superficielle  résiste  non  seulement  à  des 
cfTorts  s'exerçant  normalement  à  la  surface  liquide,  comme  le 
prouve  rexpérience  d'un  anneau  métallique  flottant  sur  l'eau, 
mais  encore  à  des  efforts  langenliels,  ainsi  que  le  démontre  un 
fait  curieux  découvert  par  J.  Plateau,  savoir  le  déplacement 
simultané  de  toute  la  couche  liquide  libre  par  une  aiguille 
aimantée  touchant  celte  dernière  par  la  face  inférieure  seulement. 


(*)  Voir  mes  deux  communications  préliminaires  {Bulletin  hk  L'AcAD^:Mie  dk  Kklijquk. 
18W,  t.  XXIV,  p  5^i3,  et  180:i,  t.  XXV,  p.  i33). 


IVaprèi^  cfla,  on  est  autorise  9  regarder  les  liens  intermolécii- 
lairi-$  lie  la  rnuclie  sii|»er6cielle  comme  assez  foris  pour  rendre 
légitime  l'appliralion  îles  principes  de  mécanique,  application 
jusiifice  d'ailleurs  par  d'innombrables  mesures  cxpérimenlales. 
C'est  la  jusiili<-8tron  complète  du  calcul  de  Th.  Young  d'abord, 
<(  après  lui,  de  Mossoiti  et  de  Meltberg. 

4.  On  sait  que,  pour  déterminer  la  pression  capillaire  en  un 
point  M  d'une  surface  liquide  courbe,  on  peut  décrire  du  point 
M  comme  centre,  avec  un  rayon  très  petit,  une  courbe  abc  qu'on 
décompose  ensuite  en  élémenis  égaux  ab;  on  considère  chacun 
d'eus  comme  sollicité  par  une  force  langenticllc  dirigée  en  debors 
de  la  courbe,  cl  h  somme  des  projections  de  toutes  les  forces 
analogues  sur  la  normale  en  M  donne  pour  résultante  une  pression 
qui  répond  h  la  l'nrniule  de  Young,  aiiribuée  très  injustement, 
je  l'ai  dit  plus  haut,  à  Laplaee. 

Puisque  chaque  élément  linéaire  du  contour  <i6c  est  soumis  à 
lieux  forces  lani^cnlielles  égales  et  opposées,  de  quel  droit, 
demande  t'aureur,  snpprime-i-on,  dans  le  raisonnement,  une 
moitié  de  ces  forces?  La  réponse  â  celte  question  est  comprise 
implicilemi'iil  dans  la  réfutation  de  l'objection  précédente  (n°3). 
Supposons  que  la  surface  idéale  de  la  figure  1  soit  celle  d'une 
lies  trenches  constituant  la  couche  superficielle;  si  par  le  milieu 
de  l'un  des  éléments  ad  on  mène  une  ligne  mMni'  normale  à 
nb,  passant  par  M  et  abou lissant  normalement  en  m',  milieu  d'un 
autre  éh'menl  a'b',  clinruri  des  élémenis  dont  cette  Ufine  est 
formée  sera  sollicité  pot  deux  forces  égales  cl  coniraires,  et 
l'ensemble  àv.  toutes  les  foiees  exercées  sur  la  ligne  mMm' 
pourra  in  réalité  être  remplacé  par 
les  deux  tensions  extrêmes  ni/,  fn'f, 
puisque  toutes  les  autres  se  déirui* 
ront  deux  ft  deux  comme  ciant  égales 
cl  contraires.  Si  l'on  répèic  le  même 
roisoimimcnl  pour  louies  les  iranchcs 
èlémcniaires  de  la  couche  superli- 
^'^  *■  ciclle,  on  pourra  subsiiiuer  ii  toutes 

les  forces  parallèles  i»f  oti  à  lontes  Ici  forces  m'f  une  force 
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unique  mF  ou  m'P'  égale  à  la  somme  des  premières,  puisque 
répaisseur  de  la  eouche  superficielle  est  au  plus  de  '"""/xoooo* 
D'après  cela,  il  s'en  faut  que  le  raisonnement  rappelé  par  Tau- 
teur  soit  vicieux  ou  même  seulement  obscur. 

5.'L'ascension  de  Teau  dans  un  tube  cylindrique  de  verre,  de 
rayon  r,  s'explique  comme  il  suit  :  la  couche  liquide  voisine  du 
corps  solide  mouillé  est  dans  un  état  de  compression  (ainsi  que 
je  Tai  montré  depuis  longtemps);  de  là  une  force  d'extension 
qui  étale  le  liquide  sur  le  verre;  mais  dès  lors  la  surface  de 
leau  devient  concave,et  comme  elle  est  soumise  à  une  tension  A, 
le  liquide  s'élève  à  une  hauteur  h  telleque  iitr  \^=^nr^hd,d  éiniii  la 
densité  du  liquide;  dès  ce  moment,  chaque  filet  vertical  de  la 
colonne  est  sollicité  vers  le  haut  par  une  traction  verticale  et  qui 
est  précisément  égale  au  poids  du  filet;  d'autre  part,  la  force 
d'extension  du  liquide  sur  la  paroi  permet  à  la  tension  du 
ménisque  d'opérer  sa  traction  vers  le  haut.  De  cette  manière, 
réquilibre  est  assuré,  malgré  la  ténuité  de  la  couche  liquide 
concave,  formée,  nous  le  savons,  par  une  suite  de  tranches 
liquides  où  le  groupement  moléculaire  est  tout  différent  de  ce 
qu'il  est  à  Tintérieur.  Ainsi  disparait  encore  une  difficulté  grave 
qu'oppose  le  R.  P.  Leray  à  la  doctrine  de  la  tension  superfi- 
cielle. 

6.  «  Mais,  ajoute  l'auteur,  il  y  a  d'autres  difficultés,  non 
»  moins  graves.  En  admettant  que  la  pellicule  superficielle  soit 
assimilable  à  une  membrane  solide,  le  liquide  qu'elle  recouvre 
jouit  bien  des  propriétés  d'un  fluide  et  ses  molécules  sont  très 
mobiles.  Comment  donc  le  comparer  à  im  poids  suspendu  à 
la  couche  supérieure?  Il  semble  même  que  l'expérience  con- 
tredit cette  manière  de  voir.  Car  si,  à  côté  du  tube  entière- 
ment cylindrique  (Gg.  2)  on  place  un  tube  dont  la  partie 
supérieure  soit  un  cylindre  de  même  diamètre  intérieur  3r 
que  le  précédent,  et  la  partie  inférieure  un  cylindre  de  dia- 
mètre plus  $rrand  2R,  on  pourra  disposer  ce  dernier  de 
manière  que  le  niveau  du  liquide  soulevé  soit  à  la  même  hau- 
teur A  dans  les  <leux  tubes  étroits,  et  la  tension  superficielle 
active  aura  dans  les  deux  la  même   valeur  im-X  ;  et  cepeii- 


»  dant  le  poids  soulevé  sera  d*une  part  icr'Ad  et  de  fautre 

wf^M  -+-  ,r  (R«  —  r»)  h'9, 

■  si  A'  est  la  hauteur  dans  le  cylindre  élargi.  La  même  force 

•  soulèverait  donc  des  poids  aussi  différents  qu*on  voudrait,  ce 

>  qui  est  inadmissible. 

»  On  répliquera  peur-éire  qu(\  dans  le  deuxième  cas,  comme 

>  dans  le  premier,  la  force  ^icrA  ne  soutient  que  le  poids  7cr-A); 

•  mais  alors  quelle  autre  force  soutient  le  poids  7r(R^ — r^)  A'd?». 
Afln  de  mieux  faire  comprendre  la  difficulté  signalée  par  le 

K.  P.  Leray,  j*ai  reproduit  les  termes  mêmes  dans  lesquels  s'en 
exprimé  Tauteur;  je  ne  puis  que  remercier  vivement  celui-ci 
d*avoir  présente  Tobjection  précédente,  car  il  m'a  fourni  ainsi 
foceasion  d'êclaircir  par  des  expérionees  très  simples  un  point 
d'hydrostatique  qui  nVst  pas  traité  dans  les  ouvrages  clas- 
siques (*)  ;  ce  point  est  le  suivant  : 

On  sait  qu'une  couche  horizontale  d*un  liquide  en  équilibre 
dans  un  vase  supporte  en  chacun  de  ses  éléments  une  pression 
égale  au  poids  d'une  colonne  liquide  ayant  cet  élément  pour 
base  et  pour  hauteur  la  distance  verticale  de  la  couche  au 
niveau. 

Ce  principe  s'applique  aisément  quand  la  couche  considérée 
est  au-dessous  du  niveau  ;  mais  comment  faut^il  Tinterpréter 
lorsque  la  couche  appartient  è  une  colonne  liquide  soulevée 
au'^tessus  du  niveau  par  un  moyen  quelconque,  par  exemple 
par  la  pression  atmosphérique  ou  par  un  effet  capillairr?  J'exa- 
minerai seulement  le  dernier  cas. 

Si  A^  est  la  distance  de  la  couche  au-dessus  du  niveau,  x  la 

pression  inconnue,  P  la  pression  atmosphérique  exercée  sur  le 

liquide  du  vase,  et  i  la  densité  de  ce  liquide,  on  trouve  immé- 

iliatement 

X  =P  —  M» 


{*)  Voir  ma  note  intitulée  :  Sur  la  jtrtuion  hydrostatique  négative  (RuLh.  i>k  l'4cad. 
ROT.  DE  Bklg.,  n*  d'iTril  laaS). 


c'esi'ft-dire  que,  abstraction  Taitr  de  la  pression  atmosphérique, la 
couche  subit  non  une  compression  comme  toutes  les  tranches 
inférieures  au  niveau,  inais  une  tension  ou  succion;  or.de  même 
que  le  poiils  d'un  petit  ojlindrc  d'eiiu  suOit  pour  produire  l'état 
de  compression  dans  une  grande  masse  liquide  (expérience  du 
tonneau  de  Pascal),  de  même  la  traction  opérée  sur  une  petite 
colonne  cjlindrique  de  rayon  r  peut  produire  l'état  de  succion 
dans  une  masse  cylindrique  de  rayon  quelconque  K  >  r  (*); 
c'est  grAce  i>  cet  état  particulier  que  le  cylindre  d'eau  de  rayon  K 
est  maintenu  en  équilibre  quel  que  soit  d'ailleui^  R,  pourvu  que 
le  rayon  r  soit  assez  petit  pour  maintenir  en  équilibre  la  colonne 
cylindrique  de  poids  Tir'^fid,  h  l'aide  de  le  force  totale  2itrA 
dirigée  vers  le  haut.  Voilà  la  solution  bien  simple  de  la  diflieulié 
signalée  par  le  R.  P.  Lcrsy. 


Pour  plus  de  sùrcié,  j'ai  junmis  l'explication  qui  précède  è  une 
vérification  directe;  pour  cela,  il  m'a  suffi  d'introduire  dans  le 
cylindre  de  rayon  R  l'une  des  branches  d'un  tube  en  U  complc- 
lemeni  rempli  d'eau,  pendant  que  l'autre  branche  était  fermée; 
quand  l'cxtrcinitc  de  la  première  fut  arrivée  à  une  hauteur  h,, 
é  l'intérieur  du  cjlîndre  àé  rayon  R,  je  débouchai  re%tréniité 
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de  la  seconde  branche  :  aussitôt  je  vis  descendre  l*eau  dans 
celle-ci  précisément  jusqu*au  niveau  dans  le  vase;  ainsi  se  trou- 
vait bien  accusée  la  pression  négative  —  Af  ^  ;  en  soulevant  ou 
abaissant  le  tube  en  U,  j*ai  toujours  vu  Teau  se  placer  au  même 
niveau  dans  la  branche  extérieure  que  dans  le  vase  même. 

7.  La  dernière  difficulté  signalée  encore  par  Fauteur  est  la 
suivante  :  «  Si  le  liquide  soulevé  est  réellement  suspendu  au 
»  ménisque,  chaque  filet  vertical  est  suspendu  au  point  où  il 
»  rencontre  la  surface  et  doit  être  soutenu  par  une  force  appli- 
»  quée  en  ce  point.  Pourquoi  donc  ne  faire  intervenir  que  les 
>  forces  tangentielles  agissant  sur  le  périmètre  ^rT^i  • 

Parce  que  ces  forces  constituent,  dans  chaque  tranche  élé- 
mentaire de  la  couche  superficielle,  une  tension  unifoime,  et 
que  dès  lors,  en  chaque  point,  les  composantes  de  la  tension  qui 
y  aboutissent  font  équilibre  au  poids  du  filet  :  pour  comprendre 
aisément  cet  équilibre,  que  j'ai  déjà  expliqué  au  n*  5,  il  faut  bien 
se  rappeler  que  les  éléments  qui  aboutissent  au  point  considéré 
sont  sollicités  par  des  forces  égales  sans  doute,  mais  ne  sont 
pas  deux  à  deux  dans  le  prolongement  Tun  de  fautrc. 

En  terminant,  le  R.  P.  Leray  déclare  ne  pas  pousser  plus 
loin  «  rénumération  des  difficultés  que  lui  a  présentées  In  théo- 
»  rie  de  la  capillarité,  fondée  uniquement  sur  Texistence  des 
»  forces  tangentielles  à  la  surface.  •  Je  ne  puis  que  regretter 
cette  lacune,  car  je  me  serais  efforcé  de  résoudre  les  difficultés 
non  énoncées  par  le  savant  français,  avec  le  soin  et  la  rigueur 
que  j'ai  consacrés  è  la  réfutation  des  objections  précédentes. 

M.  Félix  Leconte,  après  avoir  décrit  les  appareils  usités  aujour- 
d'hui, dessine  et  explique  de  nouveaux  mécanismes  destinés 
à  couper  automatiquement  un  circuit  d'éclairage  électrique  à  un 
instant  donné. 

L'un  d'eux  est  un  interrupteur  è  mercure. 

11  se  compose  d  une  cuvette  cylindrique  contenant  le  mercure, 
fermée  è  sa  partie  inférieure  par  une  pièce  de  fer  appuyée  contre 
les  bords  du  cylindre  par  deux  ressorts;  celte  pièce  de  fer  est 
garnie  de  cuir,  pour  fermer  herméiiquement  et  empêcher  l'écou- 
lement du  mercure. 

XVIL  7 


Le  couraot  des  lampes  i  éteiodre  passe  par  la  tige  a  et 
continue  par  le  Gl  d,  soudé  i  la  cuve  cylindrique. 

Sous  la  pièce  de  fer  se  trouve  un  éieciro;  te  fil  de  cet  électrn 
est  relié  i  une  pile  dont  le  circuit  se  ferme  sur  Tborloge  de 
l'aletier,  i  telle  heure  que  l'on  veut;  le  courant  passe  par  ta 
petite  aiguille  et  par  le  contact  mobile  c  dans  l'éleciro  :  l'arma- 
ture en  fer  est  attirée,  et  le  mercure  s'écoule;  le  circuit  d'éclai- 
rage  est  rompu,  et  aucun  accident  que  l'on  puisse  prévoir  ne  le 
rétablira. 

Le  mercure  est  recueilli  dans  une  coupe  placée  sur  Tékclro  ; 
pour  rallumer  les  lampes,  il  suffit  de  verser  de  nouveau  le  mer- 
cure dans  te  cylindre. 


Reiuiioue.  Dini  la  figure,  r  et  r'  sont  let  ressorti  assunnl  le  eoniict  de  l'innilure  contre 
Il  cuieue;  v  et  v'  sont  les  «is  de  r^ge. 

H.  Louis  Henry  expose  ensuite  quelques  propriétés  de  l'oxyde 
de  méthylène. 

La  section  procède  enfin  au  renouvellement  de  son  bureau 
pour  Tannée  1893-I89i.  Sont  élus  : 

Prétidmt  ;  R.  P.  Tuirion,  S.  J. 

Vice-présidents  ;  MM.  Fr.  De  Walçiie, 

G.  Van  deii  M^nsbrugchb. 
Secrétaire  ,■  M.  F.  l.Econre. 


TrolBlème  sccUod. 

Miardi,  44  avril  4893.  —  Le  R.  P.  Van  den  Gheyii  présente  à 
la  seelioo,  de  la  part  de  Tauteur,  un  ouvrage  intitulé  :  Note  $ur 
la  déoouvet'te  de  l'homme  quaiemaire  de  la  grotte  d'Antélias^  au 
Liban^  par  G.  ZtiiiOFFBif,  S.  J.  (Beyrouth,  imprimerie  catho- 
lique S.  J.,  1893,  in-4%  de  8  pp.,  avec  quatre  planches  photo- 
graphiées). 

Tous  les  travaux  qui  tendent  à  retrouver  la  trace  de  Thomme 
en  Asie  ont  une  importance  spéciale.  En  effet,  Thistoire  remonte 
là  à  des  époques  qui  reculent  chaque  jour  leurs  limites,  et  en 
Asie,  plus  que  partout  ailleurs,  on  entrevoit  la  possibilité  de 
rattacher  chronologiquement  les  premiers  hommes  historiques 
i  rhomme  quaternaire.  D  autre  part,  les  recherches  relatives  à 
rbomme  quaternaire  en  Asie  sont  loin  d*avoir  été  poussées 
comme  elles  Pont  été  dans  toutes  les  régions  européennes.  Il 
faut  donc  accueillir  avec  faveur  toute  contribution  nouvelle  à  la 
préhistoire  asiatique. 

Le  R.  P.  Zumoffen,  de  l'Université  catholique  de  Beyrouth, 
8*est  voué  à  l'exploration  préhistorique  du  Liban.  Ce  n*est  pas 
d'aujourd'hui  que  cette  région  attire  Tattention  des  explorateurs. 
Dès  1833,  Hedenborg  signalait  la  grotte  d*Antélias  fouillée  par 
le  P.  Zumoffen.  En  1864,  MM.  Lartet  et  Tristram  découvraient 
les  deux  stations  de  Nahr  el  Kelb.  Une  de  ces  stations  était  déjà 
connue  du  temps  de  Sésostris  (Rhamsès  II),  puisque,  dans  les 
brèches  mêmes  d'une  de  ces  grottes,  il  fit  ouvrir  une  route  sur 
laquelle  les  Assyriens  de  Sennachérib,  les  Romains  de  Marc- 
Aurèle  et  plus  récemment  les  Français  sous  Napoléon  111  ont 
laissé  des  traces  de  leur  passage.  Enfin,  en  1878,  M.  Fraas  a 
exploré  la  grotte  de  Baghadin  Djoz. 

Jusqu'à  présent,  on  n'avait  trouvé  dans  les  grottes  du  Liban 
que  des  silex  taillés  et  des  os  d'animaux.  On  n'avait  pas  encore 
découvert  d*os  travaillés,  ni  de  restes  humains.  Dans  la  grotte 
d'Antélias,  le  P.  Zumoffen  a  recueilli  un  grand  nombre  d'osse- 
ments humains. 
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Les  brèches  osseuses  du  dépôt  d*Antélia8  ont  la  même  compo- 
sition que  les  antres  dépôts  de  ce  genre.  Elles  forment  un 
conglomérat  de  silex,  d*os,  de  cendres,  de  charbon.  Les  ossements 
humains  sont  nombreux,  plus  nombreux  encore  ceux  de  divers 
animaux.  Parmi  ces  derniers,  il  faut  signaler  un  cerf  à  propor- 
tions énormes.  La  plupart  des  os  longs  d*animaux  sont  fendus 
longitudinalement,  preuve  que  la  moelle  en  fut  extraite. 

Le  P.  ZumoflTen  prépare  sur  Fhomme  préhistorique  du  Liban 
un  travail  complet.  L*esquisse  qu*il  vient  de  donner  fait  bien 
augurer  du  succès  de  Tœuvre  qu*il  a  entreprise. 

Le  R.  P.  Schmitz  donne  quelques  détails  sur  les  expériences 
d*électro-culture  tentées  aux  environs  de  Liège. 

Une  discussion  s'engage  à  ce  sujet  pour  déterminer  Taclion 
du  courant  électrique  dans  le  phénomène  de  la  végétation. 
Diverses  opinions  sont  présentées  par  MM.  le  marquis  de 
Trazegnies,  le  comte  Adolphe  de  Limburg-Stirum  et  le  P.  Schmitz. 

Mercredi,  ^2  avril  1895.  —  Le  R.  P.  Schmitz,  S.  J.,  expose 
certaines  objections  è  la  théorie  de  l'évolution.  A  la  suite  de 
cette  communication,  une  discussion  s'engage  entre  M.  de 
Lapparent,  le  R.  P.  Van  den  Gheyn,  MM.  le  chanoine  Swolfs, 
comte  van  der  Straten-Ponthoz,  Dollo  et  le  R.  P.  Schmitz. 

•VI.  de  Lapparent  fait  ensuite  une  communication  sur  les  cames 
de  l'époque  glaciaire,  dont  voici  le  résumé  : 

La  cause  de  Tancienne  extension  des  glaces  est  habituellement 
cherchée  dans  des  phénomènes  astronomiques,  tels  que  la 
précession  des  équinoxes  et  les  variations  de  lexcentricité 
terrestre,  sous  Tempire  de  cette  idée  qu'un  hiver  en  aphélie, 
pendant  une  période  de  grande  excentricité,  refroidirait  notable- 
ment le  climat  de  Thémisphère  correspondant. 

Cette  théorie,  qui  est  celle  de  M.  Croll,  a  été  combattue  par 
de  savants  météorologistes.  De  plus,  elle  exige  que  la  dernière 
extension  glaciaire  soit  reportée  à  plus  de  deux  cents  ou  deux 
cent  cinquante  mille  ans  en  arrière  pour  pouvoir  coïncider  avec 
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les  circonsfances  astronomiques  indiquées.  Or  cette  date  reculée 
est  en  contradiction  avec  les  observations  concordantes  des 
géologues  américains,  qm*  ne  croient  pas  pouvoir  attribuer  plus 
de  dix  mille  ans  aux  modifications  hydrographiques  dont  le  début 
a  coïncidé  avec  le  départ  des  glaces. 

D^ailleurSy  s*il  y  avait  eu  refroidissement  de  tout  un  hémi- 
sphèrcy  c'est  suivant  les  parallèles  de  latitude  que  les  manifesta- 
tiens  glaciaires  devraient  être  limitées.  Il  n*en  est  rien.  En 
Amérique,  la  limite  sud  du  terrain  erratique  n*empiète  pas  sur 
les  Montagnes  Rocheuses.  En  Russie,  elle  se  relève  depuis 
Moscou  jusqu*è  Textrémité  septentrionale  de  TOural,  et  laisse  la 
Sibérie  complètement  en  dehors  de  son  domaine.  On  peut  dire 
que  le  terrain  erratique  couvre  un  espace  demi-circulaire,  dont 
Taxe  coïncide  avec  celui  de  TAtlantique  septentrional. 

D*autre  part,  la  géologie  nous  enseigne  que,  jusqu'à  Tépoque 
tortonienne  (miocène  supérieur),  il  y  a  une  telle  similitude  entre 
les  fossiles  des  Antilles  et  ceux  de  la  Méditerranée,  qu'il  faut 
admettre,  entre  ces  deux  contrées,  une  communication  continue, 
au  moins  par  une  chaîne  d*iles  très  rapprochées.  Jusqtie-là, 
d*ailleurs,  la  faune  méditerranéenne  garde  le  caractère  subtro- 
pical. Avec  le  tortonien  apparaissent  des  types  septentrionaux, 
comme  si,  i  ce  moment,  les  mers  du  nord  avaient  commencé  à 
entrer  en  communication  avec  la  Méditerranée.  Plus  tard,  è 
Taurore  du  pliocène,  quand  le  détroit  de  Gibraltar  s*ouvre,  ce  sont 
des  espèces  franchement  arctiques,  telles  que  Cyprinaislandica, 
qui  parviennent  à  envahir  les  plages  méditerranéennes. 

On  peut  donc  dire  que  la  fin  des  temps  tertiaires  a  vu  com- 
mencer reiïondrement  de  Tancienne  terre  atlantique,  effondre- 
ment accompagné  de  ruptures  qui  ont  donné  passage  aux 
coulées  basaltiques  de  Tlslande,  des  Ferœr  et  de  Tlrlande.  Ce 
phénomène  s^est  poursuivi  depuis  lors,  faisant  naître,  dans  le 
régime  des  courants  d*air  et  la  distribution  de  Thumidité,  des 
variations  capables  de  déterminer,  à  de  certains  moments, 
d^abondantes  chutes  de  pluie  et  de  neige.  En  même  temps  se 
produisaient  les  effondrements  méditerranéens  qui  ont  créé  la 
fosse  tyrrhénienne,  TAdriatique  et  la  mer  Egée.  Enfin  le  régime 


—  tôt  — 

actuel  s*e8t  établi  quand,  è  la  suite  de  Télévation  de  Tisthme  de 
Panama  et  de  la  rupture  de  la  terre  qui  unissait  la  Floride  aux 
Antilles,  le  Gulfstream  a  pu  s'établir  dans  le  chenal,  tout  récem- 
ment créé,  de  PAtlanlique  nord. 

En  résumé,  les  diverses  époques  d^extention  des  glaces  ont 
coïncidé  avec  des  chang«*ments  géographiques  considérables, 
bien  propres  à  influer  sur  le  climat  de  notre  hémisphère. 

Le  R.  P.  H.  Bolsius,  S.  J.,  fait  la  communication  suivante 
svr  un  cas  de  superfétalion  dans  une  orange. 

L'auteur  montre  è  la  section  une  orange  qui  possède  une 
conformation  remarquable.  A  Textérieur,  rien  ne  faisait  soup- 
çonner les  irrégularités  internes  qui  vont  être  décrites.  La  gros- 
seur et  la  forme  de  ce  fruit  étaient  normales.  Même  après  que 
Ton  eut  enlevé  Técorce,  Taspect  était  encore  parfaitement  régu- 
lier. La  personne  qui  a  ouvert  cette  orange  Ta  divisée  par  rup- 
ture sans  la  couper  transversalement,  ce  qui  a  permis  de  la  con- 
server En  écartant  les  deux  moitiés,  on  voit,  à  Tintérieur  des 
quartiers  ordinaires,  une  petite  orange,  comme  le  montre  la 
figure  1.  Ce  second  fruit  est  logé  dans  un  creux  ménagé  dans 
Taxe  du  fruit  principal.  Dans  la  figure  2,  nous  donnons  Taspect 
de  la  moitié  qui  a  recouvert  par  sa  cavité  le  fruit  secondaire  de 
la  figure  1.  La  figure  3  est  la  vue  du  côté  de  la  tige,  pour  indi- 
quer le  relief  et  par  conséquent  la  grosseur  du  fruit  secondaire. 
Les  figures  sont  exécutées  aux  deux  tiers  de  la  grandeur  naturelle. 

L'examen  de  Texemplaire  in  natura,  tel  que  les  membres  de 
la  section  ont  pu  le  voir,  est  plus  satisfaisant  que  les  figures. 

L*orange,  qui  jusquici  a  conservé  parfaitement  sa  couleur  et 
sa  forme,  se  trouve  depuis  trois  mois  dans  une  liqueur  conser- 
vatrice, composée  d*une  solution  de  chlorure  de  calcium  à  3  7o9 
additionnée  de  i  à  2  */•  de  solution  mercurique  de  Gilson  et  de 
i  7«  àe  solution  médiocrement  concentrée  de  gomme  arabique. 

Le  fait  d'une  pareille  superfétalion  n*est  pas  constaté  ici  pour 
la  première  fois.  Ainsi,  M.  le  professeur  G.  Gilson,  de  TUniver- 
sité  catholique  de  Louvain,  nous  a  déclaré  avoir  vu  le  même  cas 
lors  de  son  séjour  en  Italie.D*autres  encore  nous  ont  attesté  avoir 


eu  sous  les  yeux  des  exemplaires  analogues.  Mais liabiluellement 
le  fruit  secondaire  élait  très  rMuit,  tandis  que  dans  notre  exem- 
plaire il  est  assez  développé. 


Excepté  le  refoulement  pour  former  la  loge  du  fruit  secon- 
daire, les  quariiers  extérieurs  n'ont  rien  de  pariiciilier;  leur 
nombre  n'est  pas  différeni  de  ce  que  nous  trouvons  dans  d'autres 
oranges. 

Mais  le  fruit  secondaire  est  formé,  d'après  ce  que  nous  avons 
cru  constater,  d'un  nombre  de  quartiers  assez  restreint,  quatre 
ou  cinq  seulement.  Nous  n'avons  pas  la  certitude  absolue  de  ce 
chiflre,  vu  que  nous  avons  tenu  à  ne  pas  déranger  les  parties  du 


fruit»  mais  à  le  conserver  intact.  Cependant,  les  quartiers  du 
fruit  secondaire  sont  bien  formés  et  entourés  par  des  pellicules, 
comme  ceux  du  fruit  principal.  Ce  fait  se  constate  aisément  au 
sommet  du  fruit  secondaire,  où  Ton  voit  un  léger  écartement 
entre  les  quarUers. 

Pour  autant  que  la  transparence  permet  d*en  juger,  car  nous 
n'avons  pas  voulu  détacher  ni  ouvrir  le  petit  fruit,  il  n*y  a  pas  de 
pépins  dans  celui-ci. 

Il  serait  très  intéressant  de  suivre  la  distribution  des  conduits 
nourriciers  de  la  branche  vers  ces  deux  fruits.  Car  la  cicatrice  de 
Tendroit  d*insertion  sur  la  tige  est  unique,  comme  le  prouvent 
les  figures  1  et  3.  Il  faut  donc  que  la  nutrition  des  deux  fruits  se 
soit  faite  par  cette  seule  voie  macroscopique.  Mais  la  division 
microscopique  des  conduits  à  Pintérieur  n  a  pas  fait  Tobjet  de 
nos  recherches;  nous  n'avons  pas  voulu  les  entreprendre,  de 
peur  de  non-réussite,  pour  ne  pas  sacrifier  le  curieux  exemplaire 
dont  nous  parlons. 

Il  importe  de  remarquer  que  la  monstruosité  double  dont  il 
est  ici  question,  est  tout  autre  que  celle  qu*on  rencontre  parfois 
dans  les  pommes,  les  noisettes  et  les  raisins. 

Dans  ces  espèces,  il  y  a  toujours  deux  fruits  juxtaposés,  qui, 
dès  Tàge  embryonnaire,  se  sont  accolés  et,  se  gênant  mutuelle- 
ment dans  leur  développement,  ont  fini  par  se  réunir  partielle- 
ment. Aussi  on  constate  facilement,  à  rexlérieur  même,  des  ano- 
malies saillantes.  Tantôt  on  trouve,  pour  les  pommes  par 
exemple,  la  queue  beaucoup  plus  épaisse,  et  souvent  visiblement 
formée  de  deux  queues  conjuguées;  tantôt  la  conformation  super- 
ficielle du  fruit  indique  par  ses  contours  la  réunion  partielle  de 
deux  fruits;  ou  bien  le  sommet  du  fruit  est  distinctement  double, 
et  ainsi  de  suite.  Jamais,  à  notre  connaissance,  Tun  des  fruits 
n*est  emboîté  dans  Tautre,  comme  cela  est  arrivé  pour  notre 
orange. 

Tandis  que,  dans  ces  autres  cas  de  fruits  jumeatix,  il  y  a  deux 
apports  difiërents  pour  la  nutrition,  ici  Tapport  semble  avoir  été 
unique,  et  ne  s*étre  bifurqué  qu*à  Tintérieur. 

Ce  n*est  donc  pas  un  cas  de  fruits  jumeaux  dans  Tacception 
ordinaire  du  mot,  mais  un  cas  de  véritable  superfétation. 
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Le  R.  P.  Bolsius  présente  ensuite  les  remarques  suivantes  «tir 
11116  tentative  de  reconstruction  de  fossiles^  faite  Tan  dernier  aux 
Indes  néerlandaises. 

Un  médecin  militaire,  M.  Eug.  Dubois,  en  faisant  des  fouilles 
dans  rtle  de  Java,  a  déterré  plusieurs  ossements  de  divers  ani- 
mauxy  entre  autres  un  fragment  de  crâne  simien  et  une  molaire 
pareillement  simienne;  puis,  une  année  plus  tard,  au  mois  d*août 
1892,  à  15  métrés  de  ces  dernières  pièces,  un  fémur  gauche  qui 
ne  se  distingue  absolument  pas  d*un  fémur  humain,  si  ce  n*est, 
dit  Tauteur,  par  quelques  détails  de  peu  d'importance. 

Le  tout  a  été  découvert  dans  le  tuf,  à  un  même  niveau.  Cette 
circonstance  a  conduit  M.  Dubois  à  conclure,  «  après  mûr  exa- 
men B,à  une  relation  génétique  entre  le  crâne  simien  et  Fos 
humain.  Il  a  imaginé  un  être  intermédiaire  entre  le  singe  et 
rbomme,  mais  bien  autrement  humain  que  les  anthropomorphes 
vivants,  les  hommes-singes  connus  :  c'est  YAnthropopithecus 
erectus  Eug.  Dubois.  Cet  animal  a  dû  avoir  le  port  droit,  comme 
le  veut  toute  la  structure  du  fémur,  tout  en  restant  singe,  comme 
l'exigent  le  crâne  et  la  dent;  il  a  dû  se  nourrir  d'autres  aliments  que 
les  anthropomorphes  actuels,  parce  qu'il  ne  grimpait  pas  sur  les 
arbres,  toujours  à  cause  de  la  structure  de  son  fémur;  pour  sa 
défense,  il  a  du,  toujours  d'après  M.  Dubois,  se  servir  d'armes 
artificielles  ;  mais  l'auteur  lui  dénie  une  intelligence  humaine, 
son  cerveau  étant  trop  peu  développé. 

«  Cette  découverte,  dit  l'auteur  au  début  de  sa  description,  a 
mis  en  pleine  lumière  un  fait  aussi  important  qu'inattendu.  C'est 
dans  l'Ile  de  Java  que  s'est  produite  la  première  forme  de  tran- 
sition mettant  l'homme,  d'une  manière  irrécusable,  dans  une 
relation  plus  étroite  avec  ses  parents  les  plus  rapprochés  parmi 
les  mammifères.  » 

La  conclusion  finale  de  M.  Dubois  est  celle-ci  :  «  On  a  déjà 
soupçonné  que  les  Indes  orientales  néerlandaises  ont  été  le  ber- 
ceau du  genre  humain;  maintenant,  on  en  a  la  preuve  palpable.  » 

Évidemment,  la  seule  chose  dont  M.  Dubois  donne  une  preuve 
palpable,  c'est  qu1l  est  darwiniste  à  outrance,  car  rien  ne  Tauto- 
rise  à  attribuer  à  un  seul  être  les  divers  ossements  fossiles  qu'il  a 
rencontrés. 


A  la  suite  de  cette  communication,  une  discussion  s*engage 
entre  Tauteur  et  H.  D  )llo« 

M.  Dollo  fait  enfin  une  communication  sur  les  monstruosités 
simples. 

Il  parle  des  ompbalocéphales  (monstres  ayant  un  cœur  à  la 
place  de  tête,  et  la  véritable  tête  sortant  par  le  nombril),  de 
riiétérotaxie  (ou  inversion  des  viscères  :  individus  normaux,  sauf 
qu*ils  ont  le  foie  à  gauche,  Testomac  à  droite,  le  cœur  renversé), 
du  bec-de-lièvre,  de  la  cyclopie  (malformation  où  le  nez  est  au 
milieu  du  front  et  où  il  n*y  a  qu*un  seul  œil,  placé  sur  la  ligne 
médiane,  entre  le  nez  et  la  bouche),  de  la  symélie  (soudure  des 
membres  postérieurs,  et  notamment  des  pieds,  par  leur  bord 
externe),  de  la  célosomie  (malformation  dans  laquelle  le  monstre 
naît  avec  le  ventre  ouvert). 

A  la  suite  de  cette  communication,  une  discussion  sVngage 
entre  MM.  d*Ocagne,  marquis  de  Trazegnies,  Van  den  Glieyn, 
Swolfs,  comte  de  Limbourg-Stirum,  et  Tauteur. 

Jeudif  45  avril  4895.^  M.  Dollo  fait  une  communication  sur 
les  monstruosités  multiples.  Il  parle  des  xiphopages  (union  du 
creux  de  la  poitrine  au  nombril  :  frères  siamois,  Radica-Doodica)^ 
des  janiceps  (monstres  à  double  face),  des  hétéropages  (indi- 
vidu principal  portant  extérieurement  un  individu  plus  petit),  des 
inclusions  fœtales  et  des  monstres  acardiaques. 

Dans  la  discussion  qui  a  suivi  cette  communication,  on  a  fait 
remarquer  deux  conclusions  importantes  :  dans  les  monstres 
doubles,  il  y  a  toujours  existence  de  deux  êtres,  même  dans  le 
le  cas  où  les  apparences  extérieures  ne  montrent  que  quelques 
organes  doubles.  En  second  lieu,  cette  dualité  existe  dés  la  pre- 
mière formation  de  Tembryon. 

La  section  a  procédé  ensuite  au  renouvellement  de  son  Bureau. 
Sont  élus  : 

Président  :  R.  P.  Bolsius,  S.  J. 

Vice- Présidents  :  MM.  A.  OB  Lapparbnt. 

M'*  OB  Trazegnies. 
Secrétaire:  MM.  L.  Dollo. 
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Quatrième  eection. 

Le  secrétaire  donne  lecture  du  procès-verbal  de  la  réunion 
précédente  qui  a  eu  lieu  è  Liège,  et  qui  comprenait  dans  son 
ordre  du  jour  une  visite  des  locaux  réservés  à  renseignement  de 
Tanatomie  et  de  la  physiologie  confié  à  MM.  les  professeurs  Swaen 
et  Fredericq,  de  TUniversité.  La  Section  décide  d*adresser  à  ces 
messieurs  une  lettre  de  remerciements  pour  le  bienveillant 
accueil  qu'elle  en  a  reçu,  et  d*y  joindre  le  compte  rendu  détaillé 
de  la  visite  de  leurs  locaux  respectifs.  Ce  compte  rendu  sera 
publié  dans  la  seconde  partie  des  Ântiales. 

M.  le  professeur  Venneman,  de  Louvain,  lit  ensuite  un  tra- 
vail qui  a  pour  titre  :  Traitement  de  rirido-cyclite  spontanée  ou 
sympathique  par  les  injections  sous-conjonctivales  de  sublimé. 

Après  i|voir  exposé  plusieurs  cas  qu*il  a  traités  par  ce  procédé, 
M.  Venneman  conclut  en  disant  :  «  Toujours  donc  et  en  toutes 
cireonstancesy  les  injections  de  sublimé  sont  avantageuses  dans 
le  traitement  de  Tirido-cyclite.  •  Quant  à  Tinterprétation  du  fait, 
notre  collègue  admet  que  le  sublimé  exerce  une  action  stimu- 
lante sur  les  tissus  de  Tœil;  sur  les  éléments  nerveux,  pour  les 
rendre  plus  sensibles  à  leur  excitant  normal,  la  lumière;  sur  les 
autres  tissus,  pour  relever  leur  vitalité  et  leur  permettre  de  lutter 
victorieusement  contre  les  éléments  pathogènes,  microbes  ou 
principes  phlogogènes  fabriqués  par  l'organisme  atteint  de  mala- 
die ou  de  diathèse. 

M.  le  docteur  Charlier  expose  ensuite  une  ingénieuse  modifi- 
cation du  porte-aiguille  de  Hagedorn. 

Puis  M.  Goris  rapporte  un  cas  de  croup  diphtérique  mortel 
avec  abcès  de  la  trachée^  chez  un  adulte.  Notre  confrère  fut 
amené  à  pratiquer  la  trachéotomie,  qui  permit  Tissue  d*un  véri- 
table flot  de  pus  et  d*une  vaste  fausse  membrane  diphtéritique. 
L'amélioration  considérable  qui  suivit  l'intervention  de  M.  Goris 


lui  fit  concevoir  un  espoir  fondé  de  guérison.  Mais,  comme  il 
n*arrive  que  trop  souvent  quand  on  voit  ses  malades  aux  prises 
avec  la  diphtérie,  la  mort  ne  tarda  pas  à  survenir,  par  suite  sans 
doute  d*une  paralysie  cardiaque  de  nature  infectieuse. 

Le  microbe  de  la  diphtérie  n*a  pas  la  réputation  d*engendrer 
du  pus.  Aussi,  pour  expliquer  le  volumineux  abcès  dont  nous 
avons  parlé,  M.  Goris  fait-il  appel  aux  mierobes  ordinaires  intro- 
duits dans  les  membranes  trachéales  par  une  éraillure  de  la 
muqueuse. 

En  Tabsence  de  M.  le  docteur  Warlomont,  le  secrétaire  lit  un 
travail  envoyé  par  ce  zélé  confrère  sur  les  complications  oculaires 
qu*il  a  observées  dans  une  épidémie  de  rougeole. 

Voici  les  conclusions  que  Fauteur  croit  pouvoir  tirer  de  ses 
observations  :  * 

i*  Certaines  épidémies  de  rougeole  peuvent  amener  des  com- 
plications graves  du  côté  de  Tœil  ; 

2^  Ces  complications  consistent  notamment  en  conjonctivites 
croupales  ou  diphtéroîdes,  revêtant  des  caractères  particuliers,et 
en  abcès  et  ulcères  infectieux  de  la  cornée  ; 

3^  Les  cas  observés  se  rapportaient  tous  à  déjeunes  enfants; 

4**  Lapplication  systématique  des  pansemenu  occlusifs,  à 
demeure,  jointe  aux  applications  locales  de  topiques  et  aux  inter- 
ventions chirurgicales  éventuelles,  constitue  le  traitement  ration- 
nel de  presque  tous  les  ulcères  de  la  cornée. 

A  la  lecture  de  ce  travail  succède  celle  du  Traitement  des 
fistules  stercorales,  par  les  docteurs  De  Buck  et  Vanderlinden, 
de  Gand.  Ces  auteurs  commencent  par  bien  préciser  les  limites 
de  leur  travail.  Ils  n*ont  en  vue  que  le  traitement  des  fistules 
stercorales  simples,  c*est-à-dire  coexistant  avec  la  défécation  par 
les  voies  naturelles.  On  sait  que,  dans  Tanus  contre  nature,  les 
matières  excrémentitielles  ne  sont  plus  rejetées  par  Tanus 
normal. 

Comment  faut-il  traiter  les  fistules  stercorales? 

Les  avis  sont  partagés  :  certains  opérateurs  recommandent  la 
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patience,  rezpectatîon  et,  au  besoin,  une  intervention  anodine 
comprenant  la  cautérisation  et  certains  procédés  plastiques.  Mais 
cette  méthode  ne  donne  que  rarement  un  résultat  solide  et 
durable. 

Aussi  les  chirurgiens  en  renom  préfèrent-ils  recourir  à  des 
opérations  plus  radicales.  Mais  un  point  délicat  les  divise. 
Peut-on  ouvrir  la  caviié  péritonéale  ou  faut-il  se  maintenir  en 
deçà  des  limites  des  adhérences?  Malgaigne  et  Ghaput  sont 
d^avis  qu*il  faut  éviter  Touverture  du  péritoine.  Chaput  a 
imaginé  le  procédé  de  Tabrasion,  qui  consiste  à  séparer  Tintestin 
de  ses  adhérences  dans  un  rayon  de  deux  centimètres,  enlever 
circulairement  la  muqueuse  intestinale  dans  un  rayon  d*un 
centimètre,  et  accoler  enfin  la  musculeuse.  Cette  suture  serait 
plus  fidèle  que  celle  de  Taccolement  séreux. 

En  Allemagne,  au  contraire,  on  ouvre  le  péritoine  d*après  le 
procédé  de  Czerny.  On  libère  complètement  Tintestin  de  ses 
adhérences;  on  fait  au-dessus  de  la  fistule  deux  ou  trois  étages 
de  sutures  de  Lembert  et  Ton  réduit  ensuite  Tintestin  dans  la 
cavité  abdominale. 

Les  auteurs  estiment  que  ce  procédé  mérite  la  préférence 
dans  la  majorité  des  cas,  et  c*est  dans  ce  sens  qu*ils  formulent 
leurs  conclusions. 

Enfin  il  nous  reste  à  parler  d'une  communication  de 
M.  Meessen  au  sujet  d*un  cas  de  pachydermie  urétrale  de 
forme  \erruqueuse.  Notre  collègue  Ta  observé  chez  une  jeune 
fille  de  20  ans  en  traitement  à  Tliôpital  Saint-Jean.  La  tumeur, 
de  la  forme  et  du  volume  d*un  haricot,  éiait  située  à  la  partie 
antérieure  du  canal  de  Turctre  dont  elle  obstruait  le  méat. 
H.  Meessen  la  range  dans  la  catégorie  des  condylomes  pointus 
et  Tattribue  à  un  travail  inflammatoire  chronique,  provoqué  par 
des  agents  infectieux  dont  il  n*est  pas  possible  de  déterminer  la 
nature.  Il  pose  enfin  le  diagnostic  différentiel  qui  permet  de  le 
distinguer  du  carcinome. 

L*ordre  du  jour  appelle  ensuite  la  formation  du  nouveau 
bureau  pour  Tannée  1893-1894. 
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Sont  nommés  : 

Préiident  :  M.  J.  Cdylits. 

Vice- Présidents  :  MM.  E.  Masoin, 

G.  BORGIllOll. 

Secrétaire  :  M.  A.  Uumont. 


cinquième  secllon. 

Mercredi,  43  avril  4895.  —  La  section  s'est  réunie  sous  la 
présidence  de  M.  le  C^  Fr.  van  der  Straten-Ponthoz.  Elle  a 
reconstitué  son  bureau  ;  ont  été  nommés  : 

Président  :  W  S.  Nicotra. 

Vice- Présidents  :  MM.  le  C*  Pr.  van  dbr  Stratbn-Ponthoz, 

A.  DB  Marbaix. 
Secrétaire  :  M.  Armand  Julin. 

Une  discussion  s*est  ensuite  engagée  sur  la  direction  è  donner 
aux  éludes  poursuivies  par  la  section.  On  s*est  trouvé  unanime- 
ment d*accord  pour  préconiser  les  études  ouvrières  monogra- 
phiques. M.  Armand  Julin,  secrétaire,  a  été  chargé  de  présenter 
à  la  section  un  rapport  déterminant  les  industries  les  plus 
intéressantes  à  étudier  sous  cette  forme;  ce  rapport  fixera  les 
règles  à  suivre  pour  le  choix  de  la  famille  ouvrière,  objet  de  la 
monographie,  ainsi  que  les  lignes  principales  de  la  méthode. 

La  cinquième  section  se  réunira  en  octobre  prochain. 


—  lit  — 


ASSEMBLÉES  GÉNÉRALES. 


ASSEMBLÉS  GÉNÉRALB   DU    MARDI   11    AVRIL   iSSS. 

M.  P.  Mansion,  Secrétaire  général  de  la  Société  pendant 
Tannée  1892-1893,  donne  lecture  du  rapport  suivant  : 

Messieurs, 

L*an  dernier,  en  vous  rendant  compte  de  Tétat  des  publica- 
tions de  la  Société,  j'exprimais  un  vœu  à  Tadresse  des  membres 
des  sections  des  sciences  physiques,  des  sciences  naturelles  et 
des  sciences  médicales.  Je  leur  demandais  de  ne  pas  laisser 
envahir  les  volumes  de  nos  Annales  par  les  mathématiques.  Ce 
vœu  a  été  entendu  :  le  tome  XVI  de  notre  recueil  contiendra 
encore  assez  d*hiéroglyphes  algébriques,  mais  la  physique,  la 
chimie,  la  géologie,  la  zoologie  et  la  médecine  y  seront  aussi 
représentées  par  des  mémoires  plus  ou  moins  étendus.  Puissent 
nos  confrères  des  sections  II,  III,  IV  continuer  à  publier  ainsi 
leurs  recherches  dans  les  Annales,  pour  leur  rendre  la  variété 
qui  leur  a  fait  défaut,  il  faut  bien  Tavouer,  pendant  quelques 
années.  Nous  serions  tous  heureux  d*y  trouver  représentées 
toutes  les  sciences  de  la  nature  dans  une  mesure  plus  large 
encore.  Nous  ferons  donc  un  nouvel  appel  è  tous  ceux  qui  ne 
sont  pas  cantonnés  dans  le  domaine  idéal,  mais  aride,  des 
mathématiques;  que  les  astronomes,  les  géologues,  les  minera  - 
logistes,  les  géographes,  les  physiciens,  les  chimistes,  les  ingé- 
nieurs, les  botanistes,  les  zoologistes,  les  physiologistes,  les 
antbropologistes,  les  ethnographes,  les  agronomes,  les  écono- 
mistes, que  tous  les  travailleurs  en  un  mot  qui  font  partie  de  la 
Société  n'oublient  plus  autant  que  par  le  passé  que  les  Annales 
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sont  la  propriété  commune  de  tous  les  membres  <le  notre 
association,  et  qu*ils  ne  doivent  pas  en  laisser  le  monopole  à  la 
première  section. 

Nous  prions  nos  confrères  d*excuser  le  retard  qu*a  subi  Tenvoi 
du  tome  XVI  des  Annales  aux  membres  de  la  Société.  Par  suite 
d*une  indisposition  sérietjse  de  Tauteur  de  Tun  des  mémoires 
qui  y  sont  insérés,  nous  n'avons  pu  en  achever  Timpression  que 
depuis  quelques  jours.  La  même  cause  a  empêché  de  pousser 
aussi  activement  que  nous  Teussions  voulu  Timpression  du 
tome  XVll.  Nous  avons  cependant  le  ferme  espoir  d*arriver  à 
faire  paraître  ce  volume  avant  la  fin  de  la  présente  année. 

Depuis  la  session  d  avril  1893,  nous  avons  publié  quatre 
livraisons  de  la  Revue  des  questions  scientifiques.  Comme  les 
autres  années,  on  y  trouve  une  revue  des  recueils  périodiques 
où  Ion  expose  les  principaux  progrès  des  sciences  de  la  nature, 
des  comptes  rendus  d  ouvrages  variés,  et  des  articles  plus 
étendus  sur  les  sujets  les  plus  divers  :  la  thermométrie,  la  théorie 
atomique,  la  faune  de  la  Chine,  les  langues  africaines,  la  fabri- 
cation de  Taluminium,  Torigine  de  la  houille,  la  nomographie, 
les  doctrines  économiques,  la  vie  au  point  de  vue  philosophique, 
Tanthropologie  préhistorique,  l'anthropologie  criminelle,  les 
protubérances  solaires,  les  doctrines  géographiques  de  Mercator, 
la  nouvelle  théorie  du  monde  physique  du  R.  P.  Leray,  etc. 

Entre  tous  ces  articles,  il  y  en  a  un  sur  lequel  je  crois  devoir 
appeler  spécialement  Tattention.  C  est  le  compte  rendu  détaillé 
des  deux  Congrès  scientifiques  internationaux  des  catholiques  qui 
a  paru  dans  la  livraison  de  juillet  1892  de  la  Revue.  Ceux  qui 
ne  sont  pas  encore  persuadés  de  Timportance  de  ces  assises 
triennales  des  savants  catholiques  seront  bien  vite  détrompés^ 
s'ils  veulent  jeter  un  coup  d  œil  sur  les  pages  substantielles  où 
sept  ou  huit  spécialistes  ont  analysé  consciencieusement  les 
actes  des  deux  congrès. 

Permettez-moi,  ici,  Messieurs,  douvrir  une   parenthèse  ec 
d'interrompre  un   instant  mon   rapport  pour  payer  un  juste 
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tribut  d*éloges  au  secrétaire  adjoint  de  la  Sociélé.  C*cst  lui  qui  a 
publié  les  quatorze  cents  pages  de  la  Revue  qui  ont  paru  depuis 
un  an;  c'est  à  lui  qu  a  incombé  la  (èche  ingrate  de  ta  correction 
des  épreuves,  la  correspondance  avec  les  auteurs,  Timprimeur 
et  I  éditeur  de  la  Revue.  Sa  part  n*est  guère  moins  grande  dans 
la  publication  des  Annaks.  Et  cependant,  suivant  Tusage,  tulit 
aller  honores.  Il  est  donc  juste  que  cet  autre  rende  hommage  au 
zèle  et  au  dévouement  du  R.  P.  George,  et  qu'il  lui  exprime,  au 
nom  de  la  Société  scientifique  tout  entière,  ses  bien  vifs  remer- 
ciements. 

Pendant  Tannée  qui  vient  de  s*écouler,  nous  avons  pu  décerner 
une  de  nos  médailles  de  concours.  Sur  le  rapport  de  M.  C.  Jor- 
dan, membre  de  Plnstiint  de  France,  un  mémoire  envoyé  en 
réponse  à  la  question  de  calcul  intégral  posée  par  la  première 
section  a  été  jugé  digne  du  prix.  Le  lauréat,  M.  Gh.-J.  de  la 
Vallée  Poussin,  chargé  de  cours  à  TUniversité  de  Louvain,  a 
reçu  la  médaille  qui  consacre  son  succès  dans  la  séance  du 
37  avril  1892.  Des  travaux  remarquables,  publiés  ultérieurement 
par  lui  dans  le  Journal  des  malhémaliques  pures  el  appliquées 
et  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  royale  de  Belgique^  ont 
prouvé  que  ce  jeune  géomètre  continuera  les  traditions  de  son 
maiire,  le  regretté  Gilbert,  et  qu'il  fera  honneur  à  la  Société 
scientifique  et  à  TUniversité  catholique  de  Louvain. 

Nous  souhaitons  que  son  exemple  suscite  dans  les  autres 
sections,  parmi  les  jeunes  gens  qui  en  font  partie,  la  noble 
ambition  de  mériter  une  distinction  semblable  à  celle  qui  a  été 
décernée  à  notre  jeune  confrère.  Nous  avouons,  toutefois, que  les 
questions  de  concours  relatives  aux  sciences  expérimentales  et 
d'observation  présentent  des  difficultés  spéciales,  à  cause  des 
frais  qu'entraînent  des  recherches  originales  dans  le  domaine 
des  sciences  de  la  nature,  et  peut-être  faudra-t-il,  à  cause  de 
cette  circonstance,  modifier  les  conditions  de  nos  concours, 
comme  l'a  proposé  depuis  longtemps  un  de  nos  éminents  con- 
frères. 

La  session  d'octobre  1892  de   la   Sociélé  scientifique  s'est 
XVIL  8 
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tenue  à  Liège.  Nous  avons  été  accueillis  dans  cette  ville  universi- 
taire avec  lamabilité  proverbiale  qui  la  caractérise.  Le  Cercle 
catholique,  la  Concordia^  avait  bien  voulu  mettre  ses  salons  à 
notre  disposition  tant  pour  les  séances  des  sections  que  pour 
rassemblée  générale.  MM.  les  professeurs  Swaen  et  L.Fredericq 
firent  gracieusement  les  honneurs  de  leurs  laboratoires  aux  mem- 
bres de  la  section  de  médecine.  Des  professeurs  de  TUniversité 
assistèrent  aux  séances  des  autres  sections  et  y  firent  même 
d'intéressantes  communications  dont  le  résumé  a  paru  au 
Bulletin  de  la  session.  L'assemblée  générale  fut  présidée  par 
Mgr  Doutreloux^évèque  de  Liége^dont  le  zèle  épiscopal s'exerce, 
comme  vous  le  savez,  dans  tous  les  domaines.  Des  professeurs, 
des  notabilités  du  clergé,  de  la  magistrature,  du  barreau,  des 
médecins  et  des  ingénieurs,  ainsi  qu'un  grand  nombre  de  dames 
assistèrent  à  la  conférence  de  M.  le  D'  Francotte  sur  la  déséqui- 
libration  dans  la  littérature  contemporaine. 

Cette  conférence,  publiée  immédiatement  dans  quelques-uns 
de  nos  grands  journaux  politiques,  a  excité,  dans  les  cercles  litté- 
raires belges,  un  certain  émoi  qui  prouve  combien  les  notions 
scientifiques  ont  encore  peu  pénétré  dans  certains  milieux.  Dans 
la  plupart  des  articles  consacrés  à  la  conférence  de  M.  Francotte 
par  les  journaux  littéraires,  on  confond  à  plaisir  la  déséquilibra- 
tion  avec  la  folie,  l'immoralité,  l'absence  de  talent  littéraire,  etc. 
De  pareils  malentendus  prouvent  combien  il  est  nécessaire 
de  vulgariser  les  notions  précises  des  sciences  expérimentales 
en  dehors  du  cercle  étroit  des  spécialistes,  et  ils  font  ressortir 
l'utilité  de  la  Revue  des  questions  scientifiques^  qui  met  à  la 
portée  du  grand  public  les  résultats  acquis  dans  le  domaine  de 
la  physique  et  de  la  biologie  générale. 

A  la  session  de  Pâques  1892,  M.  le  chanoine  Delvigne  vous 
a  lu,  comme  mandataire  de  la  Société  bibliographique  de  Paris^ 
un  rapport  sur  l'un  des  ouvrages  les  plus  remarquables  publiés 
sous  le  patronage  de  celte  Société,  avec  laquelle  nous  entrete- 
nons, depuis  trois  ans,  des  liens  spéciaux  de  confraternité  scien- 
tifique. Trois  semaines  après,  M.  Domet  de  Vorges  a  fait,  avec 
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rautorité  qui  le  distingue,  comme  délégué  de  notre  association, 
un  rapport  sur  nos  travaux  pendant  l'année  écoulée,  à  la  réunion 
générale  de  la  Société  bibliographique.  Ces  relations  cordiales 
des  deux  sociétés  se  sont  encore  affirmées  en  janvier  dernier, 
quand  la  Société  bibliographique  a  célébré  ses  noces  d  argent. 
Deux  membres  de  notre  conseil,  M.  le  chanoine  Delvigne  et 
M.  Kurth,  ont  représenté  la  Société  scientifique  h  la  fête  donnée 
à  cette  occasion,  comme  Pun  d'eux  vous  le  dira  demain  dans  son 
rapport. 

La  Société  scientifique  a  pris  part  à  d'autres  manifestations 
pendant  l'année  qui  vient  de  s'écouler,  et  il  est  juste  que  j'en 
dise  quelques  mots,  bien  que  le  récit  s'en  trouve  déjà  partielle- 
ment dans  nos  Bulletins. 

En  1890,  après  la  mort  du  R.  P.  Carbon nel le,  la  Société  scien- 
tifique de  Bruxelles  traversa  une  crise  pénible  qui  mit  un  instant 
son  existence  en  péril.  Sur  l'initiative  de  M.Lagasse,elle  s'adressa 
à  Son  Excellence  le  Nonce  apostolique  près  de  S.  M.  le  Roi  des 
Belges,  Mgr  Nava  di  Bontifè,  dont  l'intervention  bienveillante 
réussit  à  aplanir  rapidement  toutes  les  difficultés.  Plus  lard,  à 
propos  du  Congrès  scientifique  international  des  catholiques  pro- 
jeté pour  1894,  Son  Excellence  le  Nonce  rendit  encore  à  la 
Société  scientifique  un  service  signalé.  Comme  témoignage  de  sa 
gratitude,  le  Conseil  a  fait  frapper  un  exemplaire  en  vermeil  de 
la  médaille  de  la  Société,  avec  une  inscription  en  l'honneur  de 
Mgr  Nava  di  Bontifè.  Son  Excellence  a  bien  voulu  en  accepter  la 
remise,  le  27  avril  dernier,  en  son  hôtel.  Le  Président  de  la 
Société  pendant  l'année  1891  1892,  M.  le  D'  Lefebvre,  s'est  fait 
à  cette  occasion  l'interprète  des  sentiments  de  tous  les  membres 
et  a  exprimé  à  Mgr  Nava  di  Bontifè  la  reconnaissance  de  la 
Société.  Son  Excellence  le  Nonce,  dans  sa  réponse, nous  a  donné 
de  précieux  encouragements,  en  nous  disant  que  la  Société  scien- 
tifique de  Bruxelles  a  rempli  sa  mission  avec  honneur,  et  qu'elle 
est  appelée  à  rendre  encore  d'éminents  services  à  la  Religion. 
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C  esl  encore  M.  le  D^  Lefebvre  qui  a  parlé  au  nom  de  notre 
assoeiatioiiy  à  la  séance  du  G  novembre  1892,  jour  oii  TUniver- 
silé  catholique  de  Louvain  rendait  un  suprême  hommage  à  la 
mémoire  de  Gilbert,  à  Toecasion  de  la  remise  de  son  buste  aux 
autorités  académiques.  Dans  une  de  ces  allocutions  émues  dont 
il  a  le  secret,  M.  le  D'  Lefebvre  a  parlé  en  termes  élevés  du  but 
de  notre  Société,  et  de  la  part  que  Gilbert  avait  prise  à  sa  nais- 
sance et  à  ses  progrès. 

Le  U  décembre  1892,  la  Société  scientifique  était  représentée 
par  son  président  actuel,  M.  de  Lapparent,  à  une  manifestation 
plus  grandiose.  Le  monde  savant  fêtait,  à  la  nouvelle  Sorbonne 
de  Paris,  le  soixante-dixième  anniversaire  de  M.  Hermite. 
L*illustre  géomètre  a  été,  en  1875,  Tun  de  nos  membres  fonda- 
teurs, et  il  ne  nous  a  pas  épargné  les  marques  de  sa  sympathie. 
Cétait  donc  pour  nous,  comme  nous  Pavons  dit  dans  l'adresse 
que  nous  lui  avons  envoyée,  à  la  fois  un  honneur  et  un  devoir 
de  reconnaissance  de  nous  associer  à  Thommage  qui  était  rendu 
à  ce  grand  mathématicien  par  la  plupart  des  sociétés  savantes  de 
rBurope.  Nous  n*y  avons  pas  failli.  Notre  président  a  pu  lui  pré- 
senter, avec  les  vœux  d'un  ancien  élève,  ceux  que  forme  la 
Société  scientifique,  pour  que  Dieu  conserve  encore  longtemps 
M.  Hermite  à  la  science,  à  sa  patrie  et  à  ses  nombreux  disciples 
et  amis.  Aujourd'hui,  de  plus,  pour  donner  une  consécration 
publique  plus  éclatante  à  l'expression  de  nos  sentiments  envers 
lui,  nous  vous  proposons  de  le  désigner  comme  président  d'hon- 
neur de  la  Société  en  1892-1893  (Applaudissements). 

Depuis  la  session  de  Pâques  1892,  la  mort  nous  a  enlevé 
huit  membres,  presque  tous  Belges,  et  la  plupart  contem- 
porains de  la  naissance  de  la  Société.  Sans  les  nommer  tous, 
nous  adressons  un  adieu  sympathique  à  ces  chers  confrères 
défunts.  Mais  qu'il  nous  soit  permis  d'en  signaler  un  spéciale- 
ment à  votre  pieux  souvenir  :  JMgr  Namèche,  recteur  émérite  de 
l'Université  catholique  de  Louvain.  11  était  né  à  Perwez,  en 
Brabant,  le  26  juillet  1811;  il  esl  mort  à  l'abbaye  de  Parc  lez- 
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Louvain,  le  30  janvier  1893,  après  avoir  mené  à  bonne  fin 
Pouvrage  immense  qu*il  avait  entrepris  à  la  gloire  de  sa  chère 
patrie,  son  Histoire  nationale^  sa  Grande  chronique  des  pays  bel- 
giques,  comme  on  Teùt  appelée  au  moyen  âge.  C*est  sous  le 
rectorat  de  Mgr  Namèche  qu*a  été  réalisé,  à  TUniversité  de 
Louvain,  un  projet  qui  est  né  d'abord  au  sein  de  la  Société  scien- 
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tifique^  alors  à  ses  débuts  :  la  création  d'une  Ecole  supérieure 
d'agriculture.  Dans  Tune  et  Tautre  de  ses  deux  œuvres,  dans  la 
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composition  de  son  livre  comme  dans  la  fondation  de  TEcole 
d  agriculture,  Mgr  Namèche  s*est  effacé  autant  qu'il  a  pu,  obéis- 
sant en  cela  à  cet  instinct  invincible  de  modestie  scrupuleuse  qui 
formait  le  fond  de  son  caractère.  Au  jour  de  sa  mort,  la  divine 
Providence  a  placé  sur  ses  lèvres  des  paroles  que  je  veux  répéter 
ici,  parce  qu'elles  sont  un  encouragement  pour  tous  ceux  qui 
consacrent  leurs  efforts  à  la  noble  cause  de  Talliance  de  la 
la  Science  et  de  la  Foi  :  «  J'éprouve  en  ce  moment,  quoique 
indigne,  disait  le  sympathique  vieillard,  quelque  chose  de  ce 
qu'éprouvait  Suarez  à  son  lit  d'agonie.  Je  me  sens  heureux 
d'avoir  un  peu  travaillé  à  l'édifice  de  la  science  catholique.  • 

Comme  les  années  précédentes,  nous  devons  vous  signaler  un 
certain  nombre  de  démissions,  dont  les  unes  s'expliquent  et  se 
justifient  par  les  circonstances;  dont  les  autres,  vraiment  inatten- 
dues, ont  causé  aux  membres  de  notre  Conseil  une  douloureuse 
surprise  quand  ils  en  ont  eu  connaissance. 

Heureusement,  nous  avons  réussi  à  recruter,  pendant  Tannée 
qui  vient  de  s'écouler,  seize  nouveaux  membres,  parmi  lesquels 
il  en  est  deux  spécialement  dont  l'adhésion  nous  console  de 
toutes  les  défections.  Le  premier  est  M.  Daubrée,  membre  de 
rinstiiul,  le  créateur  de  la  Géologie  expérimentale;  le  second  est 
cet  homme  illustre  que  l'élite  intellectuelle  des  deux  mondes 
saluait,  avec  la  France  entière,  le  27  décembre  dernier,  comme 
la  plus  haute  personnification  de  la  méthode  expérimentale,  aussi 
bien  dans  le  domaine  de  la  science  pure  que  dans  celui  des 
applications  au  bien  et  au  progrès  de  l'humanité,  Louis  Pasteur. 

Il  y  a  quelques  semaines,  en  efTei,  M.  Pasteur  nous  a  autorisés 
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è  inscrire  son  nom  parmi  ceux  de  nos  membres  d*honneur.  Nous 
lui  en  sommes  profondément  reconnaissanis.Lors  de  la  manifes- 
tation du  27  décembre,  nous  n'avions  aucun  droit  è  être  repré- 
sentés à  la  Sorbonne;  mais  nous  nous  y  associions  tous  de  cœur, 
et  plusieurs  de  nos  membres  y  assistaient  comme  délégués 
d'autres  sociétés  savantes. 

Aujourd'hui,  nous  sommes  heureux  et  fiers  de  pouvoir 
acclamer  publiquement  à  notre  tour,  dans  notre  glorieux  membre 
d'honneur,  le  représentant  le  plus  éminent  du  spiritualisme 
scientifique,  celui  qui  a  révélé  à  ses  contemporains  émerveillés 
les  mystères  de  Tinfiniment  petit,  dans  le  domaine  de  la  biologie, 
comme  Newton  a  révélé  ceux  de  Tinfiniment  grand,  dans  le 
domaine  de  la  physique  générale,  il  y  a  deux  siècles. 

Puissions-nous  toujours  être  dignes  d'un  aussi  haut  patronage; 
puissions-nous  garder  toujours  l'enthousiasme  sacré  pour  le  vrai, 
le  beau  et  le  bien  :  «  La  grandeur  des  actions  humaines,  disait 
M.  Pasteur  dans  son  discours  de  réception  h  l'Académie  fran- 
çaise, se  mesure  à  l'inspiration  qui  les  fait  naiire.  Heureux  celui 
qui  porte  en  soi  un  dieu,  un  idéal  de  la  beauté,  et  qui  lui  obéit  : 
idéal  de  l'art,  idéal  de  la  science,  idéal  de  la  patrie,  idéal  des 
vertus  de  l'Ëvangile!  Ce  sont  là  les  sources  vives  des  grandes 
pensées  et  des  grandes  actions.  Toutes  s'éclairent  des  reflets  de 
l'infini!  • 

Il  est  donné  lecture  du  rapport  de  M.  le  Trésorier  sur  la  situa- 
tion financière  de  la  Société.  MM.  Lagasse  et  Otto  sont  désignés 
pour  examiner  ce  rapport. 

M.  L.  l'  Serstevens  fait  ensuite  une  conférence  sur  le  sujet 
suivant  :  L'agriculture,  ce  qu'elle  est^  ce  qu'elle  devrait  être.  Celte 
conférence  sera  publiée  dans  la  seconde  partie  dos  Annales, 

Elle  donne  lien  à  une  discussion  à  laquelle  prennent  part 
MM.  E.  Van  der  Smissen,  le  comte  van  der  Straten-Ponthoz, 
t'  Serstevens,  L.  Joly,  Lagasse  et  Proost. 
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ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE   DD    12   AVRIL   1893. 

M.  le  chanoine  Delvigne,  délégué  de  la  Société  bibliographique 
de  Paris,  donne  lecture  du  rapport  suivant  : 

'Mesdames,  Messieurs, 

La  Société  bibliographique  devrait  èlre  aujourd'hui  représentée 
par  Pun  des  membres  de  son  Conseil.  Deux  hommes  dont  le 
nom  n'est  pas  inconnu  dans  cette  enceinte,  puisque  Tun  d'entre 
eux  a  été  déjà  président  de  la  Société  scientifique,  MM.  Domet 
de  Vorges  et  de  Kirwan,  avaient  été  successivement  délégués 
auprès  de  cette  honorable  assemblée.  Une  lettre  de  M.  le  marquis 
de  Beaucourt,  datée  du  6  avril,  m'informe  que  ces  confrères, 
retenus  ailleurs  par  des  motifs  légitimes,  ne  pourront  se  trouver 
au  milieu  de  nous. 

Appelé  à  déposer  le  rapport  annuel ,  j'ai  le  bonheur  de 
pouvoir  vous  entretenir,  Messieurs,  de  la  belle  fête  jubilaire  du 
6  février  de  cette  année.  Deux  solennités  joyeuses  se  succédant 
en  ce  même  mois  sont  venues  attester  la  vitalité  des  œuvres 
catholiques  :  les  noces  d'or  épiscopales  de  Sa  Sainteté  Léon  Xlll 
ont  provoqué  partout  une  recrudescence  d'ardeur  pour  le  bien; 
les  noces  d'argent  de  la  Société  bibliographique  seront  une  puis- 
sante recommandation,  nous  en  avons  la  douce  confiance,  auprès 
du  public  lettré. 

\  oiis  voudrez  bien  vous  rappeler,  Mesdames  et  Messieurs,  que 
je  vous  disais  à  cette  même  place,  il  y  a  deux  ans,  que  le  6  février 
1868,  quelques  hommes  de  science  et  de  foi,  des  hommes  d'action 
en  même  temps,  effrayés  de  la  diffusion  des  mauvaises  doctrines, 
se  demandèrent  quelle  digue  on  pourrait  opposer  à  ce  courant 
dévastateur.  C'était  à  peu  près  le  même  problème  que  se  posaient, 
en  1833,  Ozanam  et  quelques-uns  de  ses  amis,  épouvantés  des 
ravages  que  causaient  parmi  les  déshérités  de  la  terre  les  doctrines 


communistes  alors  à  la  mode.  Saint-Simon  était  mort,  mais 
Fourier  créait  le  phalanstère  et  Cabet  rêvait  è  son  Icarie.  Pouvait- 
on  se  croiser  les  bras  et  assister  insensible  à  cette  démolition  de 
toutes  les  croyances,  des  fondements  mêmes  de  la  société  humaine? 
Ces  huit  hommes  de  cœur  ne  le  crurent  point  et  ils  fondèrent  la 
première  conférence  de  Saint-Vincent  de  Paul.  Vous  savez  ce 
que  cette  œuvre  est  devenue  depuis.  Le  grain  de  sénevé,  ayant 
fructifié,  est  devenu  un  arbre  magnifique,  étendant  ses  rameaux 
au  loin,  et  les  oiseaux  du  ciel  viennent  se  reposer  à  Tombre  de 
son  épais  feuillage. 

Nous  n*avons  point,  il  faut  le  dire,  un  pareil  succès  è  enre- 
gistrer; sans  doute,  la  Société  bibliographique  appelait  dans  son 
sein  tous  les  catholiques,  disons  plus,  tous  les  hommes  sympa- 
thiques aux  doctrines  du  catholicisme,  et  elle  voulait  faire  d'eux 
des  gens  instruits,  afin  qu'ils  se  missent  aussitôt  à  Tœuvre  pour 
l'aider  è  répandre  sur  les  masses  ignorantes,  aveuglées,  une 
abondante  et  saine  lumière  ;  afin  aussi  qu'après  avoir  lutté  à 
armes  égales  contre  les  adversaires  de  la  vérité,  ils  en  vinssent 
à  prendre  un  jour,  à  la  tète  du  mouvement  intellectuel  et  scien- 
tifique de  notre  temps,  la  place  qui  leur  appartient  de  droit  et 
qu'ils  n'auraient  jamais  dij  abandonner.  La  Société  bibliogra- 
phique veut  faire  de  tout  catholique  un  pionnier  de  la  science, 
elle  veut  faire  de  tout  savant  un  pionnier  de  la  foi. 

Magnifique  programme,  on  ne  saurait  en  disconvenir.  Dans 
quelle  mesure  a-t-on  travaillé  k  sa  réalisation  durant  les  cinq 
lustres  écoulés?  Nous  allons  énumérer  les  travaux  qui  ont  vu 
le  jour  pendant  un  quart  de  siècle. 

Nous  citerons  tout  d'abord  le  Polybiblion^  revue  bibliogra- 
phique universelle.  Le  premier  fascicule  parut  au  moment  même 
de  la  fondation  de  la  Société.  Il  est  arrivé  présentement  à  son 
soixante-septième  volume.  Il  a  rendu  les  plus  grands  services. 

Nous  avons  à  nommer  encore  le  Ré])erloire  des  sources  histo- 
riques du  moyen  âge,  par  M.  l'abbé  Chevalier,  aujourd'hui 
professeur  d'histoire  à  Lyon.  La  réputation  de  ce  dictionnaire 
n'est  plus  à  faire.  Il  n'est  point  un  travailleur  qui  puisse  se 
dispenser  de  recourir  à  cette  source  d'informations  aussi  sûres 
que  complètes. 
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C'est  encore  à  Tiniiiative  de  la  Société  que  nous  devons  la 
publication  d*uQ  ouvrage  dont  nous  regrettons  de  ne  pas  encore 
vous  avoir  parlé  dans  nos  deux  sessions  dernières,  je  veux  dire 
Tadmirable  Glossaire  archéologique  du  moyen  âge  et  de  la  renais- 
sance^ par  feu  Victor  Gay.  C*étaieni,  soit  dit  en  passant,  deux 
hommes  richement  doués  que  les  frères  Charles  et  Victor  Gay. 
L'un  a  été  Tadmirable  écrivain»  Torateur  élégant  à  qui  ses  talents 
valurent  Thonneur  de  devenir  Tévéque  auxiliaire  du  cardinal  Pie; 
Pautre  était  un  archéologue  consciencieux,  profondément  érudit, 
esthéticien;  son  crayon  n*était  guère  inférieur  en  souplesse  è 
celui  de  Viollet-le>Duc. 

On  est  justement  fier  en  jetant  les  yeux  sur  le  titre  de  ce  tome  1 
(Lettres  A — Guy, de  plus  de  huit  cents  pages  in-4*), d'apercevoir 
la  vignette  de  notre  Société  avec  son  sigle  caractéristique  A  —  Û. 
Tout  parle  en  faveur  d*une  publication  pareille,  Tune  des  plus 
sérieuses  de  notre  temps  :  et  Texactitude  des  informations,  et 
Tabondance  des  textes,  et  la  beauté  des  illustrations.  Pour  le  dire 
en  deux  mots,  c*est  un  travail  de  premier  ordre,  et  il  n'en  est 
guère  qui  lui  soient  comparables.  Dans  le  rapport  pi-ésenté  à 
rassemblée  générale,  le  6  février  dernier,  M.  le  Président  a  bien 
voulu  nous  apprendre  que  Tauteur,  enlevé  prématurément  par  la 
mort,  a  laissé  Touvrage  entièrement  rédigé.  On  peut  donc  espé- 
rer que  le  Glossaire  sera  mené  à  bonne  fin  pour  le  plus  grand 
avancement  de  la  science. 

Il  y  eut,  au  lendemain  de  la  création  de  la  Société,  un  mouve- 
ment admirable  d'ardeur  et  de  propagande.  Malheureusement, ce 
mouvement,  pour  répéter  le  mot  sincère  do  M.  de  Beaucourt,  ce 
mouvement  fut  trop  éphémère. 

La  Société  publia  : 

Une  collection  de  brochures  sur  la  Révolution  française.  On 
en  compte  vingt  et  une. 

Quatre  brochures  sur  le  Centenaire  de  1789. 

Quelques  brochures  de  propagande.  D'autre^  sont  restées  à 
Tétat  de  projet. 

Une  bibliothèque  de  brochures  à  ^5  centimes. 

Une  petite  bibliothèque  variée,  à  15  centimes. 
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Un  almanach,  chaque  année. 

Des  images  historiques,  destinées  surtout  aux  écoles. 

Les  tracts,  k  Timitation  de  TAngleterre,  composés  par  un 
groupe  spécial  de  pubh'cistes,  eurent,  en  1878, un  succès  retentis- 
sant et  contribuèrent  à  faire  échouer  les  solennités  déjà  arrêtées 
pour  la  glorification  de  Voltaire.  En  trois  semaines,  on  en  avait  tiré 
600,000  exemplaires.  Mgr  Dupanloup  confia  à  \?i  Société  bibliogra- 
phique le  soin  de  répandre  ses  fameuses  Lettres  sur  le  Cente- 
naire de  Voltaire.  65,000  exemplaires  s'écoulèrent  comme  par 
enchantement;  20,000  exemplaires  furent  en  outre  adressés  aux 
instituteurs  pour  achever  de  porter  le  dernier  coup. 

La  Société  bibliographique  a  pris  également,  en  vue  de  se  faire 
connaître  davantage,  Tinitiadve  de  Congrès  régionaux.  Ces 
assises  scientifiques,  dont  on  a  le  droit  d'attendre  les  meilleurs 
résultats,  on  été  tenues  depuis  1890,  à  Caen,  puis  à  Lyon,  enfin 
très  récemment  à  Besançon. 

La  mention  de  ces  réunions  provinciales  nous  fournit  l'occa- 
sion de  rappeler  les  deux  Congrès  internationaux,  tenus  en 
1878  et  en  1888.  Il  est  assez  triste  de  constater  le  peu  d'adhé- 
rents recrutés  en  Belgique  :  neuf  pour  le  premier  Congrès,  vingt- 
quatre  pour  le  second  :  c'est  vraiment  trop  peu. 

Cependant,  combien  ces  volumes  seraient  précieux  pour  beau- 
coup de  chercheurs,  s'ils  étaient  connus  davantage.  Nous  ne  cite- 
rons, par  exemple,  que  les  rapports  très  complets,  émanant 
toujours  d'hommes  compétents  et  nous  renseignant  sur  les 
périodiques  français,  allemands,  anglais,  méridionaux,  russes, 
polonais.  Troiiverait-on  facilement  ailleurs  une  histoire  des  litté- 
ratures flamande,  suédoise,  slave,  canadienne  dans  la  période 
décennale  (1878-1888),  une  étude  sur  les  revues  critiques  de 
bibliographie? 

CVst  donc  avec  raison  que  M.  le  marquis  de  Beaucourt  nous 
disait,  avec  toute  l'autorité  qui  s'attache  à  celte  parole  d'un 
ouvrier  de  la  première  heure,  n'ayant  connu  aucune  défaillance 
dans  ce  labeur  de  vingt- cinq  ans,  lauréat  lui-même  de  l'Institut 
de  France  et  honoré  à  deux  reprises  du  grand  prix  Gobert,  pour 
cette  œuvre  définitive  :  Histoire  de  Charles  VII  : 
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«  Nous  pouvons,  ce  me  semble,  considérer  le  passé  sans  regret 
envisager  Tavenir  sans  découragement.  Forts  de  ce  qu'il  nous 
a   été  donné  d  accomplir,  nous  devons  nous  efforcer  de  faire 
mieux  encore.  Un  passé  honorable,  quelques  services  rendus  à 
la  cause  de  la  religion,  c'est  è  la  fois  une  force  et  un  encourage- 
ment. Mais  c*est  aussi  une  obligation  de  continuer  Tœuvre  avec 
un  redoublement  d'énergie.  Nous  faisons  plus  que  jamais  appel 
au  dévouement,  au  zèle  de  tous  nos  confrères.  Jamais  Pheure  n'a 
été  plus  solennelle,  jamais  elle  n*a  été  plus  périlleuse.  Que  par 
un  travail  incessant,  que  par  une  action  collective,  nous  nous 
efforcions  de  disputer  le  terrain  pied  à  pied;  si  nous  savons  rem- 
plir notre  devoir,  la  victoire  est  à  nous.  Rappelons-nous  le  mot 
de  Jeanne  d*Arc  :  «  Les  gens  d*armes  batailleront  et  Dieu  don- 
»  nera  la  victoire.  •  Marchons  comme  nn  seul   homme  contre 
Tennemi,  en  déployant  Tétendard  de  la  foi  et  de  la  science,  et 
nous  sommes  assurés  du  triomphe.  » 

Ces  mêles  et  généreux  accents  furent  chaleureusement  applau- 
dis par  Fassistance  distinguée  groupée  dans  la  grande  salle  de  la 
Société  de  géographie. 

Un  historien  belge,  bien  connu  parmi  nous,  avait  reçu  Thono- 
rable  mission,  en  lieu  et  place  de  M.  Léon  Gautier,  membre  de 
rinstitut,  de  porter  la  parole  en  ces  solennelles  assises  de  la 
science.  M.  Godefroid  Kurth,  ai-je  besoin  de  le  redire,  s'acquitta 
de  cette  charge  avec  le  plus  grand  succès. 

Le  matin  même  du  6  février,  nous  avions  eu  notre  messe 
jubilaire  en  Péglise  de  Sainte-Clotilde.  CVst  la  paroisse  h  laquelle 
ressortit  le  Salon  de  la  Société.  Le  vénérable  curé,  M.  Gardey,  Tun 
de  nos  plus  anciens  membres,  nous  adressage  Tissue  de  la  messe, 
une  touchante  homélie.  Nous  n*avons  qu'à  consi^^ner  ici  deux 
résolutions  qu'il  nous  suggéra,  entre  autres,  comme  conclusions 
pratiques  de  son  allocution.  Il  nous  engagea  à  faire  quelque 
propagande  en  faveur  de  notre  œuvre  trop  peu  connue  et  dans 
les  rangs  de  laquelle  la  mort  cause  des  vides  qu'il  faut  incessam- 
ment combler.  Il  nous  excita  également  à  devenir  plus  savants 
encore,  è  faire  plus  de  science  que  jamais. 

Pourquoi  le  taire?  Cette  préoccupation  du  vénéré  pasteur  de 
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l'église  dédiée  à  la  glorieuse  reine  que  vint  réjouir  le  baptême 
de  son  époux,  en  496,1e  jour  de  Noël,  recevait  son  accomplisse- 
ment Taprès-midi  même.  M.Kurih  ajouta  un  très  court  épilogue 
à  sa  harangue  trop  longue,  à  ce  qu*il  dit.  Mais  son  appréciation, 
j  ai  hâte  de  le  déclarer,  ne  fut  pas  ratifiée  par  Taimable  auditoire. 
Entre  gens  d^études,  c'était,  à  ce  qu*il  parait,  un  usage  du 
XVII"  siècle,  en  Italie,  d*offrir  aux  cérémonies  nuptiales  Tune  ou 
Taulre  production,  au  lieu  de  quelque  bouquet  banal.  Cette 
fois,  le  cadeau  était  digne  du  président  de  la  Société  bibliogra- 
phique :  VBistoire  poétique  des  IUérovingiens,éd\iée  par  la  Société 
belge  de  librairie,  faisait  son  apparition  solennelle  dans  le  monde. 
M.  de  Beaucourt  en  acceptait  le  premier  exemplaire.  C'était  un 
légitime  hommage  du  à  ce  travailleur  infatigable,  dont  le  nom  est 
inscrit  à  la  première  page  de  cette  œuvre  qui  ne  peut  qu'accroître 
la  réputation  de  son  auteur. 

Il  nous  faut  terminer  notre  rapport. 

Nous  regrettons  de  nouveau,  ainsi  que  nous  Pavons  dit  anté- 
rieurement, tant  à  cette  tribune  qu*au  Congrès  des  œuvres 
sociales  à  Matines,  de  voir  la  Société  bibliographique  trop  peu 
connue  en  Belgique.  Si  nous  ne  pouvons  prendre  rang  dans  ses 
cadres,  formons  une  association  analogue,  comme  la  «  Gôrres- 
Gesellschafi  *  par  exemple.  Mais  travaillons  de  toutes  nos  forces 
dans  une  direction  analogue.  Nous  resterons  fidèles  ainsi  à  notre 
devise  :  Foi  et  Science! 

M.  A.  Proost  fait  ensuite  une  conférence  sur  les  lois  naturelles 
de  l'éducation j  dont  voici  le  résumé  : 

Il  fait  rhistorique  de  ce  qu*on  pourrait  appeler  sa  lutte  pour 
riiygiène  dans  renseignement.  Dès  1866,  persuadé  que  les 
sciences  naturelles  n  occupent  point  dans  renseignement  moyen 
la  place  qu'elles  devraient  avoir,  que  des  maîtres  ignorant  les  lois 
de  la  biologie  surmènent  leurs  élèves,  que  Tétude  du  grec  et  du 
latin  est  poussée  de  façon  trop  absorbante,  au  détriment  d*études 
d*un  intérêt  plus  moderne,  il  commence  une  campagne  qui  se 
prolonge  dans  la  Revue  générale,  à  la  Société  scientifique^  à  la 
Société  centrale  d* agriculture,  dans  des  conférences  à   Saint- 
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Louis,  etc.9  afin  d*arriver  à  ce  que  les  lois  de  Thygiène  soient 
enfin  respectées. 

Depuis  lors,  il  a  trouvé  de  nombreux  encouragements  à  conti- 
nuer la  tâche  qu'il  a  entreprise,  dans  les  écrits  ou  les  lettres 
de  savanis,  de  professeurs,  de  publicisies,  parmi  lesquels  il 
peut  citer  feu  Vaii  Weddingen,  Thonissen,  Virchow,  Verriest, 
F.  Godefroid,  etc. 

Les  découvertes  des  sciences  naturelles  ont  jeté  un  jour  ines- 
péré sur  les  rapports  de  Tàme  el  du  corps  et  sur  les  lois  du  déve- 
loppement parallèle  des  organes  et  des  facultés.  M.  Proost  se 
demande  8*il  ne  serait  pas  urgent  de  transformer  les  programmes 
des  études  comme  l'indiquent  la  science  et  le  bon  sens. 

Au  mépris  des  lois  naturelles  de  Téducation,  on  continue  à 
surmener  Tintelligence  de  lenfant,  on  Toblige  à  faire  d'inces- 
sants efforts  pour  s'assimiler  des  matières  indigestes.  On  dirige 
mal  ses  facultés  intellectuelles  et  on  le  dégoûte  de  Tétude. 

Le  cerveau  de  fenfant  se  développe  aux  dépens  de  la  moelle 
épinière,  au  détriment  du  corps,  de  la  santé  duquel  on  ne  se 
préoccupe  pas  assez  et  qui  constitue  le  capital  le  plus  précieux. 

La  science  démontre  que  six  heures  de  travail  intellectuel 
exigent  une  dépense  physiologique  plus  considérable  que  dix 
heures  de  travail  corporel. 

Le  travail  intellectuel  détourne  le  sang  vers  un  seul  point ,  le 
eerveau,  aux  dépens  des  fonctions  des  antres  organes.  C'est  pour- 
quoi il  importe  de  rétablir  par  une  gymnastique  rationnelle 
réquilibre  de  la  circulation  et  de  la  nutrition. 

Le  travail  intellectuel  exige  une  alimentan'on  plus  riche  et  des 
aliments  plus  digestibles  que  le  travail  physique. 

La  méconnaissance  de  ces  lois  engendre  des  maladies  corpo- 
relles et  mentales.  N'est-ce  pas  à  cause  de  l'ignorance  des  lois  de 
révolution  de  l'esprit  humain,  dont  l'équilibre  est  subordonné  à 
l'équilibre  organique,  que  notre  société  moderne  compte  tant  de 
malades  du  corps  et  de  l'àme  :  des  anémiques,  des  névropathes, 
des  déséquilibrés,  des  dégénérés,  des  jeunes  gens  qu'une  mau- 
vaise éducation  physique  et  intellectuelle  a  étiolés  et  rendus 
inaptes  i  penser?  N'est-ce  pas,  en  outre,  à  ce  mauvais  système 
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d'éducation  qu'il  faut  attribuer  la  versatilité,  Pindifférence  et  le 
scepticisme  railleur  qui  caractérisent  notre  siècle  ? 

Pourquoi  se  plaint-on  partout  des  intempérances  de  langage  et 
du  manque  de  sens  pratique  des  assemblées  délibérantes,  où 
celui  qui  parle  le  plus  longtemps  et  le  plus  facilement  l'emporte 
presque  toujours  sur  celui  qui  a  raison?  Pourquoi  ces  discussions 
interminables  et  oiseuses,  au  début  desquelles  on  n'a  pas  pris  la 
peine  de  s'entendre  sur  la  valeur  des  mots? 

Ne  sont-ce  pas  là  des  symptômes  de  l'insuffisance  de  l'ensei- 
gnement qui  a  formé  beaucoup  d'hommes  politiques? 

Pour  remédier  à  la  situation  actuelle,  il  faudrait  répandre  la 
connaissance  des  lois  de  la  biologie  chez  tous  ceux  qui,  à  un 
degré  quelconque,  s'occupent  d'éducation. 

Lignorance  des  sciences  naturelles  chez  les  instituteurs,  les 
pères  et  les  mères  de  famille,  les  magistrats,  les  littérateurs,  pré- 
sente de  gi-aves  inconvénients. 

Comment  voulez-vous,  par  exemple,  qu'un  père  ou  une  mère 
président  en  connaissance  de  cause  à  l'éducation  physique  et 
intellectuelle  de  leurs  enfants,  sUls  ne  sont  pas  initiés  aux  lois 
naturelles  qui  doivent  la  régir? 

Cependant,  combien  ils  pourraient  venir  efficacement  en  aide 
aux  influences  morales  et  religieuses  en  agissant  d'une  manière 
systématique  sur  le  physique  de  l'enfant. 

Les  éleveurs  anglais  modèlent  la  matière  vivante  comme 
l'argile;  ils  créent  des  races  ou  corrigenls  les  instincts.  Ils  trans- 
forment les  habitudes  des  animaux  domestiques.  Ainsi  l'on 
dresse  le  chien  à  cliasser  pour  Thomme  et  à  s'exposer  pour  lui, 
au  point  de  perdre  souvent  l'instinct  de  la  conservation.  On  trans- 
forme des  habitudes  héréditaires  en  des  habitudes  diamétrale- 
ment contraires.  On  obtiendrait,  sur  l'enfant,  par  dressage  habile 
et  prudent,  des  résultats  analogues,  inappréciables  au  point  de 
vue  moral. 

Par  des  exercices  gradués,  on  pourrait  plier  l'organisme 
humain  à  des  habitudes  de  réaction  qui  rendraient  aisé,  par  le 
seul  fait  de  l'habitude  acquise  à  Tàge  de  l'inconscience,  le 
triomphe  de  la  volonté  sur  l'instinct,  et  la  victoire  de  la  raison 


sur  les  écarts  de  Timagination.  On  élargirait  ainsi,  sans  peine, 
le  domaine  du  libre  arbitre.  II  faudrait  aussi  elTectuer  quelques 
réformes  indispensables  dans  renseignement  proprement  dit,  et 
élaguer  largement  les  programmes  trop  surchargés. 

Le  système  de  punition  en  usage  dans  les  écoles  est  désastreux. 
Si  un  enfant  manque  de  mémoire  ou  est  distrait,  que  fait-on?  Le 
maître  Tenferme  durant  une  récréation  et  lui  fait  copier  des  pas- 
sages d*auteurs  classiques.  Ainsi  on  développe  en  lui  les  germes  du 
mal  qu*il  faudrait  combattre,  et  on  lui  fait  détester  les  auteurs  dont 
on  devrait  lui  inculquer  le  goût,  en  lui  paralysant  le  corps  et  en 
lui  surmenant  le  cerveau.  La  connaissance  des  conditions  biolo- 
giques et  mentales  de  Tenfant  est  donc  nécessaire  à  Tinsiituteur. 

Il  conviendrait  aussi  d'adapter  les  programmes  des  études 
primaires  et  moyennes  aux  diverses  étapes  du  développement  du 
cerveau. 

On  enseigne  les  mathématiques  trop  tôt  aux  enfants,  et  on 
développe  leur  mémoire  machinale  beaucoup  trop  longtemps,  au 
grand  détriment  de  la  spontanéité  de  Tintelligence,  de  Tesprit 
d*observation  et  de  la  personnalité  humaine. 

Les  sciences  naturelles  n'occupent  pas,  dans  renseigne- 
ment classique,  la  place  qu'elles  méritent  pour  la  formation  de 
Tesprit. 

Les  sciences  naturelles  inspirent  le  goùi  de  Tétude  aux  enfants, 
6xent  leur  attention,  éveillent  Tesprit  d'observation,  développent 
la  raison  par  des  exercices  d'analyse  et  de  synthèse  continus,  et 
aident  singulièrement  l'éducation  des  sens,  si  négligée  par  la 
pédagogie  traditionnelle. 

Il  y  a  lieu  de  diminuer  le  nombre  d'heures  consacrées  à  l'étude 
des  langues  mortes,  et  d'augmenter  celui  des  heures  laissées  aux 
langues  vivantes,  dont  la  nécessité  se  fait  de  plus  en  plus 
sentir  aujourd'hui  que  les  découvertes  de  la  science  transforment 
les  conditions  d'existence  des  sociétés  comme  des  individus.  On 
peut,  du  reste,  apprendre,  en  moins  de  temps  qu'on  n'en  met 
dans  nos  collèges,  plus  de  latin  qu'on  n'en  apprend  actuellement. 
11  suffit  de  l'apprendre  autrement,  de  modifier  la  méthode. 

Trop  souvent,  aujourd'hui,  le  collégien  qui  sort  de  rhétorique, 


le  cerveau  bourre  de  mille  elioses,  ne  sait  ni  écrire^  ni  parler^  ni 
penser^  après  avoir  consacré  sept  années  à  ce  culte  presque 
exclusif  de  la  forme  qu'on  est  convenu  d*appeler  les  humanités. 
Livré  à  lui-même,  il  ne  sait  le  plus  souvent  comment  se  conduire» 
parce  qu*on  a  développé  chez  lui,  d'une  façon  anormale,  la 
mémoire  et  Vimagination  au  détriment  des  autres  facultés  et 
qu*il  ignore  les  principes  les  plus  élémentaires  de  Thygiène  phy- 
sique et  morale,  parce  qu*il  ne  connaît  point  ces  lois  de  la  nature 
que  Ton  n'enfreint  jamais  impunément. 

En  résumé,  chez  Tenfant,  le  développement  des  facultés  men- 
tales doit  être  subordonné  au  développement  des  facultés  phy- 
siques; chez  Tadolescent,  il  faut  établir  un  juste  équilibre  entre 
le  système  nerveux  et  le  système  musculaire,  pendant  toute  la 
durée  des  études. 

Cette  dernière  vérité  s'applique  surtout  aux  personnes  du  sexe 
faible.  Sous  prétexte,  en  effet,  qu'il  faut  préparer  la  femme  à  la 
vie  d'intérieur,  souvent  on  ne  tient  pas  compte  des  principes  les 
plus  élémentaires  de  Téducation  physique. 

Aussi,  la  jeune  Glle  qui  n'a  pas  hérité  d'une  constitution  très 
robuste  devient  une  proie  pour  l'anémie,  la  névrose,  l'hystérie. 
Elle  s'étiole,  faute  d'exercices  physiques  suffisants.  De  grands 
progrès  ont  cependant  été  faits  sous  ce  rapport,  il  est  vrai,  dans 
ces  dernières  années,  mais  il  reste  encore  beaucoup  à  faire. 

La  jeune  fille  devrait  recevoir  une  éducation  plus  positive, 
moins  exclusivement  esthétique.  Mais  tout,  dans  l'éducation  de 
la  femme,  est  sacrifié  au  culte  des  arts  et  à  la  forme.  Si,  au  lieu 
de  lui  enseigner  tant  d'arts  d'agrément,  on  lui  donnait  des  notions 
plus  sérieuses  d'hygiène  et  d'économie  domestique,  on  ne  verrait 
pas  tant  de  mères  de  famille  compromettre  à  jamais  l'avenir  de 
leurs  enfants. 

Cette  conférence  est  suivie  d*une  discussion.  M.  Mansion 
exprime  ses  réserves  touchant  les  modifications  que  M.  Proost 
propose  d'introduire  dans  le  programme  des  humanités  gréco- 
latines.  En  revanche,  il  pense  que  le  retour  à  la  philosophie 
d'Aristote  et  de  saint  Thomas,  qui   s'accentue  chaque  jour 


amènera  peu  à  peu  les  éducateurs  à  tenir  compte,  dans  une  juste 
mesure,  de  la  nature  physique  de  l^enfant.  Depuis  deux  siècles, 
sous  rinfluenee  de  la  psychologie  cartésienne,  on  a  peut-être  trop 
oublié  Ictroite union  de  Tàme et  du  corps  qui  constitue  Thomme 
réel;  il  n*est  ni  un  pur  esprit,  ni  un  animal. 

M.  Mansion  traite  ensuite  la  question  de  Torganisation  de 
renseignement  des  sciences  physiques  et  naturelles  dans  les 
collèges  catholiques  pour  les  jeunes  gens  qui  se  destinent  à 
rétude  de  la  médecine  ou  de  la  pharmacie. 

Il  passe  d*abord  en  revue  les  divers  systèmes  d*enseigne- 
ment  suivis  en  France,  en  Allemagne,  en  Belgique  :  nul  ne  le 
satisfait  complètement  et  ne  semble  applicable  aux  collèges 
belges  où  les  humanités  gréco-latines  durent  sixains. 

En  Belgique,  où  une  seconde  langue  moderne  est  obligatoire, 
on  ne  peut  rien  distraire  des  heures  des  programmes  d'études, 
et,  par  conséquent,  la  nécessité  d'une  septième  classe  ou  année 
d'études  s'impose  pour  les  élèves  dont  il  s'agit.  De  fait,  une 
classe  analogue  existe  déjà,  sous  des  formes  diverses,  pour  les 
aspirants  ingénieurs  et  pour  les  futurs  prêtres. 

Une  première  scientifique  devrait  succéder  à  la  rhétorique; 
elle  serait  consacrée  à  la  physique,  à  la  chimie,  à  la  botanique 
et  à  la  zoologie. 

Ce  système  aurait  pour  avantage  essentiel  de  n*entraver  en 
rien  le  système  traditionnel  des  humanités.  De  plus,  il  éliminerait 
à  temps  les  incapables;  il  rendrait  insensible  le  passage  de 
l'enseignement  du  collège  à  l'enseignement  universitaire;  il  per- 
mettrait de  compléter  et  de  rendre  plus  solide  le  cours  d'apolo- 
gétique chrétienne  pour  les  élèves  les  plus  exposés  à  entendre 
plus  tard  attaquer  leur  foi,  soi-disant  au  nom  des  sciences  de  la 
nature. 

Les  jeunes  gens  qui  termineraient  leurs  études  après  la  pre- 
mière scientifique  pourraient  comprendre  sans  peine  les  ouvrages 
modernes  relatifs  à  l'agriculture. 

L'organisation  des  cours  de  la  première  scientifique  serait 
à  peu  près  celle-ci  : 
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Par  semaine,  en  hiver  :  irois  leçons  de  physique,  trois  de 
chimie, trois  de  malhématiques,trois  de  zoologie,  le  malin  ;raprè8- 
midi  :  apologétique,  langues  modernes,  manipulations. 

En  été,  la  botanique  et  les  manipulations  remplaceraient  la 
zoologie  et  les  mathématiques. 

La  discussion  sur  ces  deux  conférences  est  remise  à  la  séance 
du  jeudi  13  avril. 

III 

ASSBHBLÉB   GÉNÉRALE   DU    15   AVRIL   1893. 

.Le  premier  objet  à  Tordre  du  jour  est  la  discussion  sur 
renseignement  des  sciences  naturelles. 

M.  Proost  avait,  à  la  séance  précédente,  émis,  entre  autres 
opinions,  celles-ci  : 

Les  éducateurs  dignes  de  ce  nom  doivent  connaître  aujourd'hui 
les  découvertes  de  la  biologie  pour  pouvoir  faire  concourir  Tédu- 
cation  physique  de  Tenfant  au  développement  de  ses  facultés 
intellectuelles  et  de  son  libre  arbitre. 

Les  élèves  eux-mêmes  devraient  être  initiés,  dès  les  premières 
classes  des  humanités,  à  Tétude  intuitive  des  sciences  de  la 
nature.  C*est  le  seul  moyen  de  faire  Téducation  des  sens  chez  le 
jeune  humaniste.  A  cet  âge,  il  importe  beaucoup  plus  de  former 
et  d'équilibrer  les  facultés  de  Tintelligence  que  de  la  meubler  (*). 

On  pourrait  réduire,  dans  une  certaine  mesure,  au  profit  des 
sciences  naturelles  et  de  Tétude  des  langues  modernes,  le  temps 
consacré  au  latin  et  aux  mathématiques. 

M.  Mansion,  au  contraire,  avait  proposé  de  créer,  dans  les 
collèges  catholiques,  après  In  rhétorique,  pour  les  aspirants- 
médecins,  une  classe  de  sciences  physiques  et  naturelles  qui 
permit  à  cette  catégorie  d'étudiants  de  ne  faire  à  TUniversité 
qu'une  année  de  candidature  en  sciences  naturelles. 

(*)  Revue  des  questions  scientifiques,  188!2,  L'Hérédité  et  l'éducation,  parA.  Proottt. 
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M.  Proost  trouve  que  c'est  commencer  trop  fard  Télude  de 
ces  sciences  que  de  les  aborder  seulement  après  la  rhétorique, 
l/esprit  de  Télève  a  pris,  à  cet  âge,  des  habitudes  qui 
Tempéclient  de  se  plier  aisément  h  l'étude  des  sciences  d'obser- 
vation et  des  sciences  expérimentales. 

M.  Marsion  réplique  que  le  système  de  M.  Proost,  qui  est  suivi 
en  Allemagne  et  a  été  essayé  en  Belgique,  dans  renseignement 
ofliciel,  de  1881  à  1887,  ne  donne  pas  les  grands  fruits  qu'on  en 
auend,  ou  nuit  aux  humanités  classiques. 

Au  contraire,  le  système  français,  qui  est  assez  rapproché  de 
celui  que  préconise  M.  Mansion,  permet  à  l'élève  de  faire  de 
bonnes  humanités  en  même  temps  qu'il  l'initie  suffisamment  à 
une  partie  des  sciences  physiques  et  naturelles. 

M.  Proost  fait  observer  qu'en  réalité  on  n'a  nulle  part  essayé 
complètement  le  système  qu'il  préconise  et  qui  repose  sur  la 
psychologie  expérimentale  et  sur  les  découvertes  de  la  patho- 
logie mentale.  En  Allemagne,  on  enseigne  les  sciences  natu- 
relles pendant  toute  la  durée  des  humanités,  mais  on  n*a  pas 
diminué,  comme  il  le  demande,  le  nombre  d'heures  consacré 
au  latin  et  au  grec;  comme  partout,  l'étude  des  mathématiques 
commence  trop  tôt.  En  Belgique,  pendant  la  période  où  Ton  a 
enseigné  les  sciences  naturelles  dès  la  septième,  on  l'a  fait  d'une 
manière  trop  peu  intuitive,  par  des  méthodes  surannées,  qui  ont 
rendu  l'insuccès  inévitable. 

Selon  lui,  il  importe  d'apprendre,  dès  l'enfance,  à  connaître  et 
k  vaincre  les  puissances  redoutables  de  la  nature,  parce  que  la 
vie  humaine  est  une  lutte  perpétuelle  contre  ces  forces  ennemies. 

Le  R.  P.  Hahn  fait  ronnaitre  les  résultats  obtenus,  au  Collège 
N.-D.  de  la  Paix,  à  Namur,  par  un  enseignement  scientiGque  de 
deux  années,  après  la  rhétorique  :  ils  semblent  favorables  h  la 
thèse  de  M.  Mansion. 

Cependant,  il  croit  impossible  d'organiser  l'enseignement  élé- 
mentaire dont  parle  celui-ci,  dans  tous  les  collèges  catholiques, 
pour  des  raisons  tirées  de  nos  habitudes  et  de  nos  lois  sur 
renseignement  universitaire. 

La  suite  de  la  discussion  est  renvoyée  à  la  prochaine  session. 
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M.  Joseph  de  la  Vallée  Poussin  fait  une  conférence  sur 
La  première  traversée  du  Groenland  par  M.Nansen^  et  les  aspects 
généraux  de  l'Inlandsis. 

Le  but  du  célèbre  voyageur  norvégien  était,  dit  M.  J.  de  la 
Vallée  Poussin,  de  traverser,  de  Test  à  Touest,  la  grande  terre 
boréale,  et  de  vérifier  si  Tlnlandsis,  le  grand  glacier  intérieur, 
Toccupe  entièrement  et  s  étend,  sans  solution  de  continuité,  d'un 
littoral  à  Tautre  du  pays. 

Ce  but,  il  la  pleinement  atteint.  Mais  Tintérét  de  ce  voyage 
ne  s*attache  pa6  exclusivement  à  la  traversée  de  Tlnlandsis. 

M.  Nansen  a  pendant  douze  jours  navigué  au  milieu  de  la 
grande  banquise  qui  borde  la  côte  orientale  du  Groenland  et  en 
rend  rapproche  si  malaisée. 

Il  y  a  pu  étudier  cette  agglomération  confuse  de  glaçons  de 
toutes  formes,  de  toutes  dimensions,  ces  drifis,  ces  isbergs  sans 
cesse  en  mouvement  sous  Faction  des  vents  et  des  courants. 
Quand,  après  douze  jours  dVflbrts,  Pintrépide  voyageur  eut  enfin 
réussi  à  traverser  cette  banquise  réputée  impénétrable,  et  à 
atterrir  à  la  côte  orientale,  il  remonta  vers  le  nord,  le  long  de 
cette  dernière,  sur  une  distance  de  275  kilomètres;  il  étudia  à 
loisir  cette  côte  si  singulière  qui  n'avait  été  explorée  avant  lui, 
et  plus  sommairement,  que  par  le  capitaine  Holm,  en  1885. 

L'Inlandsis  Tassiège  de  toutes  parts,  étroitement,  de  manière 
à  ne  laisser  qu'une  langue  de  terre  libre  de  glace  entre  elle  et 
rOcéan. 

Là  seulement  il  se  rencontre,  pendant  les  trois  mois  de  Tété 
polaire,  quelques  traces  de  végétation  :  mousses,  lichens,  herbes 
et  même  des  plantes  arbustives,  des  saules  nains  tout  rabougris, 
aux  troncs  gros  comme  des  porte-plume  et  dressant  à  25  centi- 
mètres de  terre  leur  petit  bouquet  de  feuilles  vert  pâle. 

Cette  côte  si  désolée  et  si  dépourvue  a  pourtant  ses  habitants. 
Quelques  centaines  d'Esquimaux  y  vivent  de  la  pèche  et  de  la 
chasse  et  forment  le  peuple  le  plus  isolé,  le  plus  privé  de  com- 
munications avec  ses  semblables  qui  soit  au  monde. 

En  effet,  Tétroit  couloir  qui  forme  son  domaine  n'a  d*issue  sur 
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Membre  correspondant  de  l'Académie  royale 
de  médecine  de  Belgique,  de  la  Société  de  thérapeutique 

de   Paris,  etc. 


Le  traitcmenf  des  maladies  du  rœiir  a  subi,  dans  ces  dernières 
années,  une  complète  évolution.  Ainsi  que  nous  le  disions 
ailleurs  (*),  pendant  longtem|)S  la  médication  des  cardiaques 
était  purement  s\mpfomati<|ue  :  on  iherchait  à  éviter  les  consé- 
quences de  la  lésion  organique  par  le  repos  corporel  le  plus 
complet  possible,  auqntl  on  joignait  parfois  les  émissions  san- 
guines et  un  régime  léger,  non  excitant. 

Stokes  fut  le  premier  qui  osa  sortir  des  voies  battues  et  qui 
recommanda  Texercice  corporel  et  une  alimentation  tonique, 
afin  de  fortifier  forgane  central  de  la  circulation.  Mais  son  inno- 
vation rencontra  peu  d'écho  dans  le  corps  médical.  Ce  n'est  qu'en 
1875  que  le  professeur  Oertel,  de  Munich,  reprit  les  idées  de 
Stokes  et  imagina  une  méthode  thérapeutique  qui  devait  agir 
directement  sur  le  cœur  (**).  Celle  méthode  comprenait  deux 
facteurs  :  le  traitement  mécanique,  consistant  principalement  en 
ascensions  progressivement  augmentées,  et  le  traitement  diète- 


(•)  MtELLER,  Du  Traitement  dex  maladies  du  cœur.  1890,  Peelors,  Louvain.  Exlr,  de 
la  Revue  médicale  de  Louvain.  —  Du  Traitement  des  maladies  du  cœur  par  la 
méthode  Oertel.  4891,  Hayez,  Bruxelles.  Extr.  des  Annales  de  la  Société  scientifique 
DE  Bruxelles, 4891-1893,  XVI,  ^  partie,  pp.  Ml. 

(••)  Oertel,  Thérapie  der  Kreisiaufs-Stôruriyen.  Zikiissfks  Handbuch  der  allge- 
MEIHCR  Thérapie,  IY  Bd.  18^i.  Vogcl,  Leipzig. 
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tique,  comprenant  une  alimentation  ionique  et  réparatrice,  avec 
restriction  notable  dans  la  quantité  de  boissons  ingérées  par  le 
malade.  Cette  médication,  proposée  par  le  médecin  bavarois, 
rencontra  une  vive  opposition,  tant  en  Allemagne  qu*à  l'étranger, 
et  ses  applications  se  restreignent  à  des  cas  peu  nombreux. 

A  peu  près  en  même  temps  qtrOertel,  un  médecin  de  Nau- 
beim,  le  D'  Aug.  Schott,  commença  à  appliquer  un  traitement 
qui  était  basé  sur  les  mêmes  principes  que  ceux  adoptés  par 
Stokes,  mais  qui  différait  sensiblement  de  la  pratique  recomman- 
dée par  le  professeur  de  Munich.  Cette  méthode  ne  fut  publiée 
qu'en  1881  par  son  inventeur,  dont  les  travaux  furent  interrom- 
pus par  une  mort  prématurée.  Elle  fut  reprise  par  son  frère, 
le  D'  Théodore  Schott,  qui  pratique  encore  actuellernent  à 
Nauheim  et  qui  a  pu  appliquer  cette  nouvelle  thérapeutique 
sur  une  très  vaste  échelle  (*). 

Nous  devons  un  tribut  spécial  de  rcconoaissance  envers  notre 
confrère  allemand,  qui  a  bien  voulu  nous  initier  lui-même  au 
mode  d'application  de  sa  méthode,  et  nous  a  donné  foccasion  de 
constater  par  nous-mème,  chez  plusieurs  de  ses  malades,  les 
effets  de  cette  thérapeutique. 

Nous  nous  proposons  de  faire  connaître  en  quoi  consiste  le 
traitement  des  D"  Schott,  dVxposer  les  effets  immédiats  qu'on 
en  retire,  d'interpréter  son  mode  d'action  et  de  dire  les  résultats 
définitifs  qu'on  peut  en  espérer. 

La  méthode  Schott  comprend  deux  facteurs  :  l""  un  traitement 
mécanique,  consisiBui  en  exercices  gymnastiques;  2°  un  traite- 
ment balnéaire,  comprenant  des  bains  d'eaux  salées  gazeuses. 


(*)  Voici  les  principales  publicaiions  dans  lesquelles  les  D*^*  Schott  ont  faii  connaître 
leur  méliiodc  : 

Aug.  Schott,  Die  IVtrkung  der  Bôder  auf  das  Htrz.  Separ.-Âbdr.  aus  der  Beri<. 
KLIN.  VVocHENSCHRiFT.  —  Zur  Thérapie  der  chronischeu  Herzkra»kheiten.iS86.  Separ.- 
Abdr.  aus  der  Beri..  klin.  Wocuknschrift. 

Th.  Schott,  Die  Behandlnug  der  chrnuischen  Henkrankheiten.  Berlin  Grosser,  4887. 
^Zur  Pathologie  und  Thérapie  der  Angina  peciorisA^^.  Sonder-Âbdr  aus  Ueutsch.- 
MED.  Zeitung.  —  Znr  acuteu  Veberaustrenguitg  des  Uerztns  und  deren  Behandlung. 
4890.  Separ.-Abdr.  aus  der  Verhândlungem  des  IX  Congresses  fur  innere  Medicin  zu 
WiEM.  —  Veber  Henneuroteti,  1892.  Separ.-Abdr.  aus  der  Keal-Kmcyci..  der  gesamh- 
ten  Hrilkunde. 
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1*  Traitement  mécanique.  Celle  partie  de  la  méthode  se  com- 
pose d'exercices  corporels  que  Ton  répète  généralement  une 
fois  par  jour,  et  dont  la  durée  varie   naturellement  suivant  le 
degré  de  résistance  de  chaque  sujet.    Les  D"  Schoil  ont  adopté, 
pour  ces  séances,  ce  que  les  Suédois  ont  appelé  la   gmnastiqiie 
fie  résistance.  Ce  sont  des  mouvements  simples  des  membres  et 
du  tronc,  c'est-à-dire  des  flexions  et  des  extensions,  des  adduc- 
tions et  des  abductions,  des  rotations  et  des  torsions;  pour  pro- 
duire chacun  de  ces  mouvements,  le  malade  est  obligé  de  sur- 
monter une  certaine  résistance  qui  lui  est  opposée  par  un  aide- 
f^ymnaste.   D'après  les  médecins  de  Nauheim,  ces  séances  de 
gymnastique  ne  produisent  de  bons  effets  dans  les  maladies  du 
cœur  que  si  Ton  observe  certaines   règles   très  précises,  qu*ils 
ont  posées,  et  que   nous  croyons  devoir   faire  connaître   avec 
tiéiails. 

Chaque  mouvement  doit  se  faire  avec  énergie,  et  cependant 
«vec  une  grande  régularité  et  une  certaine  lenteur.  C'est  préci- 
sément pour  augmenter  la  force  des  contractions  musculaires, 
en  même  temps  que  pour  les  rendre  lentes  et  uniformes,  que  les 
D'*  Schott  veuleat  l'intervention  d'un  aide  qui  leur  oppose  de  la 
résistance. 

Il  faut  que  les  différentes  masses  musculaires  soient  successi- 
vement mises  en  activité,  de  telle  sorte  que  toutes  les  parties  du 
corps  prennent  part  aux  exercices  gynmastiques  qui  constituent 
chaque  séance.  Voici  l'ordre  généralement  suivi  par  le  D^^  Schott  : 
il  va  sans  dire  qu'il  n'est  pas  indispensable  de  s'en  tenir  rigou- 
reusement à  cette  série  d'exercices. 

On  commence  par  les  mouvements  qui  se  passent  dans  l'arti- 
culation de  l'épaule  :  partant  de  la  position  verticale  le  long  du 
corps,  les  membres  supérieurs  sont  élevés  en  avant  jusqu'à  deve- 
nir parallèles  aux  deux  côtés  de  la  tète,  puis  sont  ramenés  dans 
leur  situation  première;  çn  second  lieu,  les  membres, pendants  le 
long  du  corps,  sont  écartés  latéralement  pour  les  amener  égale- 
ment dans  une  situation  verticale,  parallèle  aux  faces  latérales  de 
la  tète,  et  les  faire  revenir  ensuite  de  nouveau  à  leur  point  de 
départ;  puis  les  membres  sont  étendus  horizontalement  en  avant, 
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parallèles  Tun  à  Taiitre;  ils  s'écartent  peu  à  peu  jusqu'à  devenir 
perpendiculaires  à  Taxe  du  corps  et  sont  ramenés  à  leur  position 
horizontale  en  avant;  enfin  on  fait  subir  aux  membres  étendus 
horizontalement  des  mouvements  de  torsion  et  de  rotation  autour 
de  leur  axe. 

Après  cela,  on  passe  aux  mouvements  du  coude,  du  poignet  et 
des  doigts,  pour  lesquels  il  ne  peut  être  question,  à  cause  de  la 
forme  des  surfaces  articulaires,  que  de  flexion,  d'extension  et  de 
rotation  (pronation  et  supination). 

Puis  viennent  les  exercices  du  tronc,  que  Ton  fléchit  en  avant 
pour  revenir  ensuite  dans  l'extension;  après  quoi  l'on  pratique 
les  flexions  latérales  à  droite  et  à  gauche;  enfin  on  opère  des 
torsions  du  tronc  des  deux  côtés  autour  de  l'axe  de  la  colonne 
vertébrale. 

Pour  les  membres  inférieurs,  on  commence  par  les  mouve- 
ments de  Tarticulation  coxo-fémorale  :  ainsi  on  élève  en  avant  le 
membre  inférieur  étendu  pour  le  ramener  ensuite  dans  la  posi- 
tion verticale  ;  le  même  mouvement  se  fait  en  arrière;  on  écarte 
le  membre  latéralement  en  abduction  pour  le  rapprocher 
ensuite  du  corps  et  le  porter  dans  l'adduction;  enfin,  comme 
pour  l'épaule,  on  termine  par  des  mouvements  de  torsion  ou  de 
rotation  autour  de  l'axe  du  membre. 

Les  mouvements  du  genou  et  du  pied  se  font  d'après  les 
directions  indiquées  par  la  forme  des  surfaces  articulaires,  c'est- 
à  dire  principalement  dans  la  flexion  et  l'extension. 

Le  rôle  de  l'aide-gymnaste  est  important  dans  ces  exercices; 
cependant,  avec  un  peu  d'habitude,  toute  personne  intelligente 
peut  arriver  à  conduire  ces  séances  de  gymnastique,  pourvu 
qu'elle  veuille  bien  observer  les  règles  que  voici  : 

Le  gymnaste  doit  avoir  soin  de  proportionner  l'intensité  de  la 
résistance  qu'il  oppose  à  l'état  des  forces  du  sujet;  c'est  dire  que 
cette  résistance  doit  varier  d'une  séance  à  l'autre,  puisque  ces 
exercices  amènent  peu  à  peu  un  développement  plus  grand  des 
muscles  en  mouvement.  H  est  un  moyen  assez  facile  de  modifier 
graduellement  celle  résistance  :  suivant  le  point  du  membre  où 
le  gymnaste  applique  sa  résistance,  le  bras  de  levier  dont  il  jouit 
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est  plus  on  moins  grand,  ce  qui  augmente  ou  diminue  la  force 
qu'il  déploie. 

Pour  exercer  sa  résistance^  le  gymnaste  ne  doit  pas  placer  sa 
main  autour  du  membre  en  action,  sinon  il  lui  arriverait  facile- 
ment de  favoriser  le  mouvement  au  lieu  de  le  contrarier,  il  faut 
que  la  main  soit  appliquée  sur  le  côté  du  membre  vers  lequel 
celui-ci  est  dirigé;  par  exemplc,sur  In  face  antérieure  de  la  jambe, 
si  le  membre  inférieur  doit  être  élevé  en  avant. 

Le  gymnaste  agira  avec  la  main  comme  sM  voulait  entraîner 
le  membre  dans  une  direction  opposée  à  celle  qui  va  être  suivie; 
mais  il  aura  soin,  naturellement,  de  toujours  se  laisser  vaincre 
par  le  sujet. 

La  résistance  sera  calculée  de  telle  sorte  que  le  déplacement 
du  membre  se  fasse  lentement,  mais  régulièrement;  elle  ne  sera 
jamais  assez  forte  pour  arrêter  le  membre  en  action,  ni  pour 
imprimer  au  mouvement  un  carcMCtcre  pins  ou  moins  saccadé. 
Il  suffira  pour  cela  que  le  gymnaste  prenne  la  précaution  de 
toujours  opposer  le  même  degré  de  pression,  tout  en  suivant  le 
déplacement  du  membre  dans  Tespace. 

Une  des  règles  les  plu^^  essentielles  à  observer  dans  ces 
séances  de  gymnastique,  est  que  le  malade  doit  pouvoir  triom- 
pher de  la  résistance  qui  lui  est  opposée  sans  que  sa  respiration 
soit  le  moins  du  monde  accélérée.  Il  faut  que  les  mouvements 
respiratoires  restent,  pendant  toute  la  durée  de  la  séance,  assez 
libres  et  assez  aisés  pour  que  le  sujet  puisse  parler  avec  la  plus 
grande  facilité.  A  cet  effet,  Taide  gymnaste  observera  constam- 
ment les  lèvres  et  les  ailes  du  nez  de  son  patient;  la  moindre 
apparence  de  dyspnée  indique  la  nécessité  d^une  pause,  qui 
durera  jusqu'à  ce  que  la  respiration  soit  redevenue  calme  et 
régulière;  pendant  ce  temps  de  repos,  le  membre  reste  immo- 
bile, soutenu  par  la  main  de  Taide. 

Si  les  mouvements  sont  suffisamment  lents,  la  résistance  peut 
ordinairement  être  assez  intense  dès  le  début.  Cependant  il  est 
parfois  nécessaire  de  commencer  par  des  résistances  moindres  et 
d'interrompre  les  séances  par  des  repos  plus  ou  moins  fréquents 
et  plus  ou  moins  longs;  peu  à  peu  cependant  l'organisme  s'babi- 
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tue  à  cette  gymnastique,  et  alors  on  peut  augmenter  Ténergic 
de  la  résistance  et  diminuer  la  fréquence  ainsi  que  la  durée  des 
intervalles  de  repos. 

Influence  immédiate  des  mouvements  gymnastiques  sur  le 
cœur.  Pour  bien  se  rendre  compte  des  effets  immédiats  des 
mouvemenis  gynmastiques  sur  le  cœur,  il  convient  de  rappeler 
quelques  faits  relatifs  à  la  percussion  de  la  région  précordiale. 
On  sait  que,  par  la  percussion  ordinaire,  on  parvient  à  délimiter 
une  région  de  matité  à  forme  triangulaire,  correspondant  à  la 
partie  du  cœur  non  recouverte  par  le  poumon;  cette  région  a 
environ  8  centimètres  carrés. 

Cet  espace  ne  donne  évidemment  aucune  indication  relative- 
ment aux  dimensions  réelles  du  cœur.  Or,  par  des  procédés  par- 
ticuliers, on  peut  arriver  à  délimiter  assez  exactement  les  con- 
tours anatomiques  du  cœur;  cVst  ce  qu^on  obtient  à  Taide  de  la 
percussion  faible  ou,  d'après  les  docteurs  Schott,  par  un  pro- 
cédé spécial,  dont  ils  sont  les  inventeurs  et  sur  lequel  nous 
n  avons  pas  le  temps  de  nous  appesantir. 

Or,  ces  méthodes  de  percussion  exacte  ont  révélé  plusieurs  faits, 
entre  autres  :  1°  qtie,  même  dans  les  conditions  de  santé  normale, 
le  volume  du  cœur  est  sujet  à  des  variations  très  rapides  et  par- 
fois assez  notables;  2°  que,  dans  les  lésions  valvulaires,  notam- 
ment dans  rinsuffisance  mitrale,  ce  n'est  pas  le  ventricule  droit 
seul  qui  est  dilaté,  mais  que,  comme  les  docteurs  Traube  et 
Weil  Pavaient  déjà  affirmé,  le  ventricule  gauche  est  également 
très  souvent  dilaté,  lorsqu'il  y  a  un  trouble  de  compensation; 
5"*  qu  a  Taide  de  cette  percussion,  on  peut  diagnostiquer  un  com- 
mencement d'affection  cardiaque  qu'il  serait  impossible  de  recon- 
naître autrement;  c'est  ainsi  qu'une  dilatation  un  peu  persistante 
du  ventricule  gauche  doit  faire  craindre  le  début  de  cette  insuf- 
fisance cardiaque  à  laquelle  les  Anglais  ont  donné  le  nom  si 
vrai  de  voeakened  heart. 

Or,  si  Ton  détermine  par  la  percussion  les  limites  anatomiques 
du  cœur  avant  et  après  une  séance  de  gymnastique,  on  constate 
qu'il  se  produit,  sous  l'influence  des  exercices  corporels,  une 
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diminution  plus  ou  moins  considérable  des  cavités  du  cœur,  qui 
étaient  dilatées.  Cet  effet  s'observe  dans  le  cœur  droit  d'une  façon 
presque  constante;  le  D**  Th.  Schou  affirme  n'avoir  jamais  ren- 
contré d'exception;  le  plus  souvent  le  cœur  gauche,  s'il  était  dilaté, 
subit  la  même  diminution  de  volume.  On  peut,  dans  ces  circon- 
stances, reconnaître  des  diminutions  de  plusieurs  centimètres. 
Cette  conséquence  immédiate  des  mouvements  gymnastiques  se 
remarque  dans  les  lésions  mitrales  non  compensées  aussi  bien 
que  dans  les  différentes  formes  d'insuffisance  cardiaque  simple 
(cœur  gras,  voeakened  heart ,  dilatation  du  cœur  par  ané- 
mie, etc.). 

Ce  ne  sont  guère  que  les  dilatations  du  cœur  gn  uche,  accom- 
pagnées de  choc  cardiaque  et  de  pulsation  artérielle  exagérés, 
qui  résistent  à  celte  influence  de  la  gymnastique. 

En  même  temps,  à  l'auscultation  on  s'aperçoit  que  les  bruits 
du  cœur  s'entendent  mieux;  parfois  des  bruits  anormaux,  qui 
passaient  inaperçus  avant  la  séance,  deviennent  perceptibles 
après  les  exercices  corporels. 

Des  modifications  se  produisent  également  du  côté  du  pouls, 
qui  se  ralentit  et  devient  plus  régulier;  la  pression  artérielle 
augmente. 

Les  mouvements  respiratoires  se  ressentent  de  tous  ces  chan- 
gements; ils  deviennent  moins  fréquents,  plus  faciles  et  plus 
amples. 

Enfin,  il  n'est  pas  rare  de  constater  une  atténuation  des  phé- 
nomènes de  stase  sanguine;  le  foie  notamment  diminue  <ie 
volume;  les  douleurs  produites  par  la  congestion  hépatique 
disparaissent;  quelquefois  une  diurèse  plus  ou  moins  abondante 
se  manifeste. 

Nous  avons  eu  l'occasion  de  nous  convaincre  par  nous-mème 
de  la  réalité  de  ces  effets  de  la  gymnastique.  Le  D'  Schotl  a  bien 
voulu  réunir,  pour  nous,  dans  son  cabinet  de  consultation,  quatre 
cardiaques  en  traitement,  et  nous  avons  pu  les  examiner  avant 
et  après  la  séance  de  gymnastique.  De  concert  avec  le  D'  Peters- 
8OD9  professeur  de  clinique  médicale  h  TUniversité  d'Upsala, 
nous  avons  procédé  à  la  délimitation  organique  du  cœur.   La 
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diminiilinn  de  volume  de  cet  orgnne  a  été  très  évidente  chez 
trois  de  ces  malades;  dans  un  seul  cas,  il  pouvait  rester  un  léger 
doulo  sur  la  réalité  du  fait;  ainsi  que  nous  le  dirons  dans  un 
instant,  on  devait  porter  un  fâcheux  pronostic  pour  ce  cas. 

Du  mode  d'action  de  la  gymnastique  sur  le  cceur.  Pour  se 
rendre  compte  des  effets  que  nous  venons  d'exposer,  il  suffit  de 
se  rappeler  ce  que  nous  avons  dit  ailleurs,  à  savoir  que  chaque 
contraction  musculaire,  dans  n'importe  quelle  partie  du  corps, 
influence  le  cœur,  y  éveille  des  contractions  et  augmente  la  force 
de  celles-ci.  Comme  les  docteurs  Weber  Font  montré  expéri- 
mentalement, une  marche  rapide  et  prolongée  a  une  telle  action 
sur  le  cœur,  que  les  battements  de  cet  organe  finissent  par 
devenir  isochrones  avec  les  pas  du  marcheur. 

On  comprend  que  cet  effet  doit  étœ  encore  beaucoup  plus 
marqué  et  plus  constant  avec  les  mouvements  corporels  régu- 
liers et  méthodiques  tels  qu'ils  sont  préconisés  par  les  D"  Scholt. 
La  dilatation  des  cavités  cardiaques  tient  à  ce  que  celles-ci  sont 
gorgées  d'un  sang  dont  l'organe  ne  parvient  pas  à  se  débarrasser 
complètement,  parce  que  sa  force  musculaire  est  insuffisante 
pour  triompher  de  l'obstacle  qui  s'oppose  au  cours  régulier  du 
sang.  La  gymnastique  provoque  des  contractions  plus  énergiques 
du  cœur;  l'aorte  se  remplit  mieux  et  l'action  cardiaque,  plus 
énergique,  triomphe  de  la  pression  artérielle  qui  est  augmentée. 
L'engorgement  des  cavités  du  cœur  diminue  ou  disparaît;  dès 
lors  le  volume  de  cet  organe  tend  à  reprendre  ses  dimensions 
normales. 

De  la  gymnastique  au  point  de  vue  du  diagnostic  et  du  pro^ 
nostic.  Les  modifications  que  l'on  peut  obtenir  en  quelques 
minutes  dans  un  cœur  malade  n'ont  pas  seulement  leur  utilité 
thérapeutique;  elles  peuvent,  d'après  le  D**  Scliott,  être  égale- 
ment d'un  grand  secours  pour  poser  le  diagnostic  et  le  pro- 
nostic. 

En  effet,  ces  exercices  corporels  permettent  de  reconnaître 
rapidement  la  dilatation  du  cœur  d'une  simple  augmentation  de 
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volume  par  hypertrophie  des  parois  ;  dans  le  premier  cas  on 
obtiendra  une  diminution  de  la  matité  cardiaque,  ce  qui  ne  se 
produira  pas  dans  le  second. 

De  même  on  peut  facilement  distinguer  la  dilatation  du  dépôt 
de  graisse  sur  le  cœur  ou  entre  les  fibres  musculaires  de  cet 
organe.  On  est  trop  disposé,  dans  la  pratique,  è  poser  le  dia- 
gnostic de  cette  affection  chez  les  obèses;  en  réalité,  ce  dépôt 
est  rarement  assez  considérable  pour  donner  lieu  à  une  aug- 
mentation de  volume  du  cœur. 

La  gymnastique  facilite  également  le  diagnostic  diiïérentici 
entre  la  dilatation,  et  les  épanehements  du  péricarde,  les  néo- 
plasmes, etc. 

D'une  façon  générale,  on  peut  dire  que,  chaque  fois  que  les 
exercices  musculaires  produisent  une  diminution  de  volume  du 
cœur,  c'est  qu'il  y  avait  engorgement  de  sang  dans  les  cavités  de 
cet  organe,  dont  les  contractions  étaient  insuffisantes. 

Notis  avons  déjà  dit  plus  haut  qu'après  une  séance  de  gym- 
nastique on  percevait  souvent  mieux  les  bruits  du  cœur,  et  que 
parfois  on  parvenait  même  à  entendre  des  bruits  anormaux  qui 
avaient  passé  inaperçus.  On  comprend  l'importance  que  ce  fait 
peut  avoir  au  point  de  vue  du  diagnostic. 

Enfin,  quant  au  pronostic,  on  peut,  avec  assez  de  probabilité, 
augurer  de  l'efficacité  du  traitement  d*après  l'intensité  des  effets 
des  exercices  gymnastiques  et  d'après  la  rapidité  avec  laquelle 
ces  effets  se  manifestent  dans  le  cœur. 

2®  Traitement  balnéaire.  Depuis  longtemps  déjà  on  avait 
observé  que  les  bains  salés  et  gazeux,  c*cst-à-dire  chargés  de 
chlorure  de  sodium  et  d'acide  carbonique,  avaient  pour  effet  de 
ralentir  le  pouls;  mais  aucune  attention  n'avait  été  accordée  à  ce 
fait.  Le  D'  Beneke,  de  Nauheim,  fut  le  premier  à  escompter 
l'action  de  ces  bains  pour  le  traitement  des  maladies  du  cœur  (*). 


(•)  Nous  devons  k  la  venté  de  dire  que  le  D»"  Jacoh,  de  Cudowa,  revendique  pour  lui 
la  priorité  de  cette  application  des  bains  dans  les  maladies  du  cœur  (voir  Verhuudlungen 
des  siebenten  Congrestes  fur  mnere  Mediciiu  i88H.  Bergmann.  Wiesbaden,  p.  66).  Mais 
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Cesl  en  1872  qu^il  publia  les  résultats  de  ses  essais  qui  portèrent 
sur  cinqiiante-cinq  cardiaques.  Il  avait  constaté  que  les  bains  de 
Nauheim  n'étaient  pas  seulement  bien  supportés  par  ces  malades, 
mais  qu'ils  produisaient  un  effet  calmant  sur  les  fonctions  du 
cœur  et  qu'ils  favorisaient  la  résorption  des  dépôts  endocardi- 
tiquesy  pourvu  que  ceux-ci  fussent  de  récente  formation. 

Vers  la  même  époque,  le  D'  Aug.  Schoit  poursuivait  des 
recherches  analogues  à  celles  de  son  collègue.  Il  arriva  à  cette 
conclusion,  que  par  Tadministraiion  des  bains  salés  gazeux  on 
pouvait,  comme  par  les  exercices  gymnastiqucs,  exercer  une 
stimulation  prudente  sur  le  cœur,  obtenir  une  activité  plus 
grande  de  cet  organe  et  réaliser  ainsi  une  augmentation  de  la 
masse  musculaire  cardiaque.  A  la  suite  d'observationsnombreuses 
qu'il  recueillit  en  collaboration  avec  son  frère,  il  a  posé  les  règles 
suivantes  pour  l'emploi  de  ces  bains  dans  les  maladies  du 
cœur  : 

On  commence  par  des  bains  salés  non  gazeux,  par  exemple  de 
la  source  n°  7  de  l'eau  de  Nauheim,  dont  on  laisse,  au  préa- 
lable, échapper  l'acide  carbonique;  souvent  on  la  dilue,  au  début 
du  traitement,  d'une  certaine  quantité  d'eau  (à  parties  égales, 
ou  */3  d'eau  minérale  et  Ys  d'eau  douce).  La  durée  du  bain  ne 
sera  d'abord  que  de  cinq  è  dix  minutes;  la  température,  de  27°  K, 
surtout  si  le  malade  est  rhumatisant,  anémique  ou  frileux.  Il  faut 
conseiller  au  sujet  de  rester  dans  l'immobilité  complète  pendant 
la  première  demi-minute,  jusqu'à  ce  que  le  corps  soit  habitué  à 
la  température  du  bain. 

Peu  ù  peu  on  augmente  la  concentration  du  bain,  et  le  malade 
y  entre  avant  que  l'acide  carbonique  s'en  soit  échappé.  Ainsi,  i 
Nauheim,  on  ajoute  l'eau  de  la  source  n®  12,  plus  concentrée,  à 
c<  Ile  de  la  source  n*  7;  plus  tard  on  y  ajoute  même  de  l'eau- 


les  bains  de  Cudowa  sont  des  h^insferriaineux  gazeux  et  non  salés,  comme  ceux  de  Nau- 
heim. ^uo'  qu  il  en  soit,  la  balnéothérapie  des  maladies  du  caur  a  pris  ime  tris  grande 
extension  <n  Allemapre.  Jusqu'ici,  on  est  resté  plus  timoié,  sous  ce  rapport,  en  France. 
Nous  avons  traité  cette  question  eu  détail  dans  notre  ou\i*age  sur  les  eaux  minérales. 
Voir  MOEi.i.ER,  Traité  pratique  des  eaui  winérales  et  éléments  de  climatothérapie. 
Bruxelles,  Manceaux,  18^2.  p  45>'>. 
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mère.  La  source  du  Sprudel,  étant  1res  forlement  chargée  d'aiide 
carbonique,  ne  peut  éire  employée  qu'avec  une  certaine  réserve; 
les  malades  ne  la  supportent  généralement  que  lorsque  la  cure 
dure  depuis  quelque  temps  (une  à  deux  semaines). 

Au  commencement  de  la  cure,  les  bains  ne  peuvent  être  pris 
tous  les  jours;  on  ordonne  un  jour  de  repos  après  deux  ou  trois 
bains;  on  arrive  peu  à  peu  à  des  bains  quotidiens,  sauf  un  jour 
par  semaine.  La  température  de  IVau  peut  élre  abaissée  progres- 
sivement, sans  jamais  descendre  au-dessous  de  21"*  R.  La  durée 
du  bain  e^t  également  augmentée  peu  à  peu  ;  elle  ne  doit  presque 
jamais  dépasser  vingt  minutes. 

Le  bain  le  plus  énergique  de  Nauheim  est  celui  pris  dans  la 
source  Sprudel  pure  et  à  eau  courante  (Sprudelstrombad).  Le 
malade  se  place  dans  la  baignoire  remplie  dVau  du  Sprudel, 
laissant  ouverts  les  robinets  d^entrée  et  de  sortie,  de  sorte  que  le 
corps  reçoit  directement  le  jet  très  puissant  de  eetie  source  en 
même  temps  que  Tacide  carbonique  qui  agit  sur  la  peau  est 
constamment  renouvelé.  Le  dégagement  du  gaz  est  si  abondant, 
qu'il  éteint  une  allumette-bougie  enflammée  qu'on  approche  de 
la  surface  de  Icau.  Aussi  faut-il  avoir  la  précaution  de  laisser 
ouverte  la  fenêtre  de  la  chambre  de  bain.  Pendant  notre  séjour 
à  Nauheim,  nous  avons  pris  un  de  ces  bains  du  Sprudel  à  eau 
courante;  nous  ne  saurions  rendre  compte  de  l'impression  vivi- 
fiante et  bienfaisante  produite  par  l'action  de  cette  eau  si  forte- 
ment gazeuse  et  douée  d'une  grande  force  de  projection.  Dans 
aucune  autre  station  hydrominérale  nous  n'avons  rencontré  de 
bain  comparable.  Et  cependant  nous  avons  constaté,  montre  en 
main,  qu'à  la  sortie  du  bain  notre  pouls  était  ralenti  d'environ 
six  à  huit  pulsations  à  la  minute. 

Il  faut  cependant  dire  que  les  cardiaques  supportent  rarement 
ces  bains  du  Sprudel  à  eau  courante.  Aussi  en  est-on  très  sobre 
à  Nauheim;  on  ne  les  emploie  que  chez  des  malades  ayant  déjà 
fait  une  longue  cure,  alors  que  l'organisme  et  spécialement  le 
cœur  ont  déjà  acquis  une  assez  grande  force  de  résistance. 

Il  importe,  pendant  toute  la  durée  du  traitement,  que  le  malade 
soit  suivi  de  très  près  par  le  médecin;  celui-ci  doit  souvent  exa- 
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miner,  par  lauscullalion,  et  surtout  par  la  percussion,  Torgane 
malade,  de  même  qu^il  doit  surveiller  Téiat  général.  Ce  n^est  qu*à 
ce  prix  qu*on  peut  espérer  de  bons  résultais  de  la  cure  et  qu'on 
évitera  les  conséquences  possibles  d*une  thérapi^utique  inoppor- 
tune ou  trop  énergique.  Il  est  bon  que,  de  temps  en  temps,  le 
malade  soit  examiné  immédiatement  après  le  bain ,  afin  de  véri- 
fier si  les  effets  immédiats  de  celui-ci  continuent  à  se  produire. 
Les  bains  deau  minérale  de  Naubeim  peuvent  très  bien, 
d'après  le  D'  Schott,  être  remplacés  pr  des  bains  artificiels. 
Pour  ci'la,  on  ajoute  à  de  Teau  ordinaire  du  chlorure  de  sodium 
dans  la  proportion  de  1  à  I  V2  Vo»  ^ti,  si  Ton  en  a  à  sa  disposition, 
du  sel  de  Nauheim  dans  la  proportion  de  1  à  1  72  Voo-  Pot^r 
rendre  ce  bain  gazeux,  on  se  sert  de  bicarbonate  de  soude  et 
d'acide  chlorhydrique.  Dans  un  bain  de  250  litres,  on  dissout, 
au  début  du  traitement,  100  grammes  de  bicarbonate  de  soude 
et  100  grammes  d'une  solution  à  42  7o  d'acide  chlorhydrique. 
On  augmente  peu  à  peu  ces  proportions  pour  arriver,  à  la  fin,  à 
1,000  ou  même  1,500  grammes  de  chaque  ingrédient.  Il  est 
facile,  ù  Taide  de  petits  artifices,  de  faire  en  sorte  que  toute  Teau 
du  bain  soii  chargée  d'acide  carbonique,  ce  qui  est  nécessaire  si 
l'on  veut  que  ce  gaz  agisse  sur  toute  l'étendue  de  la  surface 
cutanée  du  corps. 

Effets  immédiats  du  bain  salé  gazeux.  Le  bain  salé  gazeux 
pro  luit,  à  peu  de  chose  près,  les  mêmes  effets  qu'une  séance 
d'exercice  gymnastique.  Le  pouls  diminue  de  fréquence;  il  se 
relève  et  devient  plus  plein,  ce  qui  se  constate  au  toucher  et  sur- 
tout au  sphygmomanomètre;  le  tracé  sphygmographique  présente 
une  ligne  d'ascension  plus  élevée  et  plus  raide,  ce  qui  indique 
qu'une  plus  «grande  quantité  de  sang  passe  dans  l'aorte  et  le 
système  artériel  ;  la  ligne  horizontale  est  un  peu  plus  grande,  ce 
qui  correspond  à  une  durée  plus  longue  du  passage  du  sang  de 
l'aorte  dans  les  capillaires;  on  observe  en  même  temps  que  In 
systole  et  surtout  la  diastole  sont  prolongées;  enfin  on  voit  sou- 
vent que  l'arythmie  du  pouls  a  diminué  ou  disparu. 

-Par  la  percussion  exacte,  on  peut  se  convaincre  que  la  dilata- 
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lion  générale  du  cœur  a  diminué  après  le  bain.  En  outre,  à 
rauscuUaU'on  on  entend  mieux  les  bruits  du  cœur;  parfois  on 
perçoit  alors  des  bruits  anormaux  qui  n'étaient  pas  perceptibles 
auparavant,  à  cause  de  finsuflisance  des  contractions  cardiaques. 

Dans  les  cas  appropriés,  on  note  une  diminution  de  In  fré- 
quence des  mouvements  respiratoires;  la  dyspnée  et  les  palpita- 
lions  sont  moindres  ou  nulles;  le  malade  ne  sent  plus  disposé 
aux  mouvements  corporels. 

Il  n  est  pas  rare  de  voir  se  produire,  soit  déjà  pendant,  soit 
après  le  bain,  une  é\acuation  d^urine  plus  ou  moins  abondante. 

Mode  d'actiofi  des  bains  salés  gazeux.  Le  D'  Schott  estime  que 
ces  bains  agissent  par  les  sels  et  par  Tacide  carbonique  qu'ils 
contiennent  sur  les  terminaisons  sensibles  des  nerfs  périphé- 
riques. D'après  lui,  le  chlorure  de  sodium,  de  même  que  lacide 
carbonique,  tra\er$e  les  couches  superticielles  du  revêtement 
cutané  et  imbibe  plus  ou  moins  longtemps  les  extrémités  ner- 
veuses. Celte  action  stimulante,  qui  s*étend  à  toute  la  surface  du 
eorps,  se  propage  aux  centres  nerveux  et  exerce  ensuite  son 
influence,  par  voie  réflexe,  sur  les  nerfs  et  les  muscles  car- 
diaques. 

Il  n'a  pas  là  seulement  un  efl'et  calmant,  ainsi  que  le  croyait 
Beneke;  mais  les  bains  produisent  une  véritable  stimulation  du 
cœur  qui  fonctionne  plus  énergiquement,  ainsi  que  le  prouvent 
les  modifications  que  Ton  peut  constater  par  Texnmen  de  la  cir- 
culation. Par  suite  de  cette  augmentation  d'activité,  les  fibres 
musculaires  prennent  un  plus  grand  développement,  suivant  la 
loi  physiologique  que  tout  muscle  qui  agit  davantage  s'hyper- 
Crophie  plus  ou  moins.  De  là  cette  conclusion  posée  par  les 
médecins  de  Nauheim,  que  les  bains  salés  gazeux  constituent  un 
Conique  de  premier  ordre  pour  le  eœur. 

Combinaison  de  la  gymnastique  et  des  bains.  Ainsi  que  nous 
venons  de  le  voir,  la  gymnastique  et  les  bains  exercent  une 
action  à  peu  près  identique  sur  le  cœur.  Il  existe  cependant  une 
différence  entre  ces  deux   pratiques  :  les  effets  immédiats  des 
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exercices  gymnastiques  sont  ordinairement  très  notables,  mais 
d  assez  courte  durée,  tandis  que  les  bains  produisent  des  effets 
moins  considérables,  tnais  plus  durables.  Cette  diiïérence  dans  la 
durée  d*action  tient,  d'après  le  D'  Sclioti,  à  ce  que  la  peau  reste 
imbibée  pendant  quelque  temps  d'une  certaine  proportion  des 
sels  contenus  dans  Teau  du  bain;  ceux-ci  continuent  donc  à  exer- 
cer plus  ou  moins  longtemps  leur  influence  sur  les  nerfs  cutanés 
et,  par  voie  réflexe,  sur  les  fonciious  du  cœur. 

Il  ne  faudrait  pas  inférer  de  ces  considérations  que  la  gymna- 
stique pourrait  être  abandonnée;  car, après  chaque  séance,  il  reste 
toujours  quelque  chose  des  eiïels  obtenus,  et  d'une  séance  à 
l'autre  ceux-ci  s'accumulent  au  point  de  pouvoir  amener,  même 
en  l'absence  de  toute  intervention  balnéaire,  une  amélioration 
notable  et  permanente  dans  les  fonctions  du  cœur. 

Il  vaut  donc  mieux  joindre  les  deux  ordres  de  moyens,  et  cela 
est  possible  non  seulement  à  Nauheim,  mais  partout  ailleurs, 
puisque  les  bains  salés  gazeux  artificiels  valent  h  peu  près  les 
bains  d  eau  minérale  naturelle.  Un  des  avantages  de  ce  traite- 
ment en  partie  double,  c'est,  d'après  le  D^  Schott,  que  le  bain 
exerce  son  action  par  l'intermédiaire  des  nerfs  sensibles  périphé- 
riques, tandis  que  la  gymnastique  agit  par  l'intermédiaire  des 
nerfs  moteurs.  Il  y  a  là  ime  double  action,  dont  les  effets  s'addi- 
tionnent pour  rendre  le  traitement  plus  rapidement  et  plus  com- 
plètement edicace. 

Indien  fions  et  contre  indications  du  traitement.  D'après  le 
D'  Schott,  sa  méthode  de  traitement  est  indiquée  dans  toutes  les 
affections  du  cœur,  dans  les  maladies  valvulaires  du  cœur  droit 
aussi  bien  que  dans  celles  du  cœur  gauche,  dans  les  névroses  du 
cœur  de  même  que  dans  les  lésions  organiques,  dans  les  dilata- 
tions cardiaques  dues  à  un  surmenage,  dans  la  maladie  de  Base- 
dow  et  dans  l'angine  de  poitrine,  sauf,  pour  cette  dernière  affec- 
tion, les  réserves  que  nous  poserons  dans  un  instant. 

Comme  contre-indication,  le  D' Schott  dit  qu'il  n'a  jamais  pu 
se  décider  à  recourir  à  sa  méthode  de  traitement  dans  les  ané- 
vrisnies  du  <'œur  ou  des  gros  vaisseaux;  la  moindre  élévation  de 
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la  pression  sanguine  pouvant  produire  des  accidents  graves  chez 
ces  malades,  il  serait  imprudent  de  leur  ordonner  les  bains  et  la 
gymnastique,  qui  ne  peuvent  agir  qu*en  augmentant  la  tension 
artérielle. 

En  second  lieu,  il  faut  être  très  réservé  dans  Tapplication  de 
celte  thérapeutique  aux  cas  d'artério-sclérose,  lorsque  celle-ci  a 
atteint  un  haut  degré.  Si  Ion  se  décide  à  essayer,  il  faut,  en  tout 
casy  n'employer  qtie  des  bains  peu  concentrés  et  ne  permettre 
que  des  mouvements  gymnastiques  avec  faible  résistance.  On 
comprend  que  si  la  sclérose  siège  dans  les  ancres  coronaires  et 
donne  lien  à  de  violents  accès  d^angine  de  poitrine,  il  conviendra 
de  redoubler  de  prudence.  Cependant,  dans  une  monographie 
sur  Tangine  de  poitrine,  le  D**  Scholl  cite  plusieurs  cas  où  les 
bains  et  la  gymnastique  ont  donné  de  bons  résultats,  mais  il 
insiste  sur  la  nécessité  de  procéder,  dans  ces  cas,  avec  la  plus 
grande  réserve. 

Des  effets  consécutifs  du  traitement.  Comme  nous  Ta  vous  dit 
plus  hauly  la  gymnastique,  telle  que  la  pratique  le  D'  Schott, 
est,  avant  tout,  un  tonique  du  cœur.  Elle  amène  graduellement 
un  développement  plus  considérable  des  fibres  musculaires  car- 
diaqueSy  de  telle  sorte  que  Torgane  est  mieux  à  même  de  sur- 
monter les  obstacles  qui  entravent  la  circulation  du  sang.  11  ne 
peut  évidemment  pas  être  question  d^une  diminution  des  lésions 
organiques  elles*mèmes,  sur  lesquelles  les  exercices  muscu- 
laires, si  rationnels  qu*ils  puissent  être,  n'ont  aucime  action. 

Les  bains  salés  gazeux  produisent  des  ciïets  en  tout  semblables 
h  ceux  de  la  gymnastique  :  sous  leur  influence,  les  contractions 
au  cœur  se  régularisent,  elles  augmentent  d'énergie;  le  pouls  se 
relève,  devient  plus  fort,  plus  plein;  en  un  mot,  la  circulation  du 
sang  se  fait  plus  facilement  et  pins  régulièrement. 

D'après  le  D'  Beneke,  de  Naulieim,  les  bains  salés  pourraient 
également  amener  une  disparition  des  exsudais  endocardiliques, 
pourvu  que  ceux-ci  soient  de  récente  formation.  A  l'appui  de  son 
allégation,  ce  praticien  a  publié  plusieurs  cas  de  lésions  valvu- 
laires  du  cœur  qui  provenaient  d'aiïections  rhumatismales  ou 
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inflammatoires  antérieures,  et  dont  il  a  pu  observer  la  guérison 
graduelle  et  radicale  pendant  une  cure  à  Nauheim.  Il  n^hésite 
pas  à  auribuer  6  ces  eaux  minérales  la  résorption  des  exsudais 
valvulaircs,  1rs  bains  salés  gazeux  constituant,  à  celte  époque,  le 
seul  traitement  employé  dans  celte  ville  dVau. 

Nous  nous  permeuons  cependant  de  douter  de  la  réalité  de 
cette  action  des  bains  salés  sur  les  dépôts  valvulaires  du  cœur.  Il 
n'est  pas  rare,  en  eiïoi,  d'assister,  dans  la  pratique  médicale,  à  la 
disparition  graduelle  d'exsudats  endocarditiques,  tels  que  ceux, 
par  exemple,  qui  se  produisent  pendant  ou  après  un  rhumatisme 
articulaire  aigu.  Quel  est  le  médecin  qui  n'a  pas  rencontré  des 
cas  de  ce  genre?  Un  sujet  est  atteint  de  rhumatisme  articulaire, 
qui  se  complique  d'une  endocardite;  bientôt  se  développent  tous 
les  symptômes  d'une  lésion  valvulaire  qui  persiste  après  la 
guérison  de  la  maladie  principale.  Le  médecin  perd  son  malade 
de  vue,  puis  trois  mois, six  mois,  un  an  après  il  le  revoit,  et  h  l'aus- 
cultation il  ne  retrouve  plus  les  bruits  anormaux  qu'il  avait  très 
positivement  constatés  antérieurement.  Qu'est-ce  à  dire,  sinon 
que  les  exsudais  endocarditiques  se  sont  résorbés  spontanément, 
sans  l'intervention  d'aucune  thérapeutique. 

De  lels  faits  —  et  ils  ne  sont  pas  rares  —  ne  permettent-ils 
pas  d'élever  des doutessur  l'interprétation  donnée  parle  D'Beneke 
aux  observations  qu'il  a  recueillies  à  Nauheim?  Pour  admettre 
que  les  bains  salés  gazeux  exercent  une  influence  directe  sur  les 
lésions  valvulaires  du  corps,  il  faudrait  que  l'on  put  constater 
des  guérisons  dans  des  aiïcctions  datant  d'un,  deux  ou  trois  ans. 
Or,  c'est  ce  qui  n'est  pas.  Le  D'  Beneke  insiste  sur  la  nécessité 
que  les  lésions  valvulaires  soient  de  date  assez  récente. 

Il  nous  parait  donc  établi  que  le  seul  bénéfice  du  traitement 
balnéo  gymnastique  est  d'augmenter  l'énergie  des  cohtractions 
musculaires  du  cœur.  Cet  effet  esl-il  durable?  D'après  l'expé- 
rience du  D'  Schott,  on  peut  répondre  affirmalivcment  à  cette 
question.  Dans  plusieurs  de  ses  opuscules  ,  il  cite  des  cas  où  les 
résultats  de  la  cure  se  sont  prolongés  pendant  plusieurs  années. 
Notre  expérience  personnelle  n'est  pas  encore  assez  longue  pour 
permettre  de  nous  prononcer.  Chez  une  seule  de  nos  malades. 
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qui  a  été  envoyée  à  Nauheim  il  y  a  trois  ans,  nous  avons  pu 
nous  convaincre  que  les  cflcts  des  bains  cl<ie  la  gymnastique 
pouvaient  se  prolonger  longtemps  après  la  cure. 

Le  bénéfice  obtenu  par  ce  traitement  est-il  suffisant  pour 
qu*on  puisse  y  avoir  recours  à  Texclusion  de  toute  autre  médièa-{ 
lion?  il  priori,  on  peut  dire  qu*un  cardiaque  chez  lequel  on  est 
parvenue  fortifier  suiïisamment  rorganecontrnl  de  In  circulation 
pour  que  celui  ci  puisse  surmonter  lobstacle  qui  entrave  le 
cours  du  sang,  doit  être  considéré  comme  un  valétudinaire,  et 
non  comme  un  malade. 

Qui  songera  à  ranger  dans  la  catégorie  des  malades  ces  per- 
sonne^i  nombreuses  qui  ont  une  lésion  valvulaire,  peut-être  assez 

I 

prononcée,  et  qui  vivent  cependant  de  In  vie  de  tout  le  monde, 
sans  même  se  douter  parfois  de  rexistenec  de  raiïoetion  dont 
elles  sont  atteintes?  Dans  tous  les  cas  de  maladie  du  cœur,  c'est 
vers  ce  but  que  le  médecin  doit  tendre  :  arriver  à  régulariser  la 
circulation  du  sang  de  telle  sorte  que  toutes  les  grandes  fonc- 
tions organiques  puissent  s'accomplir  normalement  et  que  rien 
ne  vienne  troubler  ou  entraver  la  vie  du  sujet.  Il  semble  bien 
que  la  métbodc  du  D'  Sebott  peut  amener  de  tels  résultats;  il 
convient  donc  de  continuer  h  la  soumettre  au  creuset  de  Icxpé- 
rience,  qui  seule  peut  nous  apprendre  si  les  efli'ts  dç  cette  médi- 
caiion  surpussent  ceux,  des  autres  traitements  dont  la  médecine 
disposj  actuellement. 


zvu. 
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SUR  QUELQUES  APPLICATIONS 

DE 

L'INTÉGRALE  DE   POISSON 

PAU 

ai.-J.  de  la  Vallée  Peiuia 

CMAKGt   DS  COUKS  A  l'UMIVSRSITÉ  DK  LOUTAIN    (*). 


1.  L'objet  de  celle  note  ressort  des  considérations  suivantes  : 
Prenons  deux  séries  trigonométriques  ne  renfermant  que  des 
cosinus  et  uniformément  convergentes  entre  zéro  et  n  : 

f(x)  =  a»  ■+-  Oi  cosa-  -+-  a,  ces  2x  -♦-  •  ••  -h  a„ ces  »x  -4-  r,  «i  «^  -♦-  r, . 
F(x)  es  6o  -H  6|  CCS  X  -H  6i  cos  2x  -♦-  —  f-  6^  ces  nx  ■+-  R,=  S,  -•-  R„ . 

Les  coeflicicnts  ont  pour  valeur 

1    /•*'  2    r^ 

«•  =  -   /     fKx)dXy  a„  =  -   /     f(x)  cos  (nx)  dx; 

0  0 

6o  =  -/     F(x)f/x,  6,  =  -   /     F(x)  cos  (nx)dx. 

Posons,  p„  tendant  uniformément  vers  zéro, 

nous  obtiendrons,  par  la  muhiplicalion  des  séries , 

F(x)  f{x)  =  y^a.bf  cos  [kx)  cos  (/x)  -+-  p„, 
(^./«O,  1,2, ..,«), 


(')  Cette  note  a  été  préseotée  à  U  première  secUon  le  SS  janf ier  iSH  (f oir  t.  \V1.  Pre- 
mtiirê  partie,  p.  54). 


t  •  • 
1  •  • 
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ei^  en  intégrant  entre  zéro  et  TT, 

0  *  0 

Faisons  tendre  n  vers  FinGni  ;  nous  obtiendrons 
(I)     .     .  /'F(x)/-(x)dr  =  ^[2flo6.-i-  a,6,  -f-  oA  h-  ...  ]. 

0  ^ 

Soity  d'autre  part,  p  un  nombre  entier  ;  on  a 

cos  (pjp)  F  (jc)  A^  1  ■=•  i  û A  cos  (  tx)  ces  (/x)  ces  (px)  -^  p,  C08  px 

=^5ia4ft|COs(px)  [cos(/-t-i:)x-4-cos(/ — t)a:]-4-  p.cospr, 

et  y  en  intégrant  de  zéro  h  n, 

/^  F{x)f{x)co$pxdx  =  -  2i  <î4^i -*-  -  i  ^*''i  ■*-  -^  Otbi-k-f  p„cospxdx. 

Faisons  tendre  n  vers  PinGni;  il  viendra 

14  /»«' 
~  /     *''(*)A^)  cospx  dx=  («ofr^  -»-  tfi^p-i  -*-  •••  -*-  «A) 

Les  formules  (I)  et  (2)  donnent  lieu  à  de  nombreuses  appli- 
cations; nous  y  reviendrons  peut-être.  Pour  le  moment,  posons- 
nous  une  question  inlércssanie.  Nous  avons  admis  que  les  fonc- 
tions f{x)  et  F(x)  étaient  développablcs  en  série  de  Pourieret 
que  ces  séries  élaieiit  uniformément  convergentes;  nos  formules 
ne  sont  donc  établies  que  dans  des  conditions  très  particulières. 
Peut-on  s'en  aiïrancliir?  La  réponse  est  affirmative.  Les  iden- 
tités (1)  et  (2)  qui  précèdent  ont  elTcetivcment  une  généralité 
plus  grande  que  les  développements  en  série  qui  viennent  de 
nous  y  conduire,  et  leur  existence  n'est  pas  liée  &  celle  des  for- 
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mules  de  Fouricr.  C*est  ce  que  nous  nous  proposons  d'élnblic 
dans  cette  Note,  en  moniranl,  par  une  application  de  la  célèbre 
intégrale  de  Poisson,  que  les  forniulcs  en  question  sont  toujours 
vraies  quand  elles  s*appliqucnt  i  des  fonctions  intcgrables  (dans 
le  sens  le  plus  général),  tandis  qu'il  n'en  est  pas  ainsi  pour  celles 
de  Fouricr  ;  et  la  voie  même  que  nous  allons  suivre  nous  conduira 
tout  naturellcmcn*  à  d'autres  conséquences  d'une  grande  géné- 
ralité :  en  pariieulier,  elle  nous  permeura  d'étendre  nos  formules 
au  cas  où  f{x)  et  ¥(:•.)  sont  illimités,  quand  les  intégrales 
y^^/'(x)*  rfx  et  y   F(x)*(/a:  conservent  des  valeurs  déterminées. 

0  0 

2.  TnÉORÊNE  I.  Soit  f(pc)  une  fonction  finie  et  intégrable 
dans  l'intervalle  ( —  n,  tt)  ;  formons  la  fonction 

1      /"**'  i  —  r* 

"^^J  1— arC08(a— X)  -4-1' 


—  T 


où  r  est  plus  petit  que  l'unité  ;  si  a  et  6  satisfont  à  la  relation 
on  aura  toujours 


lim   /    ç>(x)c/x=a  /    f[x)dx. 


Commençons  par  montrer  que  9 (oc)  ne  peut  pas  surpasser  un 
nombre  fixe.  Soit  L  la  limite  supérieure  des  valeurs  absolues 
de /'(x)  dans  l'intervalle  (—::,  îi);  l'expression  4_a^cl87«>-x)i.r« 
étant  positive,  on  aura 

L    /*'  1  — r* 

mod  ©(j)  <  — -  / i  rfa 

^'  ^       ItJ      \  —  ±r  cos (a  —  X)  -4-  I» 


-TT 


<f  -  I  arc  Ig 


—  T 


—  !2I   —  .  i 

Voici  encore  une  remarque  essentielle  :  rintégralc 

2r/     1— 2rco8(a  — x)-+-r«   " '^.tL*'^*^'^\I  — r'^      2    /J. 

jourtdcs  deux  propriétés  suivantes  : 

1*  Si  Xy  tout  en  restant  compris  entre  — Tret  ir,  varie  en  dehors 
de  rintcrvalle  (a,  6),  sans  tendre  vers  ces  dernières  limites,  rin- 
tégralc tend  unirormément  vers  zéro,  quand  r  tend  vers  l'unité. 

9*  Si  X  varie  entre  a  et  6,  sans  tendre  vers  ces  limites,  Tinté- 
gralc  tend  unirormément  vers  Tunitc. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  le  ihéoréme. 

Divisons  rintcrvalle  (a,  b)  en  (3n  -»-  2)  parties  égales  à 
^^-^  par  les  points  a,  X| ,  x,  ...  Xs^^i ,  6  ;  nous  aurons 


a  a  ^     Xi        X8«4.i 

Posons 

^-ft    /         ,              .          2(6  — a)  L 
H  =  /  -H  /  ?  (x)  cix,     mod  H  < 

Nous  aurons  encore,  si  Tégalité  a  *jn  se*.is, 

IL  *■ 

limy  i^  (x)  dx  ^^  2i  ^'^^j?(x)  dx  -¥■  lim  H. 

(p(x)dx,  dans  lequel 
nous  décomposerons  9(x)  comme  il  suit  : 

,(x,^ir r-\ r'% aVh    ^'-'^'''  -.I- 


Xi  -1  X<4  t 


Quand  r  tend  vers  Tuniié,  dans  le  terme  considéré,  ces  diffé- 
rentes intégrales  tendent  uniformément  vers  zéro,  sauf  celle  qui 
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est  prise  entre  les  limites  x^^  et  x,^,.  Il  viendra  donc 

liai  /         f(x)rfx=Iim  /         dx  /         /"(«)  -— ; -r — ^dm. 

Soient  L<  et  /<  les  limites  maximum  et  minimum  def(x)  duna 
rintervalle  Ao  intervalle  déterminé  par  Tégalité 

A|  ■"  x<^t      ^<— I  =  3  (X|^|  —  Xfi  ; 
on  aura 

L/  i  —  2rco8(«  — x)-+-r«^y    '^*^  i  —  2rcos(a  — x) -»- r» 


2r  cos  (a  —  x)  -♦-  r* 


et  en  intégrant,  après  avoir  multiplié  par  ^  dx , 

...     .  .      « 

^wj  J  i  —  2rcos(«-'X)-+-r'^y  ^^' 

Faisons  tendre  r  vers  Tunité;  Tintégralc 


f  •    ' 


^J  \  —  2r  ces  («  —  x)  -+-  V 


;  V     ê 


Xi-I 


tend  uniformément  vers  Tunité,  puisque  x  est  compris  (|lfns 
rintervalle  (x«,x,^i);  i^ûus  aurons  donc  à  la  limite 


Xi 
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.et  CDfiB 


-J/A  <  lim  /     f  (x)dx-limn  <  ^Ç  ''.^•- 


La  première  somme  £  ^À<  peut  s'écrire 


m  m  m 

<=l  #sl  4=1 

Faisons  croître  indéflniment  le  nombre  des  subdivisions;  h  cause 
*de  la  définition  particulière  de  A^»  chacune  de  ces  trois  sommes 
aura  pour  limite /Y (a:)  dx^  et  comme  la  même  décomposition 
s'applique  à  IL^A,,  H  tendant  vers  zéro,  il  viendra 

b  *  __      ^ 

J f(x)  dx  "^  lim /y  (x)  dx  "^J^fix)  dx, 


ce  qui  démontre  l'existence  de  la  limite  et  le  théorème. 

8.  Tdéoréme  II.  Soient  f(x)  et  F(x)  deux  fonctions  finies  et 
intégrables  dans  l'intervalle  ( —  n,  n);  formons  les  fonctions 

1     /•'^  1  —  r* 

b(x)ss —    /       fia) -rftf, 

^^  ^      ^rj       '^/i  —  2rcQs(a  — x)-»-r*      ' 


—  T 


OÙ  r  est  plus  petit  que  l'unité;  si  a  et  6  satisfont  à  la  relation 

on  aura  toujours 

lira  /  ?  (x)  ,^  (x)  rfx  — y /■  (x)  F  (x)  rfx. 

*^*   a  a 
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Plus  généralement,  ta(x)  étant  une  fonclion  finie  et  intégrabie, 

lim  Jf  (x)^  (x)  a  (x)dx  —  /f{x)  F(x)  a(x)  dx. 

Ce  théorème  se  démontre  exactement  par  la  même  voie  que  le 
précédent,  et  il  est  clair  qu'il  pourrait  encore  être  généralisé 
davantage. 

4.  Énonçons,  dès  à  présent,  le  théorème  suivant,  dont  la 
démonstration  devra  être  complétée  plus  loin. 

Théorâmb  III.  Le  théorème  précédent  reste  vrai,  si  f{x)  et  F(x) 
déviennent  infinis  dans  rintervalle  (a,  6),  pourvu  que  les 
intégrales 

/f(x)*dx,   /F(x)«r/x 

a  a 

conservent  une  valeur  déterminée. 

Supposons,  pour  simplifier,  que  f(x),  ou  F(x),  ou  tous  les 
deux  deviennent  infinis  pour  une  valeur  unique  c  de  x  ;  on  aura, 
pour  toute  valeur  de  e , 

b  e-t    b 

\[\ï\J'f(x)  f  (x)  a  (x)  dx  =^j  -*-/  f(x)  F(x)  a  (x)  dx 

rsal  a  a  c+t 


et,  par  conséquent, 


lim  y  ?  (x)  ^  (x)  a  (x)  rfx, 


b  b 

lim/?(x)*(x)  e?(x)rfx  =-  //•(x)F(x)  a(x)d[r, 


rai 


à  condition  que  le  terme 


tende  vers  zéro  avec  e. 


lim  ff  (x)  f  (x)  o  (x)  dx 

.=sl    ;0 


-  «s  —  » 

Soit  «1  le  maximum  de  tr(x)  dans  rintervallc(c  —  e,  c  4-  è); 
un  lemme  connu  donnera  rincgalité 

raod/  f{x)  ^ix)a{x)dx  <  y  /?(x)*dx\/  f  ,^,\xy  u  {xf  dx. 


c — s  c— « 


Umïmod/  f{x)^(x)fs(x)dx]  <  a,  lim  \/  y?(x)'rfx  V/  /^{s)*dx, 
e^t  c— s  c— c 

ei  la  condition  demandée  sera  remplie,  si  Ton  a 

lîm  /  f  (x)«  dx  =//*(x)«  c/x, 

r=l    c — f  C— « 

lim/^  (x)*  dx  =/F  'x)*  f/x. 

Nous  démontrerons  tout  à  riieure  (8)  qu'il  en  est  ainsi,  mais 
auparavant  appliquons  le  iliéorèmc  II  à  la  démonstration  des 
identités  que  nous  avons  en  vue,  dans  k  cas  ou  f{x)  el  P(x)  sont 
des  fonctions  finies  et  intégrables. 

6.  Reprenons  les  deux  intégrâtes  (p(x)  et  ^(x)  ci-dessus. 
Comme  nous  n'avons  h  considérer,  pour  le  moment,  f(x)  et  F(x) 
que  dans  Tintcrvalle  (0,  ir),  nous  pouvons  admettre  que  ces 
fonctions  sont  paires. 

Il  est  facile  de  dév(t^loppcr  9(x)  et  <[*(x)  suivant  les  puissances 
de  r.  En  partant  des  relations 

i— r*        _  J  \ 

1  —  2rcos«-+-r*""  i  —  re^       i  —  re"^»' 

i  H-  re^i  ^  ...  ^  f-c"®'  ■+- 


i— re«'  1      rc»' 

OD  trouve  aisément  la  foi^mulc  connue 


I  — ârcos(a 


— ; =  i  H-  2  Z  r"  cosn(a— X)  -f-  r"+« h 
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Çub$ti(uant  d^ns  les  intégrales ,  el  rpmarqusnt  que  le  reste. tend 
vers  zërOy  on  obtient  les  séries  aAiformément  convergentes, 
pour  r  <  1, 

r:  .  ';    f».(^)  -=  «•rH  fai  cos  x  ■+-  r^a» cos  2x  -♦'  ••• , 

f  (x)  =  6o  -f-  r6|  cos  X  -♦-  r*6i  cos  2x  -♦-••• , 

et  É\  Ton  se  rappelle  que  /"(x)  et  F(x)  sont  supposés  pairs,  les 
coeflicients  a  et  6  ont  la  même  signification  qu*au  n*  1. 

Ces  deux  développements  sont  uniformément  convergents,  et 
en  vertu  de  ec  que  nous  avons  démontré  au  n*  1,  nous  aurons 

/  f(x)  *(x)  c/x  =  -  {^lajbo  -♦-  r'a,6,  ^  r^aj}^  -4- ...) 


y  f  (x)  f  (x) cos  pxdx  =  --{ao6,-+-  a,6^.,  -^  at^^-i  -*-  -  ^  o^^  r' 

0  * 

>■  ■  'J^ 

•         ■.•'. 

Faisons  tendre  r  vers  Tunité;  les  intégrales  du  premier  membre 
auront  pour  limite,  diaprés  ce  qui  précède. 


/^ix)  F(x)(/x,  /7(«)  P(')  cos  px  c/x; 


au  second  membre,  nous  avons  deux  séries  potentielles;  il 
suffira  donc  d'appliquer  le  tliéorcme  d*Abel  pour  obtenir  les 
identités  en  question  : 

(I)  /"  f(x)  F(x)  rfx  =■  -  (2ap6o  -♦-  ai6,  -♦-  ajhf  -^  •..). 

0  ^ 


0 


/*  f{t)F(x)cospxdx=^--{aJ)^  -♦-  a,6^  .,  -♦-  ...  -+-  (i^6o) 

si  toutefois  CCS  dernières  séries  sont  convergentes.  Nous  allons 
démontrer  qu'elles  le  sont. 
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6.  Il  suffit  de  démontrer  que  la  série 

est  convergente,  quel  que  soit  p.  Il  est  clair  que  cette  série  sera 
absolument  convergente,  s'il  en  est  ainsi  des  séries 

aj  -♦-  «î  -»-  cij  -♦-  ••• , 

bl  -H  h\  -♦-  65  -♦  — , 
puisque  Ton  aura 


M  que   le  second  membre  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers 
rinfini. 

Pour  démontrer  la  convergence  de  ces  dernières  séries,  posons, 
pour  un  instant,  f{x)  »>  F(x);  nous  aurons 

*o  2 

Faisons  tendre  r  vers  Tunilé;  nous  aurons,  à  la  limite, 

l^)  f%yàx  —  ^  (2a;  -^  «î  ^  aï  -♦.  .   ) . 

En  effet,  le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  limite  du 
premier  membre  de  la  précédente,  et  par  conséquent  la  série 
2aS  -f-  a!  -4-  a!  -f-  -  est  convergente,  car  si  elle  ne  Tétait  pas,  elle 
serait  inCnie  et  la  série  2aÔ  -f-  r*a\  -»-  r*a\  h-  —  augmenterait 
indéCnimenl,  quand  r  tend  vers  Tunité,  ce  qui  n'a  pas  lieu.  Le 
même  raisonnement  s'appliquant  à  lautre  série,  nos  formules 
sont  démontrées. 

7.  Nous  devons  maintenant  généraliser  quelques-unes  des 
.  formules,  précédentes  pour  les  étendre  au  cas  où  f{x)  et  F(x) 
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deviennent  infinis,  mais  de  manière  que  les  intégrales y^/'(x)*c/x, 
P(x)(/x  conservent  une  valeur  déterminée. 
Montrons  d'abord  que  les  formules  du  n*  5 

f(x)  —  ao  -♦-  ra,  cos  x  -♦'  r^a^  cos  2x  -♦-  -• 
^(x)  =3  60  -♦-  r6|  cos  X  -♦-  r*6,  cos  2x  -♦-  ••• 

sont  encore  légitimes,  pour  r  <  1,  dans  le  cas  actuel.  Le  reste 
de  la  première  série,  à  partir  du  n"^  terme,  a  pour  valeur  (5) 

et  tend  encore  vers  zéro,  car  sa  valeur  absolue  est  inférieure  à 
Texpression 

:ir         Vy      '^  '      y      Livret»-»'       1— re-t«->»J 


-T  -r 


D*ailleurs  cette  sérieest  absolument  et  uniformément  convergente, 
car  a.  ne  peut  pas  augmenter  indéfiniment  avec  n,  comnie  cela 
résulte  de  l'inégalité 


inoda,  =i-mod //'(x)co8/ixrfx<- V/   /  f(xfdx  \/    /    cos*itx</x 

0  0  t 

Les  séries  étant  donc  encore  uniformément  convergentes,  la 
formule  du  n*  6 

sera  encore  exacte  dans  notre  nouvelle  hypothèse. 

8.  La  formule  (3)  du  n*  6  et  les  résultats  précédents  per- 
mettent de  compléter  la  démonstration  du  théorème  III  (n*  4). 
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On  se  rappelle  qu'il  faut  démontrer  la  relation 

r  t  /t 


lim  f^f(xfdx  ==f^}(xfdx. 


f(x)  devenant  infini  pour  XB=r,  de  manière  que  l'intégrale 
J  f{xydx  consene  une  valeur  déterminée.  Comme  /"(x)  reste 
arbitraire  en  dehors  de  Tintervalle  {a,  b),  nous  pouvons  évidem- 
ment supposer  que  l'intégrale  y '/*(x)*dx  ait  aussi  une  valeur 
tlëtenninéc. 

Soit^(x)  une  fonction  égalée  zéro  dans  rintervalle(c— )7,c-+-y/) 
et  à  f{x)  partout  ailleurs;  posons 

i    Z*^  2    /*"' 

«0 «=  -  /     fî(x)dx ,  a,  =  -    /     ftix) cos nxdx, 

0  0 

lima^BB  a^,  lim  a,  =  a». 

On  peut  appliquer  à  ^  (x)  la  formule  (3)  qui  donne 
^«"2  2 

J     fiixfdx  «=  -  (24  -4-  aï  -4-  «{  -•-  ...  -+-  aî)  -4-  -(«;+!  -♦-  ••)' 

Faisons  tendre  >7  vers  zéro; on  aura, à  la  limite, 

y*  /"(x^V/x  >  -(2aî  -4-  ciî  -♦-  «î  f   •••  -►  a!», 

0  ^ 


/  f{x)^dxZ-{M-^a\-^  al 


••-.S 


ce  qui  montre  que  cette  série  est  encore  convergente. 
Mais  on  a  aussi,  r  étant  inférieur  à  l'unité  (n**  7), 

/  f  (jjV/x  =  -  ("lai  -^  u]r*  -h  ajr*  -♦-  •••), 

/%(x)^te  <  -  (2a;  -h  ciî  H- ...)  </7u/''^» 

(*) \\mf^[x^dx^f^t(xfdx. 


D'autre  part,  on  a,  quel  que  soit  y?» 


e— 1|  ir 


et  en  appliquant  le  théorème  II, 


Faisons  tendre  n  vers  zéro;  il  viendra 


(i)  .     ,    .     .    .     \\m/%(x.^dx:^  /  fixydx 


rrxl 


et  en  comparant  lés  équations  (A:)  et  (/), 

\\m/''y{xYdx  ^/^f(xYdx. 

Soustrayons  de  Pégalilé  précédente  Tégalilé,  légitime  en  vertu 
du  théorème  II, 

lim  /  H.  /  p  (x)«  rfx  =/  -♦.y^/  (x)«  rfx, 

nous  trouverons  le  résultat  cherché  : 

lim/f  (x)'  dx  =/f{xY  r/x. 

rssi  c — C  C — I 

9.  Le  théorème  III  étant  démontré,  s'applique,  comme  le 
théorème  II,  &  la  démonstration  des  formules  (1)  et  (2),  qui  sont 
étendues,  par  le  fait  même,  au  cas  où  f{x)  et  F(x)  deviennent 
inflnis,  les  intégrales  jf(xydx^  y  F(x)*(fa  conservant  une 
valeur  déterminée. 
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±0.  Jusqu'à  présent,  nous  avons  borné  notre  étude  '&  des 
séries  de  cosinus;  rien  n*cmpéclie  d*élcndre  les  mêmes  eonsidé- 
rations  à  des  séries  de  sinus 

f^  (x)  =  a\  sin  x -^  ai  sîn  2x  -+-•••-♦-  a',  sin  nx  -♦-  •  •  • , 
F,(x)  =  b[  sin  x  -h  6i  sin  2x  h -*-  b'^  siu  nx  ^ 


•••» 


les  eoeffieients  ayant  pour  valeurs  respectives  : 

al^=»-  j     fi  (x)  sin  nx  ds,     6',  =  -  /      F,  (x)  sin  nx dx. 

0  •  ' 

Par  la  mulliplieaiion  de  ces  séries,  on  trouve  des  identités 
analogues  aux  précédentes,  qui  se  généralii^ent  de  la  même 
manière  et  conduisent  h  cette  même  conclusion  que  les  séries   ' 

ciî'  -♦-  ai*  -♦-  -  .  ^  al*  -+-.•••—»  ~  /      ft  (x/*i/x. 


ô;*  ^  6;*  -i- ..  ^  //.*  ^ /    F,(x)*c/x, 

t 

sont  toujours  conver;|;en(es,  quand  les  fonctions  ^(x)  et  P|(x) 
sont  Gnies  et  intégrables  et  môme  quand  elles  peuvent  croître 
indéfiniment,  mais  de  manière  que  les  intégrales  correspon- 
dautes  conservent  une  valeur  déterminée. 

11.  L'application  du  théorème  I  peut  aussi  conduire  h  des 
conséquences  intéressantes.  Soit  f{x)  une  fonction  finie  et  inté- 
grable  dans  rintcfvnlle  ( — r,  rr),  ou  même  illimitée,  mais  telle 
que  rintégralc  y '/"(xj^dx  conserve  une  valeur  déterminée. 
Posons 

o.-=—  /      fixjdx,       a^  =  ^  f      /*(x)  eus  nx  c/x, 

2iry  ir  / 

-r  -r 

i      /  ^ 

al  =  -    /      f(x)  bin  nx  c/x, 

tr .  / 
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on  aura,  pour  touie  valeur  de  x  entre  —  n  et  n, 

/     f{3) dx  —  a^x^  \^aoT  —  a,  -♦-  ^*  —  ... j 
^  a„  8in  nx  —  a;  cos  nx 

r  n 

et  cette  dcrnié*'C  série  sera  absolument  eonvergente. 
Pour  le  démontrer,  formons  la  fonction 

.(x)  =  —   /       fia) ^da, 

^  ^  '      -IxJ      '  ^  '  1  -  2r  cos  (a  -  X)  -+-  r* 


-r 


et  développons-la  suivant  les  puissances  de  r  : 


f  (x)  -=  Oo  H-  2  ''"  ("«  ^^^  ^^  "*"  "■  S'"  **')' 


Cette  série  est  uniformément  convergcnle,  tant  que  r^esl  infé- 
rieur à  Tunité,  et  en  intégrant  entre  — tc  cl  x,  il  vient 

/     y  (x)  dx  —  «ox  H-  (  aoTT  —  ra,  -f-  -— •  -j 


~w 


^      /a„  sin  nx  —  al  cos  «x\ 

V\ ;; ]• 


Faisons  tendre  r  vers  Tunité;  on  aura 


/{[x)  dx  —  flpX  —  luoir  —  a,  H-  ^ 1 


-r 


^  a,  sin  fix  —  a',  cos  nx 


n 
pourvu  que  les  séries 


ïi        5  2        3 
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soient  absolument  convergentes.  Mais  il  est  certain  qu*elles  le 
sont,  car  puisque  Ion  a 

CI,  —  -  /      f(x)  cos  nxdx  =  -  /  ^ ^  eos  nx  dx, 

9j  itj  2 


-jr 


,  «=-  /      /(j)sinnxr/x  — -  /       —^^ sin  nx  dx, 


les  séries 


«J  -4-  cij  -f-  ffj  -♦-..• ,     a'i*  -♦-  (ij*  -»-  flj* 


sont  absolument  convergentes,  et  par  conséquent  aussi  les  pré 
cédenies.  Il  suffir,  pour  s*en  convaincre,  de  poser  Tinégalité 


I 


12.  La  formule  (4)  du  n*  10  résout  encore  une  question 
intéressante  : 

Quelle  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
fonction  F(x),  pourvue  d'une  dérivée  f(x)  finie  et  inlégrablc,  ou 
même  infinie  dans  les  conditions  qui  précèdent,  s'exprime  en 
série  trigonoméiriquc  absolument  convergente  entre  — ti  et  tt? 

La  série  qui  représente  F(x)  s'obtient  en  substituant  à  x,  dans 
la  formule  (4)  du  n^  11,  son  expression  trigonométrique 

(sin  X       sin  2x       sin  3x  \ 

12  3/ 

Cette  dernière  n'est  pas  absolument  convergente,  mais  ne  ren- 
ferme que  des  sinus,  et,  par  conséquent,  dans  les  conditions  où 
elle  est  posée,  la  question  est  résolue.  La  série  des  cocflficients 
des  cosinus  sera  toujours  absolument  convergente,  et  la  série  des 
coeflicicnts  des  sinus  ne  le  sera  pas  en  général ,  à  moins  que 
Ton  n'ait 

«o  =  -y      f(x)dT^O, 

-  T 

XVII.  3 
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c'esl-è-dirc 

F(r)  =  F{-T). 

Si  Ton  cherchait,  dans  la  même  hypothèse»  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  F(x)  s^exprimât  en  série  absolument 
convergente  entre  zéro  et  ^tz,  on  trouverait  la  condition 

F  (0)  ==  F  (2r), 

résultat  indiqué  par  M.  Em.  Picard  dans  son  Traité  d'analyse^ 
mais  sous  une  forme  moins  générale,  f(x)  étant  supposé  satisfaire 
aux  conditions  de  Dirichlet. 
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ÉTUDE 


DU 


MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE 


PAR 


M.  le  lieutenant  OOEDSEELS 

Répétiteur  à  l'École  militaire. 
Chargé  des  cours  de  géométrie  descriptive  et  d'analyse 

à  l'Ecole  de  guerre. 


INTRODUCTION. 

L*étude  du  mouvement  général  d'un  solide  est  habituellement 
précédée  de  Tétude  des  mouvements  d'une  figure  plane  dans  son 
plan^  d^une  figure  parallèlement  à  un  plan  et  d'une  figure  possé- 
•  dant  UD  point  fixe.  M.  le  colonel  De  Tilly,  commandant  de 
rÉcole  militaire  de  Belgique,  a  traité  directement  le  mouvement 
général  sans  passer  par  ces  intermédiaires  (*),  Il  a  démontré 
d'abord»  d'une  manière  simple  et  élégante,  l'existence  de  l'axe 
central  de  deux  positions  d'un  même  solide  et  les  propriétés  de 
cet  axe.  Passant  ensuite  au  cas  limite,  il  appelle  axe  instantané 
glissant  c  la  limite  vers  laquelle  converge  l'axe  central  lorsqu'on 

>  fait  repasser  le  corps  de  sa  position  finale  à  la  position  initiale 

•  (celle  pour  laquelle  on  veut  déterminer  Taxe  glissant),  par  un 

•  mouvement  absolument  inverse  de  son  mouvement  primitif,  et 

•  qu'à  chaque  instant  on  considère  l'axe  central,  pris  par  rapport 

>  à  la  position  initiale.  •    Cette  définition  permet  au   savant 
auteur  de  trouver  très  rapidement  les  propriétés  des  vitesses  et 


(*;  M.  le  colonel  De  Tiliy  a  publié  daus  Maihesix,  1885,  t.  V,  p.  IVi,  une  deruièrc  note 
.  qui  résume  vt  nnnplèle  se»  ira\au\  antéi'iturs  sur  ce  sujet. 
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de  Taxe  glissant  en  les  déduisant  des  propriétés  des  déplacements 
et  de  Taxe  central,  dont  les  vitesses  et  Taxe  glissant  sont  les 
limites  respectives. 

Dans  le  travail  que  nous  avons  Thonneur  de  soumettre  à  la 
section,  nous  étudions  directement  le  mouvement  général  d*un 
solide,  sans  passer  par  Taxe  central.  Nous  cherchons,  en  outre,  à 
iiitroduire  une  amélioration  nouvelle  dans  Texposé  de  la  question. 

Dans  les  sciences  d'observation,  on  admet  toujours,  implicite- 
ment il  est  vrai,  que  toutes  les  fonctions  continues  possèdent  les 
dérivées  dont  on  a  besoin  {*).  Cette  hypothèse,  dont  la  vérification 
échappe,  par  son  essence  même,  à  nos  moyens  de  mesure, 
permet  d'appliquer  aux  sciences  d'observation  les  immenses 
ressources  de  l'analyse  mathématique.  Dans  les  sciences  pure- 
ment rationnelles,  il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas  :  le  premier, 
dans  lequel  toutes  les  fonctions  continues  sont  pourvues  de  leurs 
dérivées  successives;  le  second,  dans  lequel  les  fonctions  conti- 
nues ne  possèdent  pas  une  ou  plusieurs  de  leurs  dérivées.  Il  est 
certes  raisonnable  de  s'occuper  principalement  ou  même  exclusi- 
vement du  premier  cas,  à  cause  de  ses  constantes  applications. 
Mais  admettre  que  dans  le  monde  matériel  on  ne  rencontre  que 
des  fonctions  de  la  première  catégorie,  c'est  charger  la  science 
pure  d'un  axiome  superflu  (**).  C'est  donc  à  tort  qu'on  admet,  en 
mécanique  rationnelle,  l'existence  des  dérivées  pour  toutes  les 
fonctions  continues  du  temps.  Lorsqu'on  étudie  un  mouvement, 
par  exemple  au  point  de  vue  des  vitesses,  on  a  certes  le  droit  de 
considérer  comme  une  singularité  l'absence  de  ces  vitesses,  et 
encore  faudrait-il  le  dire,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  pour  les 
autres  variables  qui  interviennent  accidentellement  dans  les  rai- 
sonnements. Si  Ton  veut  admettre  à  priori  la  continuité  de  ces 
variables  et  l'existence  de  leurs  dérivéeS;  il  est  nécessaire  de  faire 
voir  que  l'hypothèse  contraire  entraîne  une  singularité  dans  les 


(*)  Il  existe  des  fonclious  continues  y  d  une  variable  x,  qui  n'ont  de  dérivée  pour  aucane 
valeur  de  jt,  c'est-à-dire  qui  sont  tclies  que  le  rapport  {^y  :  ^x)  ne  tend  vers  aucune  limite 
déterminée,  quand  Ax  tend  d'une  manière  quelconque  vers  zéro. 

(**)  Nous  justifierons  plus  loin  notre  manière  de  voir  par  des  raisons  plus  conclaantës 
encore. 
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vitesses  dont  on  fait  l'étude.  Cette  remarque  s'applique  principa- 
lement aux  angles  'f,  tp  et  6  des  formules  de  transformation 
d*Euler  et  aux  cosinus  directeurs  des  systèmes  d*axes  rectangu- 
laires mobiles. 

Nous  avons  exposé  les  parties  principales  de  Tétude  des  vitesses 
d*un  solide,  en  tenant  compte  des  précédentes  considérations. 
Beaucoup  de  résultats  contenus  dans  notre  travail  sont  connus. 
Nous  les  y  avons  néanmoins  conservés,  d'abord  parce  que  nous 
y  arrivons  par  une  marche  directe  et  rigoureuse,  et  ensuite 
pour  que  notre  travail  forme  un  ensemble  logique,  susceptible 
d'être  inséré  in  extenso  dans  tout  cours  de  cinémaiique. 


CHAPITRE  PREMIKK 

PRÉLIMINAIRES. 


§  I.  —  Hypothèses  et  formules  fondamentale^- 

Lorsqu'un  solide  est  entièrement  libre  par  rapport  à  un  sys- 
tème OXYZ,  on  peut  assujettir  un  point  quelconque  du  solide  à 
prendre  un  mouvement  arbitraire  dans  ce  système.  Ce  mouve- 
ment étant  choisi,  on  ne  peut  plus  imprimer  à  un  second  et  à 
un  troisième  point  des  mouvements  quelconques,  puisque  le 
triangle  formé  par  les  trois  points  doit  conserver  ses  dimensions 
primitives.  Lorsqu'on  a  imprimé  aux  trois  points  des  mouvements 
déterminés,  convenablement  choisis,  le  mouvement  du  solide  est 
entièrement  déterminé. 

Il  résulte  de  là  qu'on  ne  peut  faire  à  priori  des  hypothèses 
sur  les  mouvements  de  tous  les  points  d'un  solide, sans  démontrer 
que  ces  hypothèses  découlent  d'une  ou  de  plusieurs  autres  qui 
seraient  faites  sur  les  mouvements  de  trois  points  du  solide,  et 
respecteraient  la  forme  du  triangle  qui  a  ces  trois  points  pour 
sommets. 

On  n'a  donc  pas  le  droit  d'admettre,  au  début  de  la  mécanique, 
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que  les  coordonnées  x,  y^  z  de  tou$  les  points  d*nn  solide  indis- 
tinclement  sont  des  fonctions  continues  du  temps  qui  possèdent 
des  dérivées,  sans  démontrer  que  cette  hypothèse  est  compatible 
avec  la  rigidité  du  solide  en  mouvement. 

Pour  démontrer  que  tous  les  points  d*un  même  solide  peuvent 
avoir,  au  même  instant,  des  coordonnées  x,  y^  z  qui  soient  des 
fonctions  continues  du  temps  ayant  des  dérivées,  il  suffit  de  rap- 
porter les  points  du  solide  à  trois  axes  rectangulaires  O'X'Y'Z', 
auxquels  il  est  invariablement  lié,  et  de  définir  la  position  du 
système  mobile  O'X'Y'Z',  comme  on  le  fait  dans  les  formules 
de  transformation  d*Eiiler,  à  laide  de  variables  entièrement 
indépendantes  l'une  de  Tauire.  On  trouve  ainsi  (*)  : 

X  =  xo  -»-  a*'  (sin  f  sin  ^  ces  e  -4-  ces  y  ces  ^) 

-H  y  ( —  sin  f  ces  '^  cos  e  -♦-  co<  ^  sin  ^)  —  z  siii  -^  sin  e, 

f^  =r  t/„  -^  x'  ( —  cos  y  sin  (^  cos  fl  -»•  sin  y  cos  ^) 

-H  y'  (cos  f  cos  ^  cos  6  -+-  siii  ^  sin  ^^  -4-  z*  cos  f  sin  6 , 

z  =  Zo  -»-  Jc'  sin  ^  sin  e  —  y*  cos  ^  sin  6  -f-  z'  cos  tf. 

Comme  on  peut  faire  des  hypothèses  arbitraires  sur  Xq,  yg,  £«, 
9,  ^,  6,  il  résulte  des  formules  précédentes  qu'un  solide  peut  se 
mouvoir  de  manière  que  chacun  de  ses  points  possède  au  même 
instant  une  vitesse  et  des  accélérations  déterminées. 

Si  on  voulait  continuer  Tétude  des  vitesses  ou  des  accélérations 
des  points  d'un  solide  par  lemploi  des  formules  précédentes,  et 
considérer,  par  conséquent,  comme  des  mouvements  singuliers 
ceux  où  une  ou  plusieurs  des  variables  ç»,  ^,  6  présenteraient  des 
singularités,  il  faudrait  commencer  par  démontrer  que  ces  singu- 
larités sont  des  conséquences  nécessaires  de  particularités  ana- 
logues dans  les  vitesses  ou  les  accélérations  dont  on  fait  l'étude. 
Nous  pensons  que  cette  démonstration   donnerait  lieu  à   des 


(')  Nos  formules  de  transformation  difTèrcat  ))ar  quelques  signes  des  formules  qui 
figurent  dans  les  auteui*s  classiques,  parce  que  nous  désignons  par  f  et  par  ^  les  deux 
azimuts  dune  des  «iireclions  de  l'intersection  des  plans  XOY,  X'O'Y'.  L'angle  6  est 
compté  positivement  de  0  à  y  ou  i80%  comme  toujours. 
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calculs  excessivement  compliques.  Mais,  môme  s*il  en  était 
autrement,  nous  préférerions  revenir  à  Pemploi  des  formules 
habituelles 

2f  =  ;8jj  -f-  C|X'  -♦-  Cj^y'  -4-  Cjz' , 

d^abord  parce  que  Tusagc  de  ces  formules  est  plus  répandu,  et 
ensuite  parce  qu*il  suffit  d'admettre  Tabsence  de  singularités  dans 
les  mouvements  de  trois  points  M|,  M^,  M,  d*un  solide  pour  pou- 
voir démontrer,  è  laide  de  ces  formules,  comme  nous  allons  le 
faire,  Fabsence  de  singularités  dans  les  mouvements  des  autres 
points  du  solide,  et  dans  la  variation  des  cosinus  directeurs  de 
toutes  les  directions  prises  dans  le  solide. 

Supposons  donc  que  trois  points  M|  (x,,  t/i,  iZ|),  M2  (xj,  ^29  ^2)9 
Ml  (X5,  j^s,  Zs)  possèdent  des  vitesses  et  des  accélérations  jusqu'à 
Tordre  n  inclusivement. 

Prenons  la  droite  MiM^  pour  axe  O'X',  et  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  M3  sur  MiMj  pour  axe  O'Y'. 

Les  cosinus  directeurs  ai,  6|,  Cj  de  O'X'  seront  donnés  par  les 
relations 

M,  M,  M,  M,  M,  M, 

Les  coordonnées  Xq,  j^o*  ^0  ^^  Torigine  0'  seront  données  par 
les  formules 

Xo=x,-f-a,  XM|0',      yo=i/i -+-^1  XM,0',       Zn  =  Zi  4-  r,  x  M,0' 
et  les  cosinus  directeurs  Aj»  ^2*  ^2  <'^*  O'Y'  par 

Js  — ^0  .        //s  — i/o  -3  — z„ 


—  » 


M5O'  '  M3O'  M3O' 

Quant  aux  cosinus  aj,  63,  Cj,  on  sait  (*)  qu'ils  valent  respec- 
tivement les  déterminants  (6|,  Cj),  (t'i,  a^\  (a,,  6^). 


(*)  Pour  démontrer  ces  formules,  il  suffit  de  prendre  les  val(*urs  des  cosinus  directeurs 
dans  les  formules  d'Euler.  On  trouve  ainsi .- 
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Il  résulte  donc  de  toutes  ces  relations  que  a^,  6|,  q,  Xq^j/q^  Zq^ 
fl),  62,  C),  03,  63,  r,  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  coor- 
données des  points  M|,  M^,  iMs,  au  point  de  vue  de  la  continuité 
et  de  Texistence  des  dérivées.  Nous  remarquerons,  au  surplus, 
que  les  conclusions  précédentes  subsistent  dans  un  cas  particulier 
important  que  nous  considérons  dans  la  suite  :  celui  où  les  axes 
O'X'Y'Z'  sont  parallèles  aux  axes  OXYZ  ou  confondus  avec  ces 
axes. 

Puisque  toutes  les  fonctions  de  t  qui  6gurent  dans  les  seconds 
membres  des  équations  (1)  possèdent  des  dérivées  depuis' le 
premier  jusqu*au  n""*  ordre,  il  en  est  de  même  des  coordonnées 
X,  y,  z  de  tout  point  du  solide. 

D'autre  part,  comme  les  cosinus  directeurs  d'une  direction 

quelconque  M,M.  valent  respectivement    •'••-•• 


M,M^ 


la  même  conclusion  s'applique  à  ces  cosinus  directeurs. 

En  résumé  :  Lorsqu'un  solide  possède  à  un  instant  trois  points 
dont  les  coordonnées  x,  y,  z  sont  des  fonctions  continues  du  temps 
ayant  des  dérivées  déterminées,  nulles  ou  finies,  il  en  est  de 
même,  à  cet  instant,  des  coordonnées  de  tous  les  autres  points  du 
solide,  et  des  cosivus  directeurs  de  toutes  les  directions  invaria- 
blemenl  liées  à  ce  solide. 


§  U.  —  Propriété  d*iin  déterminant. 

Dans  les  considérations  qui  vont  suivre,  nous  supposerons  que 
toutes  les  hypothèses  dont  il  a  été  question  précédemment  sont 


(a„  6,)  — 


=scos*ô 


sin  ^  sin  ^  cos  6  •+  cos  ^  cos  «t ,      —  sin  f  cos  <^  cos  0  -h  cos  •  sin  ^ , 
— cos  f  sin  ^  cos  0  -^  sin  •  00s  ^ ,    cos  f  cos  ^  cos  0  -f-  sio  f  sin  ^  , 


sin  f  sin  f,     — sin^cos^' 
— cos  f  sin  ip,  cos  f  co<  f 


cos* '^  cos  9 


-i-sin*^co8  0 
On  trouve  de  inèni(>  les  valeurs  de  a-  et  de  ^3. 


cos?,  — sinp 
sin  f ,  cos  p 

sinf,      cosf 
—  cosf»,  sinp 


^cos6«=r,. 
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réalisées,  et  nous  prendrons  des  axes  O'XT'Z'  dont  les  direc- 
tions sont  parallèles  aux  directions  correspondantes  des  axes 
OXYZ,  aux  instants  pour  lesquels  nous  étudierons  le  mouvement 
général  d*un  solide.  Nous  rencontrerons  ainsi  un  déterminant 
important  dont  nous  démontrerons  ici  une  propriété»  afin  de  ne 
pas  entraver  la  marche  des  raisonnements  ultérieurs.  Ce  déter- 
minant, que  nous  représenterons  par  A,  est  le  suivant  : 


da, 

(/«, 

doi 

It' 

dt 

dt 

dhr 

dbt 

dbt 

dt 

dt' 

dt 

dct 

dCi 

dci 

dl 

Tt' 

dt 

A  chaque  instant  où  les  directions  positives  des  axes  O'X'V'Z' 
seront  parallèles  aux  directions  positives  correspondances  des 
axes  OXYZ,  on  aura  : 


fli  =  ^  ;  -77 


6i-0; 


c.  =0; 


dt''' 

«,  =  0; 

0»  = 

6,=  1; 

dbt 
dt-'-^ 

63  = 

e,  =  0; 

Ci—  \  ; 

dci 
dl 

=  0; 


=  0; 


-;:=o, 


De  ces  relations  et  des  suivantes  :  a^  ==•  (64,  c,),  />,  =  (r^,  o,), 
Oj  =>  (6s,  Cf),  résulteront  les  égalités  : 


dOi         dCt         dh,         dl>t  de, 

'di^'''Tt'^''Tt-"'-di^'''-di 


db^ 

li 

dot 


dof 


dct  rfci 


dot 


dt  dt  dt  dt 

rfc,  dbi         dbt  dci 

'^-d-t^''df-''Tt-^'Tt 


de, 
dt 

rfc, 
Jt 

db, 
Tt 


8 
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Introduisaoi  toutes  ces  valeurs  dans  le  délenninaol 
trouve  : 


,  oo 


A  = 


^% 

db, 

de 

0, 

dt 

dt 

db, 

g\ 

de. 

dt' 

0, 

dt 

dci 

(/c, 

4X 

dt 

li  ' 

0 

Par  conséquent,  à  Tinstant  où  les  directions  positives  des  axes 
relatifs  O'X'Y'Z'  ont  des  directions  parallèles  aux  directions 
correspondantes  de  OXYZ,  le  déterminant  A  devient  symétrique 
gauche.  Comme  il  est  d'ordre  impair,  il  prend  la  valeur  zéro. 

CHAPITRE  II. 

ÉTUDE  DU  MOUVEMENT  D'UN  SOLIDE  AU  POLNT  DE  VUE  DES  VITESSES 

DE  SES  POINTS. 


{I.  —  Problèmes  généraux  et  cla^siflcation  des  mouvements. 

Lorsqu^on  étudie  le  mouvement  d*un  solide  au  point  de  vue 
des  vitesses  de  ses  points,  on  peut  se  poser  les  deux  problèmes 
généraux  suivants  : 

i""  Connaissant  ta  position  d'un  point  dans  le  solide^  et  les 
dérivées  ^».  -|.«.  ^^.  ^.  ^.  ... .  Çi.  trouver  la  vitesse  v  (f,. 

W  ITtJ  ^^  P^^^^  considéré, 

2*  Connaissant  les  mêmes  dérivées  et  la  vitesse  v  \-^y  -^*  ^)« 
trouver  les  points  qui  sont  animés  de  celte  vitesse. 

Pour  résoudre  ces  problèmes,  il  suflfit  de  faire  usage  des  for- 
mules générales 


dx      dxo 
7i  ^  It 

dt  "~  dt 
dz       dzn 

dt        dt  dt       ^  dt  dt 


,da, 

dt 

^  db,         ,  dh^        ,  dbi 

dt       ^    dt  dt 

^  de,        ^  dCi         .  dc% 


,  da^        ,  daz 

^    dt  dt 

.dh. 
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La  solution  du  premier  problème  est  fournie  immédiatement 
par  ces  formules  et  ne  présente,  par  conséquent,  aucune  diffi- 
culté. On  y  remarque  que  si  les  dérivées  des  cosinus  directeurs 
des  axes  O'X'Y'Z'  sont  toutes  égales  à  zéro,  tous  les  points  du 
solide  ont  la  même  vitesse,  et  que  si  une  ou  plusieurs  de  ces 
dérivées  sont  diiïérentes  de  zéro,  les  vitesses  peuvent  varier  avec 
les  positions  relatives  des  points,  sans  jamais  prendre  de  valeurs 
inflnies  ou  indéterminées. 

Lorsque  tous  les  points  d'un  solide  ont  même  vitesse,  on  dit 
ce  solide  animé  d'un  mouvement  de  translation  ou  de  glis- 
sement. 

Le  deuxième  problème  présente  une  solution  plus  complexe. 
Pour  bien  la  développer,  faisons  usnge  d*un  artifice  dont  nous 
avons  justifié  plus  haut  lemploi  (*),  et  qui  consiste  à  prendre 
des  axes  O'X'Y'Z'  qui  soient  confondus  avec  les  axes  OXYZ  à 
Tinstant  pour  lequel  nous  étudions  le  mouvement.  Nous  pouvons 
introduire  ainsi  dans  les  équations  précédentes  les  égalités 
démontrées  au  paragraphe  précédent.  De  plus,  la  coïncidence  des 
axes  OXYZ,  O'X'Y'Z'  permet  de  remplacer  x',  y\  z'  respecti- 
vement par  X,  y,  z.  Ces  équations  deviennent  ainsi,  pour  Pinstant 
considéré, 

'     dx       (Ixq  dby  dcx 

(il  ^  l[t~^  lÛ^  ^  lïï' 

djf        dyo  db,  dc^ 

(I)       .       .       .       .      \—   =-f--4-X- Z  -77. 

^  '  ^    d(         dt  dl  dl 

dz        dzo  dci         dci 

d(         dt  dl       -'  dl 

Lorsque  les  dérivées  ^'  ^»  ^  sont  nulles  simultanément, 
aucun  point  n'est  animé  d'une  vitesse  autre  que  (-^.  -JJ*.  -^). 
Lorsqu'une  ou  plusieurs  de  ces  dérivées  sont  diiïérentes  de 
téro,  on  peut  donner  à  -^^.  ^~.  ^  d'autres  valeurs.  Néanmoins, 
comme  le  déterminant  des  inconnues  x,  //,  z  est  nul,  on  ne  peut 


O  Voir  page  6,  lignes  4  et  »ui?. 
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donner  ^  ^*^*  ^  des  valeurs  arbitraires.  Pour  savoir  quelles 
sont  les  valeurs  qu'on  peut  donner  aux  composantes  de  t?,  il 
suffit  d'éliminer  x,  y  ei  z  entre  les  équations  (1).  On  obtient 
ainsi  : 

^   '    \dt       dll  dt       \dt       dtl  dt'^  U       dtl  di^'    ' 

On  sait  que  cette  relation  exprime  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  les  équations  (I)  admettent  des  racines  en 
X,  y,  z. 

Ce  résultat  a  une  signification  géométrique  remarquable.  En 
effet  si,  par  un  point  quelconque  P  de  Tespace,  on  mène  des 
droites  PN  et  PNq,  respectivement  égales  et  parallèles  aux 
vitesses  v  (J.  ^».  %)  ei  »„  fê-  %*•  ^•)-  etsi  l'on  désigne  p«r 
if  ^f  ^  les  coordonnées  du  point  N,  et  par  (o>  ^o»  Co  celles  du 
point  No»  on  a 

dx       dxo       .       ,       dy       dy^  dz       dz^ 

Introduisant  ces  valeurs  dans  la  relation  (II), celle-ci  devient 

de*  de,  ,  db» 

(lit).     .    (ç-ê,)—'-  (^^„,)_*-,.(i;-g_l  =  0. 

Par  conséquent  :  Pour  qu'il  existe  dans  un  solide^  à  un  insiani 
qui  ne  correspond  pas  à  une  translation,  un  ou  plusieurs  point» 
animés  d'une  vitesse  donnée,  il  faut  et  il  suffit  que  la  parallèle 
PN  menée  à  cette  vitesse  par  un  point  quelconque  P  de  l'espace^ 
ait  son  extrémité  N  dans  un  certain  plan  (III),  dont  la  position 
dépefid  de  celle  du  point  P  et  du  mouvement  du  solide. 

Nous  appellerons  ce  plan  le  plan  des  vitesses  correspondant 
au  point  P,  ou  simplement  le  plan  des  vitesses. 

Une  vitesse  étant  donnée  de  manière  que  Textrémité  de  sa 
parallèle  soit  dans  le  plan  des  vitesses,  le  lieu  des  points  qui  en 
sont  animés  est  déterminé  par  les  équations  (1),  savoir  : 
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dx      (/x,         db,        de, 


(IV)    .     . 


dt     di     ^  di 

-  z — ♦ 
di 

dy       dyo         dhi 
di'^  dt   ^  ^  dt 

dCf 
dt 

dz       dzo         dci 

-, h  X  — 

dt        dl           dt 

de 

-'  dl 

Par  hypothèse»  il  ne  s*agit  pas  d'un  mouvement  de  translation; 
les  dérivées  -^•.  -^  et  -^  ne  sont  donc  pas  nulles  simultané- 
ment, et  le  lieu  IV  des  points  de  vitesse  v  est  une  perpendicu- 
laire au  plan  des  vitesses. 

Remarque  I.  —  La  direction  des  droites  IV  des  points  de 
même  vitesse  est  la  même,  à  chaque  instant,  pour  toutes  les 
vitesses. 

Remarque  H.  — Pour  qu'il  existe,  à  Tinstant  considéré,  des 
points  de  vitesse  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  des  vitesses 
passe  par  le  pl)int  correspondant  P.  II  faut  et  il  suffit  donc  qu  en 
menant  par  un  point  quelconque  de  Tespace  des  parallèles  à  trois 
vitesses  contemporaines,  de  directions  différentes  et  appartenant 
à  des  points  du  solide,  ces  parallèles  se  trouvent  dans  un  même 
plan. 

Remarque  III.  —  Lorsque  le  plan  des  vitesses  est  extérieur  au 
point  P,  il  y  a  une  vitesse  minima  égale  en  grandeur  et  en 
direction  à  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  le  plan 
des  vitesses.  La  droite  IV,  dont  les  points  sont  animés  de  cette 
vitesse  minima,  est  parallèle  à  cette  vitesse. 

Remarque  IV.  —  Des  considérations  précédentes,  résulte  la 
classification  suivante  des  mouvements  d*un  solide  au  point  de 
vue  des  vitesses  : 

Mouvements  singuliers  dans  lesquels  il  irexistc  pas  trois  points  animés 

(le  vitesses  détcnninées. 

Mouvements  de  translation. 

Mouvements  présentant  des  droites 

„  .  •      1-  y     de  vitesse  nulle. 

Mouvements  non  singuliers    .    .    .  <  „  .       ^      .    *  i      i    -. 

^  ^  Mouvements  présentant  des  droites 

de  vitesse  minima  différentes  de 

zéro  et  parallèles  h  ces  droites. 


12  ~  46  — 

Nous  nous  occuperons  exclusivement  des  mouvements  non 
shigaliers  dms:  cir  troniL 

S  II.  —  Mouvements  de  translatioii  on  de  gliBBcment. 
Des  équations  fondamentales 

y  =  yo  -+-  ^ix'  -^  6,y'  H-  b^* , 

on  déduit  les  équations  différentielles  suivantes  : 

dr      (ir         dr      ^  dr  dr 

àry       d^uo        ,d%  d%         ,d"bi 

—Z.  sa h  X    -♦-    V     -♦-    Z     » 

dr      dr         dr      ^  dr  dr 

d^z       d"z^  d^Ct         ,d"Ct  d^Cz 

dr       dr         dr      ^  dr  dr 

Lorsque  ^ 

d"ai       d"ai  d^c^ 

^  '  dr       dr  dr 

on  a,  pour  tout  point  du  solide  : 


(P) 


•    •    • 


d"x       c/'*Xo       d'^y       d"y^       d^z       d^ZQ 

cïr  ^  lû"  '     rfr  ~  rf/"  '    ~dr  "^  ^ÏF 


Il  suffirait  de  reproduire  ici  les  raisonnements  relatifs  au  choix 
des  axes  O'X'Y'Z'  pour  constater  que  la  particularité  (a)  existe 
nécessairement  lorsque  les  relations  (|3)  sont  satisfaites  pour  les 
trois  points  non  en  ligne  droite. 

Dans  le  cas  où  la  particularité  (a)  et  sa  conséquente  (P)  se 
présentent  pour  les  dérivées  premières,  on  dit  ic  solide  animé 
d*im  mouvement  de  translation  ou  de  glissement. 

La  translation  est  dite  instantanée  lorsqu'elle  a  lieu  pour  une 
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valeur  isolée  de  ^  Elle  est  dite  coniiniie  pendant  un  intervalle 
(lot  ^i)  lorsqu'elle  a  lieu  pour  toute  valeur  de  t  comprise  dans 
cet  intervalle. 

Dans  le  second  cas,  la  trajectoire  d'un  point  quelconque, 
pendant  Tintcrvalle  (/q»  I|)»  est  déGnie  par  les  équations 


■/ 


— — -  -h  t.1  —  Xo  -♦•  t.|  , 
al 


!i-/i;*o,-s.^c. 


■f 


—  ^  Cj  =  ^0  -*-  C, . 
lit 


Tous  les  points  du  solide  décrivent  donc,  pendant  la  trans- 
lation, des  trajectoires  parallèles. 

Le  mouvement  de  translation  est  dit  uniforme  lorsque  la 
vitesse  des  points  est  indépendante  de  /. 


}  m.  —  Mouvements  de  rotation. 

!•  Définiticns  et  propriétés  générales.  —  On  appelle  mouve- 
ment de  rotation  le  mou\emcnt  d'un  solide  ayant  une  droite  de 
vitesse  njille. 

La  droite  dont  les  points  ont  cette  vitesse  est  appelée  axe  de 
rotation. 

Lorsque  le  mouvement  de  rotation  n*a  lieu  que  pour  une 
valeur  isolée  de  /,  cette  rotation  et  son  axe  sont  dits  instantanés. 

Lorsque  la  rotation  subsiste  pendant  un  intervalle  {tQ,  t^)^ 
Taxe  conservant  sa  position  dans  le  solide,  la  rotation  est  dite 
continue  pendant  cet  intervalle. 

Pour  étudier  les  propriétés  des  mouvements  de  rotatian, 
prenons  un  axe  OZ  ronfondu  avec  Taxe  de  rotation,  à  l'instant  i, 
et  un  système  O'X'V'Z'  confondu  avec  le  système  OXYZ  au 
même  instant. 
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Le  point  0'  étant  sur  Taxe  de  rotation,  on  a 

— î  =  0,  -f!î  =  0,  -?— 0. 
dt  dt  dt 

Les  équations  (I)  deviennent  donc 

dx  dbf        dc% 

1i'^^^'di'~^'di^ 

dy  dhi         dct 

rfl  ~"         rf7  ~     rfF  * 

dz  (fci         dct 

dt  dt       ^  dt 


Puisque  ces  équations  doivent  représenter  Taxe  OZ,  lors- 
qu'on y  remplace   ^*  ^  ^^  ^  par  zéro,  il  faut  nécessairement 

qu'on  ait  -^'  =  0,  ^  c=0.  Les  équations  précédentes  se  simpli- 
fient donc  encore  dans  le  cas  qui  nous  occupe  et  deviennent  : 

dx  dbi 

Tt^''^li' 

,    d%i  dh% 

dz 

—  =0. 

dt 


\ 


La  troisième  équation  indique,  chose  déjà  connue,  que  toutes 
les  vitesses  sont  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation. 
Des  deux  premières,  on  tire  : 


ds  dbi  %  /", 


dt  X 


dt  dt    ^  ^  '        dx'^      y 

dt 
D'où  l'on  conclut  : 

!•  Que  la  vitesse  ^  d'un  point  quelconque  du  solide  est 
proportionnelle  à  la  distance  V^x'^  -h  y^  de  ce  point  à  Taxe  de 
rotation  ; 
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9*  Que  les  points  dont  la  distance  à  Taxe  est  égale  à  Funité^ont 
pour  vitesse  \A  ^/  (appelée  vitesse  angulaire  du  mouvement); 

3*  Que  la  vitesse  d'un  point  quelconque  est  perpendiculaire  à 
la  distance  de  ce  point  à  Taxe  de  rotation;  ou,  réciproquement, 
que  Taxe  de  rotation  se  trouve  dans  le  plan  mené  par  un  point 
quelconque  normalement  à  sa  vitesse. 

On  voit  encore  par  les  équations  (A)  qu'un  mouvement  de 
rotation  est  déterminé,  à  l'instant  l,  lorsqu'on  connaît  la  valeur 
de  -^  sur  une  direction  positive  O'Z'  de  l'axe  de  rotation. 

Pour  représenter  graphiquement  un  mouvement  de  rotation, 
on  dessine  une  flèche  AB  sur  l'axe,  de  manière  que  la  distance 

Hh 

dirigée  AB  ait  pour  mesure  -^*  * 

On  peut  faire  voir  que  la  flèche  AB  convient  à  chacune  des 
deux  directions  positives  que  l'on  peut  choisir  sur  Taxe  de 
rotation.  Comme  cela  résultera  de  ce  qui  va  suivre,  nous  n'insis- 
terons pas  sur  ce  point  (*). 

La  distance  AB  est  souvent  désignée  par  la  lettre  u ,  et  ses 
composantes  suivant  trois  axes  rectangulaires  quelconques  OX, 
OY,  OZ,  par  les  lettres  p,  9,  r. 

Lorsqu'un  mouvement  de  rotation  est  défini  par  les  compo- 
santes p,  q,  r  de  AB,  et  qu'on  désire  trouver  les  composantes 
v«f  V  V,  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque  par  rapport  aux 
axes  OXYZ,  il  suffit  de  prendre  sur  AB  une  direction  positive 
quelconque  O'Z',  d*adjoindrc  à  cette  direction  deux  directions 
O'X'  et  O'Y',  de  donner  les  équations  (A)  par  rapport  au 
système  0  X'Y'Z',  et  de  passer  au  système  OXYZ  par  les  for- 
mules de  transformation. 

Choisissons  donc  sur  AB  une  direction  positive  quelconque 
O'Z',  et  désignons-en  les  cosinus  directeurs  par  a,,  6,,  Cg.  Cela 
étant  fait,  désignons  la  distance  dirigée  AB  par  tù.  On  obtient 
ainsi 

i?^  «  —  oy\         v^  =  «x'j         i\,  =  0. 


(*)  On  peut  aussi  démontrer  que  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une 
montre,  pour  un  obserTSteur  placé  les  pieds  en  A,  la  tète  en  B. 

XVII.  4 
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Introduisant  dans  ces  équations  les  formules  de  transformation 
suivanies  : 

y'  =  fl,(x  —  Xol  -♦-  6,(y  —  y^  -\-  c(^  -  Zo), 
x'=»aj(x  — Xo)  -♦-  6, (y  —  ^o)  -^  c,(«  — Zo), 
r,  =  a,v^  -♦-  a,Vy,  -♦-  ajV,,, 
r,  —  6|t;^  -♦-  6,1-^,  -♦-  h^v^ , 
r,  =  C|U„  -♦•  c,t7y,  -♦-  CjV,, , 
il  vient 

V,  =  —  «flj  |a,(x  —  Xo)  H-  6,(y  —  yo)  -^  ^^(z  —  Zo) { 
-v-  «tfOi j a, (x  —  Xo)  -♦-  6,(y  —  yo)-+-  Cj(z  — Zo)j, 

Vx  =  «  I  (a«t,  —  a,6,)  (y  —  yo)  -^  (a«c,  —  a,c,)  (z  —  z^o)  |  . 
A  cause  des  relations 

Qtb,  —  a,6,  =  —  Cj,     a,c,  —  ajC,  =  63, 
on  a  donc 

i?,  =  «{63(z  — Zo)  — CsCy  — yo)i. 

On  trouverait  de  même 

I?,  =  «  j  «s  (y  —  yo^  —  6s(x  —  Xo)  j . 

Si  Ion  veut  introduire  dans  ces  équations  les  composantes 
p,  g,  r,  il  suffit  de  remarquer  que  ûjaj  =  p,  «65  =  9,  ûmîj  =  r. 
On  obtient  donc  f)  : 

V.  =  g  (2  —  2o)  —  »^(«/  —  yo), 

V,  =  r  (x  —  Xu)  —  p(z  —  Zo), 

V,  =  P(y  —  yo)  —  9(a:  —  Xo). 

Les  formules  précédentes  permettent  de  traiter  de  la  manière 
habituelle  la  composition  des  rotations  et  les  couples. 

2*  Rotations  continues.  —  Lorsque  Taxe  de  rotation  occupe 
une  position  invariable  dans  le  solide,  le  mouvement  de  rotation 

(*)  Ces  équations  ne  renferment  que  des  quantités  indépendantes  de  la  direction  positÎTe 
choisie  sur  la  flèche  AB.  Cette  flèche  confient  donc,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  à 
chacune  des  deux  directions  qu'on  peut  choisir  sur  l'axe  de  rotation. 
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est  dit  continu.  Puisque  la  vitesse  de  tous  les  points  de  Taxe  de 
rotation  est  constamment  nulle  dans  ce  cas,  Taxe  est  aussi  immo- 
bile dans  le  système  OXYZ.  Il  en  résulte  que  les  équations 
simplifiées  (A)  sont  vérifiées  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment. On  a  donc  toujours 


dx  dy 

(A).    .    .    . 


di  ^  di 


dx         du  dz 

dt       -^  dt  di 

d*où  Ton  trie  pour  les  intégrales 

x'  -^  î/*  =ï  C,   z  =»  C,. 

La  trajectoire  de  chaque  point  est  donc  une  circonférence 
située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation,  et  dont 
le  centre  se  trouve  sur  cet  axe. 

Enfin,  pour  les  points  situés  à  la  même  distance  R  de  Taxe, 
on  a 

Les  espaces  parcourus  par  ces  points  pendant  un  même  inter- 
valle sont  donc  égaux. 

Lorsque  u  est  indépendant  de  /,  le  mouvement  de  rotation 
continu  est  dit  uniforme. 

S""  Mouvement  de  roulement  ou  développement.  —  Lorsqu*un 
solide  mobile  possède  un  axe  instantané  de  rotation  qui  se 
déplace  dans  le  solide,  cet  axe  décrit  dans  les  systèmes  OXYZ 
et  O'X'Y'Z'  deux  surfaces  réglées  S  et  S'.  Ces  deux  surfaces  ont 
toujours  une  génératrice  commune,  qui  est  Taxe  instantané  de 
rotation.  Nous  désignerons  la  position  de  la  génératrice  commune 
à  Finstant  t  par  la  notation  G,. 
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Pour  étudier  les  propriétés  des  surfaces  S  et  S',  on  considère 
un  point  mobile  auxiliaire  qui  se  meut  en  restant  toujours  sur 
G„  et  on  admet  sans  démonstration  qu'un  point  puisse  se  mou- 
voir ainsi  d*un  mouvement  non  singulier.  On  fait  donc  une 
hypothèse  sur  un  point  qui  ne  sert  qu'à  faciliter  les  démonstra- 
tions, et  dont  le  mouvement  n'est  pas  arbitraire. 

Pour  combler  cette  lacune,  considérons  un  point  quelconque 
M  {x\  y\  z'). 

Pour  que  le  point  M  se  meuve  sur  G„  il  faut  et  il  suffit  que 
ses  coordonnées  x\  y\  z'  vérifient  deux  des  équations  suivantes, 
qui  sont  les  équations  de  G,  : 


dx 

'-li 

dt 
dz 

'-di 


dxo 
~dt 


X 


^0 

dt 


,  rfa,         ,  cfa,         ,  dai 

'   z  — 
dt 

,db. 


dt 


^Tt 


-77-*- «  -n-^ y 


dzo 
'dt 


dbt         .  rf6j 
dt       ^   dt 

,  dci         ,  rfc, 

lii-^'^Tt 


dt 

c/cs 
'di 


Comme  ces  équations  déterminent  une  droite  G|,  un  des 
mineurs  au  moins  du  déterminant  des  coefficients  de  x',  y',  z' 
est  difTcrent  de  zéro.  Supposons,  par  exemple,  que  ce  soit 
(■^'  nf)'  ^^  ^®*'  qu'on  peut  donner  dans  ce  cas  i  x'  une 
valeur  arbitraire  (p(0>  et  qu'il  en  résulte  pour  y\  z  un  seul 
système  de  valeurs  déterminées. 

Ces  valeurs  de  y'  et  de  z'  sont  : 


y 


dxo 

...  dût 

(iOs 

dot 

dxo 

da,  1 

dt^'^^dt'  dt 

dt'  dt^'^'U 

dy»        ,.>  db,     (Ibî 
dt-^'^'Ut'    dt 

_/ 

dbi     dyo        ,  .  dbi 

dt'  dt-*- ^^'> dt 

dui     dai 

♦       Àf  •— 

doi     doi 

dt  *     dt 

dt       dt 

dbi      db^ 

dbi     db. 

dt  *      dt 

dt       dt 
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Il  résulte  de  là  que  le  point  M  peut  se  mouvoir  en  restant 
toujours  sur.  Taxe  instantané  G<,  et  avoir  une  vitesse  déter- 
minée i  chaque  instant.  Il  suffirait  notamment  que  les  fonc- 
tions Xof  yo9  ^1,  a^y  Ozi  bif  6^,  63  possédassent  des  dérivées 
secondes  finies  (toujours  dans  le  cas  où  Ton  aurait  ^^*.  ^')  ^  0). 
La  même  conclusion  subsiste  dans  les  autres  cas. 

Mais  on  n'admet  pas  seulement  que  le  point  M  peui  se 
mouvoir  avec  une  vitesse  déterminée,  pour  pouvoir  étudier  les 
propriétés  des  surfaces  S  et  S',  on  admet  encore  que  cette  vitesse 
peut  avoir  des  directions  différentes  de  celle  de  G|.  Comme 
on  peut  démontrer  facilement  cela  à  Taide  des  résultats  auxquels 
nous  sonunes  déjà  arrivé,  nous  n'insisterons  pas  davantage  sur 
ce  sujet. 

En  résumé,  la  surface  S'  est  donc  telle  qu'il  passe  en  chacun 
de  ses  points  des  trajectoires  parcourues  par  des  mobiles  animés 
de  vitesses  déterminées  de  directions  différentes. 

Il  passe  donc  en  chaque  point  de  S'  des  courbes  pourvues 
de  tangentes  non  confondues  avec  les  génératrices  rectilignes  de 
la  surface. 

On  peut  démontrer  facilement,  en  partant  de  là,  que  la  sur- 
face S'  possède  en  chaque  point  un  plan  tangent  qui  renferme 
la  génératrice. 

Quant  à  la  surface  S,  comme  le  point  M  reste  constamment 
sur  G|,  il  décrira  aussi  une  trajectoire  sur  S.  Nous  savons  déjà 
que  le  point  M  possède  une  vitesse  relative.  Puisqu'il  est  sur  G,, 
il  a  une  vitesse  d'entrainement  égale  à  zéro.  Par  conséquent,  il  a 
aussi  une  vitesse  absolue  déterminée,  égale  en  grandeur  et  en 
direction  à  la  vitesse  relative. 

Il  en  résulte  d  abord  que  la  surface  S  jouit  des  propriétés  déjà 
démontrées  pour  S',  et  ensuite  que  ces  deux  surfaces  se  rac- 
cordent toujours  le  long  de  G,. 

Enfin,  puisque  la  vitesse  absolue  et  la  vitesse  relative  du 
point  M  sont  toujours  égales,  ce  point  décrit  sur  les  surfaces  S 
et  S'  des  trajectoires  de  même  longueur. 

On  dit  de  la  surface  S'  qu'elle  roule  ou  se  développe  sur  la 
surface  S. 
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On  appelle  transformée  ou  développement  d*un  point  M'  de  la 
surface  S',  le  point  M  de  la  surface  S  qui  se  confond  avec  le 
point  M'  au  moment  où  Taxe  instantané  de  rotation  passe  par  ce 
dernier  point. 

On  appelle  transformée  ou  développement  d*une  figure  tracée 
sur  la  surface  S',  le  lieu  des  transformées  des  points  de  cette 
figure. 

Remarque  1.  —  On  pourrait  définir  à  priori  le  mouvement 
de  roulement  d*une  surface  sur  une  surface  fixe  en  disant  que, 
dans  ce  mouvement,  les  deux  surfaces  se  raccordent  toujours  le 
long  d^une  ligne,  et  que  tout  point  qui  parcourt  Tespace  en 
restant  toujours  sur  la  ligne  de  contact  des  deux  surfaces,  décrit 
sur  ces  surfaces,  pendant  un  temps  quelconque,  des  arcs  de 
même  longueur. 

On  démontrerait  facilement,  i  Faide  des  considérations  précé- 
dentes, que  si,  dans  ce  mouvement,  les  hypothèses  faites  précé- 
demment sont  réalisées,  les  surfaces  considérées  sont  nécessaire- 
ment réglées  et  se  raccordent,  à  chaque  instant,  le  long  de  Taxe 
instantané  de  rotation. 

Remarque  II.  —  Si,  au  lieu  d  appeler  fixes  les  axes  OXYZ,  et 
mobiles  les  axes  O'XT'Z',  on  intervertissait  ces  qualificatifs 
dans  les  raisonnements  précédents,  ceux-ci  ne  perdraient  rien  de 
leur  rigueur.  On  peut  donc  considérer  une  figure  comme  étant 
le  développement  de  sa  transformée. 

Remarque  III.  —  Les  considérations  précédentes  permettraient 
de  faire,  d*une  manière  simple  et  facile,  Tétude  des  transformées 
des  figures,  dont  l'emploi  est  si  fréquent  dans  certaines  sciences 
appliquées.  Voici  comment  on  établirait  quelques  propriétés 
importantes  de  ces  transformées  : 

Propriété  I.  —  Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  des 
transformées,  que  le  développement  d*une  génératrice  rectiligne, 
axe  instantané  de  rotation,  est  une  ligne  droite,  et  vice  versa. 

Propriété  II.  —  L'angle  de  deux  lignes  L|  et  Lj  qui  se  ren- 
contrent en  un  point  M,  est  égal  à  l'angle  que  font  entre  elles 
leurs  transformées  respectives  au  point  qui  est  le  développement 
du  point  M. 
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En  effety  au  moment  où  le  point  M  est  sur  Taxe  instantané  de 
rotation,  les  tangentes  en  M  aux  lignes  L|  et  L^  sont  aussi  tan- 
gentes en  ce  point  i  leurs  transformées  respectives. 

Propriété  III.  —  Lorsqu*un  plan  roule  sur  une  surface,  il 
possède  a  chaque  instant  une  caractéristique  déterminée  qui  se 
confond  avec  Taxe  instantané  de  rotation. 

En  effet,  prenons  le  plan  mobile  pour  plan  X'O'Y',  à  Tinslani 
considéré,  la  direction  O'X'  sur  Taxe  instantané,  et  les  direc- 
tions OXYZ  confondues  avec  O'XT'Z'. 

Nous  savons  que  Taxe  instantané  est  déBni  par  les  équations 
suivantes,  au  moment  où  les  directions  OXYZ  et  O'X'Y'Z'  sont 
confondues  : 

(Ixq         db^         dci 
dl       -^  dt  dt 

dyo         db,  dct 

0  =  -^  -♦-  X z  — » 

dt  dt  dt 

dzo  dCi  dct 

dt  dt       ^  dt 

Comme  dans  le  cas  présent  Taxe  instantané  est  confondu  avec 
OX  et  O'X',  on  a  nécessairement 

dxn      difQ       dzo       dhi       (/c, 

""  rfT""  rf7  "^T/T"  rfT"""  Ht' 

et  puisqu*il  ne  s*agit  pas  d'un  mouvement  de  translation,  on  ne 
peut  avoir  en  outre  ^  =  0. 

Introduisant  toutes  ces  valeurs  et  les  valeurs  déjà  trouvées  : 
flj  «.  U,  O3  =  U,  Tj  =  1,  —  -^  —  -^-  =  u,  ^^  =  —  -^  ^  u, 
^  sa  0,  dans  les  équations  suivantes,  qui  sont  celles  de  la  carac- 
téristique du  plan  mobile  O'XT'Z': 

a5(x  —  Jo)  -*-  frsCy  —  yu)  ■*-  C8(z  —  zo)  =  0, 
dxo    ,  .''«5     I  ''Vo     ,  db:^        dzo     .  ,^<?5     ^ 
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on  obtient 

Cette  caractéristique  existe  donc  et  coïncide  avec  Taxe  insUin- 
tané  OX. 

Propriété  IV.  —  Les  courbes  décrites  par  les  points  du  plan 
mobile  qui  roule  sur  une  surface,  sont  les  trajectoires  orthogo- 
nales de  ce  plan. 

En  effet,  la  vitesse  d*un  point  quelconque  du  plan  mobile  est 
toujours  perpendiculaire  à  Taxe  instantané  correspondant,  et  au 
plan  passant  par  cet  axe  et  par  le  point  considéré.  Or,  ce  dernier 
plan  est  le  pian  mobile.  Donc,  la  vitesse  de  ce  point  est  toujours 
perpendiculaire  au  plan  mobile. 

Remarque  IV.  —  Pour  terminer,  nous  signalerons  quelques 
cas  particuliers  du  mouvement  de  roulement  : 

1*  Lorsqu^un  solide  qui  possède  un  axe  instantané  se  meut 
parallèlement  à  un  plan  R,  les  vitesses  de  ses  points  sont  toujours 
parallèles  à  ce  plan.  Comme  Taxe  instantané  est  toujours  perpen- 
diculaire à  ces  vitesses,  il  conserve  une  direction  perpendiculaire 
au  plan  R.  Les  surfaces  S  et  S'  sont  cylindriques,  et  le  mou- 
vement du  solide  revient  au  roulement  d'un  cylindre  S'  sur  un 
cylindre  S; 

2®  Lorsque  le  solide  précédent  se  réduit  à  une  figure  plane, 
située  dans  le  plan  R,  les  conclusions  précédentes  subsistent 
toujours;  mais  au  lieu  de  considérer  les  surfaces  cylindriques 
S'  et  S,  on  considère  uniquement  leurs  intersections  avec  le 
plan  P; 

y  Lorsque  toutes  les  conditions  requises  pour  Texistence  d*un 
axe  instantané  sont  réalisées  et  qu*un  solide  possède  un  point 
fixe  A,  ce  point  a  une  vitesse  toujours  nulle.  Le  solide  a  donc 
toujours  un  axe  instantané  passant  par  le  point  A.  Par  consé- 
quent, les  surfaces  S  et  S'  sont  deux  cônes  ayant  A  pour  sommet, 
et  le  mouvement  du  solide  revient  au  roulement  d'un  cône  S'  lié 
au  solide  sur  un  cône  S  qui  a  même  sommet. 
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I  nr.  ~  Mouvements  présentant  des  droites  dont  les  points 
ont  des  vitesses  minîma,  parallèles  à  ces  droites. 

Pour  bien  nous  figurer  un  mouvement  de  ce  genre,  désignons 
par  A  un  point  quelconque  du  solide,  et  par  O^X'^VZ"  des  axes 
quelconques,  mais  invariablement  liés  au  point  A. 

Le  point  A  étant  immobile  dans  le  système  O^X'^VZ",  le 
mouvement  du  solide  relativement  à  ce  système  revient  au  roule- 
ment d'un  cône  C  sur  un  cône  C  faisant  corps  avec  0"X"Y"Z". 

Le  mouvement  primitif  du  solide,  qui  résulte  du  mouvement 
relativement  au  système  0"X"Y"Z"  et  du  mouvement  d'entraî- 
nement de  ce  système,  revient  donc  au  roulement  d*un  cône  G' 
sur  un  cône  mobile  C.  Comme  le  mouvement  du  cône  C  est  le 
même  que  celui  du  système  0''X"Y"Z",  et  que  ce  système  n'est  sou- 
mis qu'à  la  condition  d'être  invariablement  lié  à  un  seul  point  A, 
on  peut  astreindre  le  mouvement  du  cône  C  à  une  foule  d'autres 
conditions.  La  plus  simple  est  d'imprimer  aux  axes  0'^X''Y"Z" 
une  translation  égale  à  celle  du  point  A. 

Dans  ce  cas,  la  droite  dont  les  points  ont  la  même  vitesse  que  le 
point  A  sera  immobile  dans  le  système  0"X"Y''Z''.  Chacun  des 
points  du  solide  aura  pour  vitesse  la  résultante  d'un  glissement 
ayant  la  vitesse  de  A,  et  d'une  rotation  autour  de  la  droite  dont 
les  points  sont  animés  de  cette  vitesse. 

Si  on  prend  le  point  A  sur  la  droite  des  vitesses  minima,  au 
lieu  de  le  prendre  arbitrairement,  chaque  point  du  solide  aura 
une  vitesse  résultant  d'un  glissement  ayant  la  vitesse  minima,  et 
d'une  rotation  autour  de  la  droite  dont  les  points  ont  cette 
vitesse. 

C'est  pourquoi  la  droite  de  vitesse  minima  est  appelée  l'axe 
instantané  de  rotation  et  de  glissement,  ou  l'axe  instantané 
glissant. 

L'axe  instantané  glissant  décrit  dans  les  systèmes  OXYZ, 
O'X'Y'Z'  deux  surfaces  réglées  S  et  S'.  Un  raisonnement  ana- 
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logue  à  celui  dont  il  a  été  fait  usage  pour  les  lieux  d*axes  instan- 
tanés de  rotation  conduirait  aux  conclusions  suivantes  : 

i**  Que  des  points  peuvent  se  mouvoir  de  manière  à  rester 
constamment  sur  la  génératrice  commune  aux  surfaces  S  et  S% 
et  de  manière  i  posséder,  à  chaque  instant,  des  vitesses  absolues 
et  des  vitesses  relatives  déterminées  dont  les  directions  diffèrent 
de  celle  de  la  génératrice  commune  ; 

2®  Qu'on  peut  mener  par  chaque  point  des  surfaces  S  et  S\ 
sur  ces  surfaces,  des  courbes  ayant  des  tangentes  différentes  de 
la  génératrice  passant  par  ce  point  ; 

3**  Que  les  surfaces  S  et  S'  possèdent  un  plan  tangent  en 
chaque  point. 

La  vitesse  d'entraînement  n'étant  plus  nulle,  dans  le  cas  actuel, 
les  vitesses  absolues  ne  sont  plus  égales  aux  vitesses  relatives. 
Néanmoins,  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  A  de  la  sur- 
face S',  est  déterminé  par  la  vitesse  relative  v^  et  par  la  vitesse 
d'entraînement  v,  dont  la  direction  coïncide  avec  la  génératrice 
Gi;  le  plan  tangent  à  la  surface  S  est  déterminé  par  cette  généra* 
trice  G|  et  par  la  vitesse  absolue  v^.  Or,  on  sait  que  les  deux 
vitesses  r,  et  v^  se  trouvent  dans  un  plan  qui  renferme  leur  résul- 
tante v^.  Par  conséquent,  les  surfaces  S  et  S'  ont  encore  même 
plan  tangent  en  chaque  point  de  l'axe  instantané  glissant  G,. 

Le  mouvement  du  solide  revient  donc  au  mouvement  d'une 
surface,  réglée  S'  sur  une  surface  réglée  S  à  laquelle  elle  se 
raccorde  toujours  suivant  l'axe  instantané  glissant. 

Un  mobile  qui  resterait  toujours  sur  cet  axe  décrirait  des  arcs 
de  longueurs  inégales  et  non  tangents  sur  les  surfaces  S  et  S'. 

On  exprime  toutes  ces  propriétés  en  disant  que  la  surface  S' 
roule  et  glisse  sur  la  surface  S. 
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LE 

TRAITEMENT  DE  L'IRIDO-CYCLITE 

SPONTANÉE  OU  SYMPATHIQUE 

PAR  LES  INJECTIONS  SOUS-CONJONCTIVALES  DE  SUBUMÉ  (*) 

PAR 

le  D'  E.  VENNEMAN 

Professeur  à  l'Université  de  Louvain. 


L'irido-eyclite  spontanée  ou  idiopathique  est  une  affection 
assez  commune  en  Belgique.  D'après  mes  observations  person- 
nelles, elle  est  surtout  fréquente  dans  les  provinces  basses  du 
pays.  Elle  attaqtie  de  préférence  le  sexe  féminin  :  les  jeunes  filles 
à  Tàge  de  la  puberté  et  tout  spécialement  les  femmes  arrivées  à 
la  ménopause.  Une  affection  quelconque  de  la  matrice  ou  de  ses 
annexes  prédispose,  à  tout  âge,  la  femme  à  contracter  cette 
ophtalmie. 

Quand  Tirido-cyclite  se  présente  chez  Thomme,  chez  le  jeune 
homme  entre  10  et  15  ans  ou  chez  Tadulte  vers  la  quarantième 
année,  Tune  ou  Tautre  diathèse  prédisposante  se  montre  tou- 
jours d'une  manière  plus  apparente  que  chez  la  femme.  Tels,  la 
syphilis,  la  tuberculose,  la  scrofulose,  le  rhumatisme  chronique 
ou  la  goutte  :  toutes  affections  qui  s  accompagnent  de  troubles 
graves  de  la  nutrition  générale. 

L'irido-cyclite  spontanée  affecte  généralement  une  marche 
subaigué  ou  franchement  chronique.  Elle  peut  présenter  tous 
les  degrés  de  gravité  reconnus  i  Tophtalmie  sympathique,  — 
ophtalmie  qui  ne  diffère  de  Tautre  que  par  son  étiologie  particu- 
lière. Comme  cette  dernière,  Tirido-cyclite  spontanée  affecte 
fréquemment,  surtout  chez   les  adultes,  les  caractères  d'une 

(*)  Lu  à  It  séance  delà  quatrième  section  du  13  avril  i893. 
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inflammation  plastique  maligne  et,  dans  ces  conditions  Ja  vue  se 
trouve  toujours  gravement  compromise. 

Prise  au  début  et  traitée  énergiquement,  nous  avons  pu,  & 
différentes  reprises,  enrayer  les  progrés  de  cette  maladie  et 
rendre  à  nos  patients  une  partie  de  la  vue  déjà  perdue  au 
moment  de  la  première  consultation.  Mais  souvent  les  malades 
ne  consultent  que  tardivement,  alors  que  leur  acuité  visuelle  a 
déjà  notablement  baissé  et  que  les  désordres  anatomiques  ont 
pris  dans  Tintérieur  de  Tœil  une  extension  telle  que  nos  médi- 
caments sont  incapables  de  les  réparer. 

Et  puis,  le  traitement  est  réellement  rigoureux  et  de  longue 
durée.  Bien  peu  de  malades  ont  le  courage  et  la  patience  de  s*y 
soumettre  suffisamment  longtemps  pour  arriver  à  la  guérison 
complète  et  définitive.  Beaucoup  se  contentent  d*une  simple 
amélioration  de  leur  état  et  désespèrent  de  pouvoir  obtenir 
davantage  pour  prix  d*aussi  grandes  privations. 

Mais  quand  le  traitement  est  scrupuleusement  observé, 
quand  il  est  suivi  pendant  un  temps  suffisamment  long,  on  peut 
obtenir  des  résultats  splendides,  et  je  pourrais  vous  citer  des 
exemples  où  la  vue,  fortement  compromise  déjà,  a  pu  être  ren- 
due aussi  parfaite  qu*auparavant,  après  deux  ans  de  traitement 
non  interrompu. 

Ce  traitement  consiste  en  un  régime  alimentaire  très  sévère  : 
un  régime  doux,  plutôt  végétal.  Les  boissons  alcooliques  sont 
toutes  condamnées.  Chaque  malin,  le  malade  prend  un  verre 
d'eau  purgative  quelconque.  Comme  médicament,  j'administre 
localement  Fatropine  et,  comme  traitement  général,  le  mercure 
et  riodure  de  potassium,  les  deux  réunis  sous  forme  pilulaire 
ou  Tun  médicament  après  Tau  ire,  et  sous  la  forme  pharmaceu- 
tique que  les  circonstances  commandent.  L*irideciomie  sert  à  com- 
battre les  accidents  glaucomateux  possibles  ou  à  détruire  les 
synéchies  qui  gênent  la  vision. 

Dans  des  conditions  pareilles,  devant  une  maladie  particuliè- 
remrnt  grave  et  d'un  traitement  aussi  difficile,  une  médication 
nouvelle,  plus  prompte  à  agir  et  tout  aussi  efficace  que  Tautre, 
devait  être  reçue  avec  enthousiasme.  C'est  avec  des  promesses 
aussi  belles  que  nous  fut  annoncé  le  traitement  de  rirido-cycliie 
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por  les  injections  sous-conjonctivales  de  sublimé,  d'abord  par 
MM.  Reymond  et  Secondi,  de  Turin,  puis  par  MM.  Darier  et 
Abadie,  de  Paris. 

Il  fallut  cependant  un  certain  temps,  le  temps  nécessaire  pour 
rédueation  des  oculistes  dans  l'application  de  la  nouvelle 
méthode,  pour  que  celle-ci  triomphât  de  toutes  les  défiances 
scientifiques  et  de  toutes  les  oppositions  théoriques.  Aujourd'hui 
seulement  tout  le  monde  se  dit  convaincu,  la  plupart  se  pro- 
clament enthousiastes;  et  moi-même  je  me  range  avec  ces  der- 
niers. 

Dés  les  premières  injections,  j'ai  toujours  vu  s'améliorer 
Taspect  de  ces  yeux  atones,  comme  réellement  éteints  par  la 
sourde  mais  longue  inflammation.  L'iris  sale,  sans  coloration 
précise,  reprend,  avec  sa  teinte  première,  sa  translucidité  anté- 
rieure et  ses  dessins  nets  bien  découpés.  La  cornée  parait  plus 
brillante,  et  -^  ce  qui  est  plus  important  —  le  patient  voit  mieux. 

Dès  le  lendemain  ou  le  jour  même,  l'après-midi  quand  Tinjec- 
tion  a  été  faite  le  matin, le  malade  accuse  une  amélioration  réelle 
de  sa  vision  :  ou  il  voit  mieux  les  contours  des  objets,  ou  il  va 
jusqu'à  lire  des  lettres  qu'il  ne  pouvait  voir  auparavant. 

Comme  ombre  au  tableau  il  y  a  la  douleur  qui,  sous  forme  de 
migraine,  quelquefois  très  intense,  suit  de  quelques  heures  les 
injections.  On  peut,  parait-il,  la  modérer,  la  supprimer  presque 
entièrement  en  réduisant  la  quantité  de  sublimé  injectée  à  une 
goutte  de  la  solution  au  millième,  sauf  à  multiplier  les  séances 
d*injections.  Mais,  pour  ma  pan,  j'ai  jusqu'ici  travaillé  avec  des 
doses  plus  fortes  :  un  quart,  un  tiers  de  seringue  de  Pravaz,  et  je 
n'ai  pas  de  motifs  pour  me  départir  d'un  système  qui  m'a  donné 
de  bons,  d'excellents  résultats,  et  pas  de  complications  sérieuses. 

J'ai  employé  le  remède  pour  des  douzaines  d'irido-cyclites 
spontanées,  et  toujours  avec  le  même  résultat  favorable,  bien 
qu'avec  des  succès  variés  :  succès  tantôt  brillants,  merveilleux, 
d'autres  fois  plus  modestes  quoique  sensibles.  L'avenir,  espé- 
rons-le, nous  expliquera  ces  différences,  quand  nous  connaî- 
trons mieux  ce  traitement  nouveau  et  que,  d'un  autre  côté,nous 
aurons  fait  quelques  progrès  dans  l'étiologie  et  la  pathogénie, 
encore  fort  obscures,  de  l'affection  que  nous  combattons. 
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Je  tiens  è  vous  citer  sommairement,  comme  faits  réellement 
intéressants,  comme  exemples  encore  peu  nombreux  dans  notre 
littérature  ophtalmologique,  deux  cas  d'ophtalmie  sympathique 
évoluée  guéris  par  les  injections  sous-conjonctivales  de  sublimé. 

Le  premier  cas  concerne  une  femme  d*une  cinquantaine 
d'années,  qui  avait  été  opérée  par  un  confrère  pour  glaucome  de 
Tœil  droit.  Après  l'opération,  Fœil  était  resté  rouge  et  douloureux, 
cl  bientôt  une  ophtalmie  sympathique  —  irido-cyclite  plastique 
—  s'était  déclarée  à  gauche.  L'énucléation  de  l'œil  droit  n'avait 
pu  arrêter  l'évolution  de  cette  affection  transmise  de  droite  à 
gauche,  et  Télé  dernier,  quand  je  vis  pour  la  première  fois  celte 
malade,  sa  vue  était  obnubilée  au  point  qu'elle  devait  se  faire  con- 
duire. Après  une  demi-douzaine  d'injections,  cette  personne  a 
pu  lire  les  caractères  moyens  d'imprimerie,  et  se  promène 
aujourd'hui  toute  seule  dans  les  rues  de  la  ville. 

Le  second  cas  est  encore  en  traitement  dans  mon  service.  Un 
jeune  homme  de  17  ans  avait  perdu  la  vue  de  l'œil  droit  pen- 
dant une  maladie  infectieuse  grave  de  son  enfance.  Un  moignon 
atrophié,  mou  mais  douloureux  au  toucher,  occupait  l'orbite 
droite.  Du  côté  gauche  la  vue  s'était  perdue,  dans  ces  derniers 
temps,  lentement,  sans  douleur  aucune  et  presque  sans  rougeur 
du  bulbe.  C'est  à  peine  si  ce  jeune  homme  comptait  encore  les 
doigts  à  quelques  centimètres  au-devant  de  lui.  Je  lui  ai  enlevé 
le  moignon  douloureux  le  8  mars.  J'ai  commencé  quelque  temps 
après  les  injections  sous-conjoneiivales  de  sublimé.  Il  en  est 
aujourd'hui,  après  trois  semaines  de  traitement,  à  sa  troisième 
injection,  et  déjà  il  lit  trois  lignes  du  tableau  de  Snellen,  à 
5  mètres  de  distance. 

Peut-être  faudra-t-il  lui  faire  une  iridectomie,  car  la  synéchie 
postérieuro  parait  totale  et  l'iris  bombe  légèrement  en  avant, 
dans  la  chambre  antérieure.  Mais  je  recule  à  dessein  cette  opé- 
ration, parce  que  la  tension  oculaire  n'est  pas  élevée  du  tout  et 
que  je  crois  utile  de  ne  pas  intervenir  chirurgicalemeni  avant 
que  le  mal  mystérieux,  que  nous  appelons  ophtalmie  sympathique, 
ait  été  oniièrement  jugulé. 

Je  me  suis  aperçu,  à  différentes  reprises,  que  là  où  l'iridec*- 
tomie  avait  été  faite  infructueusement  par  d'autres  ou  par  moi- 
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mèmey  —  parce  que  la  pupille  artificielle,  laborieusement  faite 
dans  ces  yeux  atteints  d'irido-cyclite  plastique,  se  refermait  tou- 
jours dans  la  suite,  —  j*ai  observé,  dis-je,  que  là  mènie  j'ai  pu 
faire  des  pupilles  larges  et  belles  après  que  les  injections  de 
sublimé  eurent  modifié  favorablement  Tétat  pathologique  de 
ces  yeux. 

J*ai  observé,  d*autre  part,  que  tant  que  dure  Tirido-cyclite 
chronique,  Tiridectomie  exerce  une  influence  immédiate  défavo- 
rable sur  la  nutrition  du  cristallin  ;  que  cette  lentille,  exposée 
à  se  cataracier  de  par  la  maladie  oculaire  elle-même,  se  trouble 
plus  vite  et  davantage  après  Topération  si  celle-ci  est  suivie  de 
nouvelles  poussées  aiguës. 

Toujours  donc,  et  en  toute  circonstance,  les  injections  de 
sublimé  sont  avantageuses  dans  le  traitement  de  Tirido-cyclite. 

Voilà  les  faits.  Voilà  les  résultats  de  ma  propre  expérience, 
résultats  heureux,  qui  concordent  avec  les  résultats  obtenus  par 
la  majorité  de  mes  confrères.  C'est  donc  une  belle  conquête  réa* 
lîsée  au  profit  de  notre  thérapeutique  oculaire.  Mais  ces  beaux 
résultats  ne  peuvent  pas  entièrement  nous  satisfaire.  Les  malades 
se  contentent  de  cet  empirisme  heureux,  et  cela  se  comprend. 
Mais  nous,  médecins  de  Técole  physiologique,  nous  avons  des 
prétentions  à  comprendre  ce  que  nous  faisons,  et  nous  nous 
demandons  comment  ces  injections  peuvent  du  coup  arrêter  une 
inflammation  tenace  et  éclaircir  des  milieux  transparents  opa- 
cifiés. 

M.  Darier,  le  vrai  propagateur  de  la  méthode,  nous  a  dit  que 
e'esC  le  mercure  qui  agit,  le  sublimé,  cet  antiseptique  par  excel- 
lence, que  Ton  met  là  tout  près  de  Toeil,  sous  la  conjonctive, 
presque  dans  Toeil  lui-même.  Il  affirme,  et  avec  raison  je  crois, 
que  ce  mercure  pénètre  dans  Tintérieur  du  globe.  Puis  il  ajoute 
sans  hésiter  que  ce  mercure, encore  sublimé, encore  antiseptique 
puissant,  va  réduire  à  Timpuissance  les  méchants  microbes  qui 
entretiennent  dans  cet  œil  cette  maladie  si  grave,  si  compromet- 
tante pour  son  fonctionnement. 

Ici  je  ne  m'associe  plus  aux  raisonnements  et  aux  interpréta- 
tions trop  commodes  de  Fenthousiaste  confrère.  D'abord,  nous 
ne  sommes  déjà  plus  à  Tépoque  où  toute  inflammation  était  con- 
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sidérée  comme  une  manifestation  de  la  vie  microbienne  au  sein 
de  nos  organes  et  de  nos  tissus.  Nous  n*admeUons  même  plus 
sans  réserves  sérieuses  que  rophtalmie  sympathique  soit  exclu- 
sivement une  maladie  microbienne,  et  que  Finfection  de  Tœil 
sympathisé  lui  soit  venue  de  Toeil  sympathisant  par  la  voie 
chiasma-optique  ou  plutôt  par  la  voie  des  gaines  lymphatiques 
qui  entourent  les  nerfs  optiques.  Enfin,  en  vous  rappelant  tout  à 
rheure  Tétiologie  de  rirido-cyclite,  j*ai  voulu  vous  convaincre 
que  rien  n'est  moins  démontré  que  la  nature  infectieuse,  que 
Tessence  microbienne  de  cette  maladie.  S*il  en  peut  être  ainsi 
pour  rirido-cyclite  syphilitique  ou  pour  Tirido-cyclite  tubercu- 
leuse, il  n  en  est  pas  de  même  pour  les  formes  rhumatismale  et 
goutteuse,  ni  pour  Tirido-cyclite  des  femmes  affectées  de  troubles 
utérins. 

Quelques-uns  de  nos  animaux  domestiques,  qui  ne  sont  habi- 
tuellement ni  syphilitiques  ni  tuberculeux,  contractent  la  même 
affection  oculaire.  Ainsi,  chez  le  cheval,  cette  irido-cyclite  con- 
stitue un  vice  rédhibitoire  appelé  la  fluxion  périodique.  Le  chien 
aussi,  de  temps  en  temps,  est  pris  d*irido-eyclite  chronique  ou 
subaiguê. 

Sans  vouloir  combattre  à  fond  Thypothèse  de  Darier,  je  me 
permettrai  toutefois  de  dire  que  je  ne  comprends  pas  ce  relève- 
ment rapide  de  la  vue,  quelques  heures  après  Tinjection,  si  le 
mercure  a  pour  mission  d  aller  tuer  des  microbes  eux-mêmes 
problématiques.  Puis  je  me  demande  comment  ce  bon  effet  ne 
se  perd  pas  entre  deux  injections,  si  tant  est  qu*il  reste,  après  la 
première,  suflisamment  de  microbes  pour  nécessiter  une  deuxième 
injection,  une  troisième,  une  quatrième  et  davantage.  J'admettrais 
plus  volontiers  une  action  stimulante  sur  les  tissus  de  Tœil, 
stimulante  sur  les  éléments  nerveux  pour  les  rendre  plus  sen- 
sibles à  leur  excitant  normal,  la  lumière,  immédiatement  après 
rinjection;  stimulante  aussi  sur  les  autres  tissus  pour  relever 
leur  vitalité  et  leur  permettre  de  lutter  victorieusement  contre 
les  éléments  pathogènes  :  microbes  ou  principes  phlogogènes 
fabriqués  par  Torganisme  atteint  de  maladie  ou  de  diatbèse. 

Mais  je  m'arrête  ici,  sans  pousser  plus  avant  dans  cette  idée, 
sans  parler  d'autres  théories  déjà  émises  ailleurs.  Pour  le  quart 
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d*bcure,  mon  but  n'est  pas  d'étudier  comnieiu  les  injections 
sous-conjonetivales  de  sublimé  guérissent  lophlalmie  sympa- 
thique et  rirido-cyclite  spontanée.  J'ai  voulu  vous  dire  tout 
simplement  que  le  fait  est  vrai  et  que,  sans  aucune  arrière-pensée, 
vous  pouvez  engager  vos  malades  menacés  de  cécité  pour  cause 
d'irido-cyclite  à  soumettre  à  ces  manipulations,  vn  apparence  peu 
délicates,  leurs  prunelles,  d'autant  plus  précieuses  qu'elles  sont 
plus  éteintes  par  le  mal  qui  progressera  toujoui*s. 

Puis,  si  j'ai  posé  la  question  de  l'interprétation  scientifique  du 
fait,  c*est  uniquement  pour  pouvoir  conclure  que  si  la  médecine 
progresse  quelquefois,  ses  progrès  ne  sont  pas  toujours  des 
progrès  scientifiquement  pi*évus.  Nous  avons  oublié  quelque  peu 
d'être  modestes,  nous  médecins  de  la  prétendue  nouvelle  école 
scientifique.  Car  voilà  un  progrès,  un  progrès  sérieux,  qui  sûre- 
ment est  basé  sur  un  principe  faux  et  sur  des  raisonnements  fal- 
lacieux. Heureusement  qu'il  existe  encore  de  ces  médecins  que 
l'hypothèse  et  le  raisonnement  superficiel  n'effraient  point,  et 
qui,  avec  un  bagage  de  haute  science  souvent  très  mince,  savent 
faire  de  bonnes  observations  cliniques  et  les  utiliser  de  façon  à 
en  faire  bénéficier  l'humanité. 

Car  ne  nous  y  trompons  pas  :  toujours  et  de  tout  temps  les 
médecins  ont  prétendu  être  des  hommes  de  scicnce,ei  certes  ils  le 
furent!  Leurs  raisonnements  théoriques  d'alors,  que  nous  savons 
être  faux  maintenant,  valaient  de  leur  temps  ce  que  valent  aujour- 
d'hui les  nôtres  dès  que  nous  nous  écartons  du  fait  observé.  Avec 
la  même  analomie  pour  tous,  avec  la  même  physiologie,  avec  la 
même  biologie  (comme  nous  nous  plaisons  à  dire  actuellement), 
voyez  comme  nous  raisonnons  différemment  à  propos  du  même 
fait.  Et  si  ce  fait  est  vrai,  incontestable  pour  tous,  combien  vont 
se  tromper  à  vouloir  l'expliquer  scientifiquement!  Gardons  les 
bonnes  traditions  en  restant  toujours  sur  le  terrain  de  la  clinique. 
La  besogne,  certes,  n'y  manquera  pas.  Et,  de  la  haute  scienr*e, 
prenons-en  juste  assez  pour  stimuler  et  agrémenter  notre 
travail  I 
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COMPTE    RENDU 


DE  LA 


RÊUKION  DE  LA  SECTION  DE  MÉDECINE 


le  27  octobre  1892 


Ali  LOCAL  m  CKRCLE  COyCORDiA,  A  LIÈGE  C) 


PAR 


M.  le  Dr  Ach.  DIMOKT. 


La  Société  scientifique  avait  décidé,  comme  l'indique  ren-tëtc 
de  ce  procès-verbal,  de  réunir  ses  différentes  sections  à  Liège  : 
celait  choisir  un  siège  peut-être  fort  éloigné  pour  des  médecins 
à  qui  les  malades  permettent  diflicilemcnt  une  absence  de  toute 
une  journée. 

Aussi  les  membres  de  notre  section  n'étaient-ils  pas  nombreux 
dans  la  ville  des  princes-évéques,  et  quand  j'aurai  nommé 
M.  Mœller,  président;  M.  Lefebvrc,  le  R.  P.  Hahn  et  deux  autres 
Pères  Jésuites,  MM.Proost,  Degive,  Francotte  et  votre  secrétaire, 
je  les  aurai,  je  crois,  cités  tous.  MM.  De  Buck,  Vanderlinden, 
Faucon  et  Delétrez  s'étaient  fait  excuser. 

Je  me  bâte  de  dire  que  nous  avons  trouvé  dans  la  communi- 
cation de  M.  Mœller  et  la  visite  des  laboratoires  une  ample  com- 
pensation à  la  longueur  du  parcours  que  nous  nous  étions 
imposé.  Précédemment,  M.  Mœller  nous  avait  entretenus  déjà  du 
traitement  des  maladies  du  cœur  d'après  la  métbode  d'OerteL 

{*)  Lu  à  la  sétnce  de  la  quatrième  section,  du  iS  avril  \S&3, 
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Je  rappellerai  en  deux  mots  que  le  médecin  de  Munich  con- 
traint ines  malades  à  gravir  une  pente  raide  et  les  soumet  à  la 
diéie  des  liquides.  Ce  traitement,  je  crois,  n*a  pas  rencontré  Tap- 
probation  d*un  grand  nombre  de  médecins.  La  plupart  lui  repro- 
chent de  ne  pas  être  très  pratique. 

Nous  pensons  que  Ion  ne  pourra  en  dire  autant  du  traitement 
préconisé  par  les  D"  Scliott,  de  Nauheim,  et  que  M.  Mœller 
nous  a  exposé  en  détail. 

Nos  confrères  allemands  prescrivent  journellement  à  leurs 
malades  une  séance  de  gymnastique,  gymnastique  douce,  lente, 
graduée  et  consistant  en  mouvements  de  flexion,  d'extension,  de 
rotation,  d*abduction  et  d'adduciion  des  membres.  Un  assistant, 
agissant  en  sens  contraire  h  la  direction  choisie  par  le  malade, 
lui  oppose  ime  résistance  qui  n*a  d'autre  but  que  de  ralentir  les 
mouvements  des  membres  et  de  ne  point  provoquer  Taccéléra- 
tion  des  battements  du  cœur. 

Après  chaque  séance,  le  cœur  a,  parait-il,  sensiblement  dimi- 
nué de  volume,  et  cette  diminution,  appréciable  à  la  percussion 
faible,  peut  aller  d'un  à  plusieurs  centimètres.  Chose  remar- 
quable, le  résultat  obtenu  se  maintient  jusqu  a  la  séance  du  len- 
demain. 

A  cette  pratique,  les  D*^  Sehott  joignent  celle  des  bains  de 
Nauheim,  bains  sodiques,  calciques  et  riches  en  acide  carbo- 
nique. Ils  exercent  sur  le  cœur  une  action  qui  est  bien  plus  tonique 
que  calmante.  Peut-être  produisent-ils  une  action  résolutive 
capable  de  faire  disparaître  les  lésions  valvulaires.  Ce  qui  est 
certain,  c*est  que  dans  nombre  de  cas  ces  lésions,  bien  appré- 
ciables avant  la  cure,  ne  le  sont  plus  après  le  traitement  des 
D"  Scholt. 

M.  Mœller  cite  le  cas  d*un  asystolique  qui,  depuis  trois  ans, 
va  faire  une  cure  à  Nauheim  et  se  trouve  aujourd'hui  dans  un 
état  des  plus  satisfaisants. 

Cependant,  il  y  a  des  contre-indications  à  la  mise  en  œuvre 
de  ce  traitement.  Ce  sont  Tanévrisme  et  un  état  avancé  d'artério- 
sclérose. 

Un  membre  demande  à  M.  Mœller  ce  qu'il  pense  aujotird'hui, 
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de  la  méthode  d*Oer(el.  Notre  collègue  répond  que,  diaprés  lui, 
elle  doit  être  réservée  aux  obèses  qui  ont  abusé  de  ralimenlation 
solide  ou  liquide.  Dans  les  autres  cas,  son  application  doit  être 
surveillée  de  près. 

Quant  à  la  méthode  des  D"  Schott,  elle  fait  justice  des  simples 
dilatations  qu'elle  permet  de  distinguer  des  hypertrophies  vraies 
ou  des  épanchements  péricardiques.  Si  elle  reste  impuissante, 
le  pronostic  doit  être  considéré  comme  défavorable. 

La  section,  poursuivant  son  ordre  du  jour,  se  rend  dans  les 
salles  d*anatomie  consacrées  à  renseignement  de  M.  le  profes- 
seur Swaen.  Elles  comprennent  un  auditoire  disposé  en  amphi- 
théâtre, éclairé  de  deux  côtés  et  permettant,  grâce  au  jeu  rapide 
de  rideaux  de  feutre  noir,  une  prompte  transformation  de  Tau- 
ditoire  en  chambre  obscure,  pour  le  cas  où  le  professeur  veut 
corroborer  son  enseignement  par  des  projections  lumineuses. 

De  l'amphithéâtre,  nous  nous  rendons  dans  la  salle  de  dissec- 
tion. Elle  contient  une  quinzaine  de  tables  formées  d^une  couche 
épaisse  de  granit  bien  poli,  en  pente  douce,  pour  faciliter  Pécou- 
lement  des  liquides  vers  Tune  des  extrémités  présentant  rorifice 
d'un  tuyau  de  décharge.  Les  cadavres  qui  y  sont  déposés  sont 
injectés  d'un  liquide  antiseptique  dans  lequel  entrent  la  glycé- 
rine, Tacide  borique  et  Pacide  phénique,  et  ils  sont  soigneuse- 
ment enveloppés  d'une  toile  gommée,  imperméable,  qui  en  rend 
la  conservation  facile.  Aussi  plusieurs  d'entre  eux  reposaient-ils 
sur  leurs  tables  de  pierre  depuis  deux  mois  et  plus  sans  répandre 
la  moindre  odeur  de  décomposition. 

Reconnaissons,  Messieurs,  que  c'est  là  un  système  bien  pra- 
tique et  qui  réalise  la  multiplication  des  cadavres  là  même  où 
des  influences  hostiles  à  l'enseignement  s'efforcent  de  les  rendre 
de  moins  en  moins  nombreux. 

De  la  salle  de  dissection  qui,  en  dépit  de  la  nature  même  du 
travail  auquel  on  s'y  livre,  ne  nous  laisse  qu'un  souvenir  de 
fraîcheur  et  de  propreté,  passons  dans  la  salle  de  démonstrations 
communiquant  avec  l'auditoire,  dont  elle  n'est  que  le  prolonge- 
ment grâce  à  une  large  ouverture  occupée  par  un  tableau  noir 
mobile,  doublant  ou  dédoublant  ainsi  à  volonté  un  écran  qui  doit 
recevoir  les  projections. 
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Dans  cette  salle,  comme  son  nom  Tindique»  se  trouvent  toutes 
les  pièces  qui  servent  à  renseignement  de  Panatomie,  depuis  le 
vulgaire  squelette  jusqu*aux  plus  artistiques  dissections  des  rami- 
fications nerveuses  ou  vasculaires.  Disons,  toutefois,  que  le  pro- 
fesseur semble  avoir  mis  de  la  coquetterie  à  rendre  ses  prépara- 
tions le  plus  saisissantes  possible.  Indépendamment  de  la  diversité 
des  teintes  qui  limitent  sur  la  peau  le  champ  de  la  distribution 
des  vaisseaux  ou  des  nerfs»  il  a  soin  de  ne  nous  montrer  cer- 
taines pièces  qui  baignent  dans  un  liquide  incolore  qu*à  travers 
une  lame  de  verre  bleu  qui  leur  donne  un  surcroit  de  relief. 

D'ailleurs,  nous  allons  retrouver  toute  la  délicatesse  unie  à 
tous  les  artifices  de  son  art  dans  le  musée  anatomique  propro- 
ment  dit.  Ici,  Messieurs,  dans  de  vastes  salles,  sur  les  rayons  des 
armoires  vitrées  qui  en  tapissent  les  parois,  et  sur  les  tables 
nombreuses  qui  en  occupent  le  centre,  vous  voyez  accumulées 
toutes  les  merveilles  que  Tanatonue  doit  aux  microtomes,  à  la 
congélation,  à  Tacide  chromiquo... 

Vous  souvenez- vous  des  nuages  qui  enveloppaient  encore  la 
structure  du  cerveau  au  temps  de  nos  études?  C'est  évidt  nm.ent 
à  vous,  mes  ehers  contemporains  d'université,  que  je  m'adresse 
ici.  Eh  bien,  tomes  les  peines  que  vous  vous  êtes  imposées  pour 
sonder  les  mystères  des  ventricules  latéraux,  surtout  en  ce  qui 
concerne  les  cornes  d*Ammon ,  fergot  de  Morand  et  le  pied 
d'hippocampe,  et  pour  suivre  jusqu'au  tubercule  cendré  les 
piliers  de  cette  fameuse  voûte  à  qui  l'on  en  compte  trois;  toutes 
ces  peines,  vous  ne  les  éprouveriez  plus  aujourd'hui,  car  tous 
les  points  sombres  sont  devenus  lumineux,*  à  tel  point  que  l'un 
d'entre  nous,  admirant  ce  travail,  s'écriait:  «  C'est  maintenant 
que  nous  devrions  faire  nos  études  ». 

Ne  croyez  pas,  Messieurs,  que  le  cerveau  soit  le  seul  organe 
dont  Swaen  nous  ait  montré  la  structure  avec  le  luxe  de  coupes 
ou  d'échantillons  (|ue  je  viens  de  vous  signaler.  Tous  ont  été 
saisis  sous  les  aspects  les  plus  divers,  soit  isolément,  soit  dans 
leurs  rapports  avec  les  organes  voisins.  Nous  n'avons  ni  l'ex- 
périence ni  surtout  l'autorité  voulue  pour  assigner  un  rang  au 
musée  anatomique  de  Liège  parmi  les  musées  des  autres  uni- 
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versités.  Mais  ce  que  nous  pouvons  dire  sans  crainte  d'èire 
démenli*  c*est  qu*il  est  remarquable  par  sa  richesse,  le  fini» 
réiégance  et  la  coquetterie  de  ses  préparations. 

Pardonnez-moi,  Messieurs»  de  ne  pas  en  dire  davantage, 
mais  il  m*a  é(é  impossible  de  recueillir  des  notes  dans  notre 
rapide  visite. 

En  quittant  le  musée  d*analomie,  nous  nous  sommes  rendus 
dans  les  salles  réservées  à  renseignement  de  la  physiologie,  où 
nous  avons  reçu  de  M.  le  professeur  Predericq  Taccueil  le  plus 
aimable.  Ici  encore  nous  avons  trouvé  une  installation  toute 
moderne  et  bien  capable,  je  pense,  de  satisfaire  toutes  les 
exi^rences  des  visiteurs  les  plus  difficiles. 

C*est  d*abord  un  auditoire  à  gradins  disposés  en  hémicycle, 
très  rapprochés  les  uns  des  autres,  et  tellement  élevés  que  des 
degrés  supérieurs  le  regard  plonge  réellement  au  centre  de 
Tenceinte.  Une  verticale  partant  de  ce  centre  serait  située  à 
i  mètres  à  peine  d*une  autre  verticale  élevée  au  milieu  du 
dernier  gradin.  Des  rideaux  de  feutre  noir,  mus  par  des  mani- 
velles, permettent  de  transformer  en  quelques  secondes  cet 
auditoire  en  chambre  obscure. 

L*appareil  de  Stricker,  placé  dans  la  salle  voisine,  lance  sur 
un  écran,  qui  sépare  les  deux  places,  les  projections  qui  doivent 
graver  renseignement  du  professeur  dans  la  mémoire  des 
élèves. 

Une  salle  de  vivisection  permet  à  la  jeunesse  universitaire  de 
se  former  aux  expériences  les  plus  variées.  Les  appareils  enre- 
gistreurs, les  interrupteurs  de  courants,  le  calorimètre,  les 
appareils  les  plus  divers  sont  h  sa  disposition.  Vous  connaissez 
d'ailleurs,  Messieurs,  le  manuel  pratique  publié  par  M.  Fredericq 
pour  guider  les  élèves  dans  leurs  expériences,  et  il  serait  aussi 
impossible  que  prétentieux  de  ma  part  de  vouloir  vous  détailler 
ce  qu'il  a  lui-même  si  bien  exposé. 

M.  Fredericq  réunit  dans  ses  salles  les  squelettes  des  divers 
animaux  dits  physiologiques.  Ils  offrent  aux  expérimentateurs 
des  points  de  repère  précieux  pour  se  guider  dans  leurs  vivi- 
sections. Nous  avons  même  remarqué,  dans  le  cabinet  de  travail 
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du  professeur,  des  collections  de  coléoptères  et  de  papillons  qui 
attestent  les  connaissances  zoologiqnes  de  cet  infatigable  cher- 
cheur dont  les  délassements  ne  cessent  pas  d*étre  scientifiques. 
La  collection  de  papillons  est  des  plus  intéressantes  et  des  plus 
variées.  Il  nous  a  montré  un  spécimen  qui  n*habile  qu*à  une 
hauteur  de  620  mètres  au  moins.  On  le  trouve  dans  les  Alpes 
à  partir  de  ce  niveau.  M.  Fredericq  a  eu  la  chance  de  le  rencon- 
trer en  Belgique  dans  la  seule  contrée  qui  atteigne  une  pareille 
hauteur,  je  veux  dire  à  la  Baraque  Michel,  dont  faltitudc  est  de 
640  mètres.  Vous  voyez,  Messieurs,  que  ce  pauvre  papillon  n*a 
guère  dans  notre  pays  que  Tépaisseur  d*unc  couche  d*air  de 
90  mètres  pour  y  prendre  ses  ébats  et  remplir  le  rôle  qui  lui  a 
été  tracé. 

Mais  ne  nous  arrêtons  pas  trop  à  parler  de  cet  intéressant 
insecte.  Accordons  un  regard  à  une  inoffensive  couleuvre 
indigène  qui  vit  emprisonnée  dans  une  cage  de  verre,  à  ses 
congénères  et  à  une  vipère  conservées  dans  Talcool,  et  passons  à 
la  bibliothèque  de  physiologie,  à  la  salle  de  photographie,  à  la 
salle  qui  contient  Tappareil  destiné  à  l'analyse  des  gaz.  Vous 
quitterez  ensuite  avec  nous,  en  toute  héte,  mais  avec  le  plus  vif 
regret,  un  professeur  aussi  aiïable  que  savant.  Mais  le  train 
n*attend  pas  et  Theure  de  regagner  Bruxelles  a  sonné.  Toutefois, 
si  la  chose  vous  est  possible,  rendez-vous  encore  à  Tauditoirc  de 
physiologie.  Vous  y  verrez  de  très  intéressantes  projections 
préparées  tout  exprès  en  votre  honneur,  et  vous  n'éprouverez 
pas  comme  moi  le  regret  de  n'avoir  rien  à  en  dire  aux  absents. 
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TRAITEMENT 


DES  FISTULES  STERCORALES 


PAR   LES 


Brn  DE  BUGK  et  VANDERLINDEN  ('). 


Les  quelques  réflexions  et  conclusions  qui  vont  suivre  sont 
basées  sur  Tobservation  de  trois  cas  de  fistule  stercorale,  soignés 
dans  notre  institut  chirurgical  privé  de  Gendbrugge  (lez-Gand). 
Ces  fistules  avaient  toutes  trois  une  origine  et  une  nature  diffé- 
rentes. Dans  le  premier  cas,  la  fistule  avait  persisté  à  la  suite 
d'une  plaie  pénétrante;  dans  le  second,  elle  compliquait  une 
hernie  irréductible  et  provenait  d*un  abcès  stercoral;  enfin  la 
troisième  était  d^origine  opératoire  et  était  entée  sur  un  terrain 
tuberculeux.  Quelque  intérêt  que  puisse  présenter  chaque  cas  en 
lui-même,  il  suffira,  pour  le  besoin  de  notre  but,  de  fournir  de 
chacun  dVux  un  protocole  très  bref.  Nous  voulons  en  eCTei 
arriver  à  pouvoir  formuler  quelques  conclusions  sur  la  meilleure 
thérapeutique  à  instituer  contre  les  fistules  stercorales  simpks, 
c*est-ù-dire  coexistant  avec  la  défécation  par  les  voies  naturelles. 

Nos  réflexions  et  conclusions  n*ont  donc  pas  une  portée  géné- 
rale et  n*embrassent  pas  la  catégorie  de  fistules  compliquées  de 
rétrécissement  du  bout  inférieur,  où,  après  obturation  de  la 
fistule,  Ton  doit  craindre  un  obstacle  sérieux  à  la  circulation 
des  matières  et  où,  conséquemment,  il  peut  être  indiqué  de 
recourir  aux  opérations  chirurgicales  les  plus  graves,  voire 
même  h  lentérectomie  suivie  d'entérorraphie  circulaire. 


(*}  Communication  faitf  à  ia  séance  de  In  quatrième  section  du  iâ  a¥ril  iHdS. 
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Observation  I.  —  PI.  1...,  de  Baelegem,  42  ans,  ouvrier  agri- 
cole, fut  frappé,  le  25  octobre  1892,  au  soir,  au  cours  d*une  rixe, 
d*un  coup  de  couteau  dans  le  ventre.  La  lame  du  couteau  entra 
à  un  point  de  Tabdomen  correspondant  à  peu  près  au  milieu 
d*unc  ligne  allant  de  Tombilic  à  Tépinc  iliaque  antëro-supérieure 
gauche.  La  pinie,  quoique  relativement  petite,  avait  permis  la 
sortie  de  plusieurs  anses  intestinales.  Celles-ci  furent  trouvées 
perforées  en  plusieurs  endroits  par  le  médecin  appelé  à  soigner 
le  blessé.  Pris  au  dépourvu,  Thomme  de  Part  se  contenta  de 
suturer  tant  bien  que  mal  les  plaies  intestinales  trouvées  dans  le 
champ  des  anses  prolabées,  de  refouliT  celles-ci  dans  Tabdomen 
et  de  refermer  la  plaie  extérieure. 

Ces  soins  donnés,  le  blessé  fut  transporté  à  notre  institut. 
C'est  le  lendemain  au  matin  que  nous  le  vîmes  pour  la  première 
fois,  en  consultation  avec  le  collègue  qui  Pavait  soigné  la  veille. 
Il  existait  à  ce  moment  des  signes  évidents  de  péritonite.  Après 
avoir  reçu  du  parquet  Taiitorisation  de  parer  aux  éventualités  et 
d'intervenir  comme  nous  le  jugerions  nécessaire,  nous  décidâmes 
de  rouvrir  le  ventre,  d'aller  scruter  et  de  réparer,  si  nécessaire, 
les  lésions  de  l'intestin,  de  faire  un  lavage  antiseptique  de  la 
séreuse  infectée  et  enflammée. 

L'incision  plus  large  de  la  plaie  préexistante  nous  porta  sur  tm 
péritoine  rempli  de  matières  fécales  et  couvert  de  plaques  fibri- 
neuses,  signe  évident  de  l'inflammation  aiguë.  Aucune  suture 
intestinale  de  la  veille  n'avait  tenu.  Nous  trouvâmes  cinq  ouver- 
tures, les  unes  plus  grandes  que  les  autres,  mais  dont  une 
notamment  entamait  à  peu  près  les  deux  tiers  de  la  circonférence 
de  l'intestin.  Nous  flmes  de  larges  lavages  du  péritoine  avec  une 
solution  de  HgClj,  t/4  Voet  et  la  suture  des  ploies  par  le  pro- 
cédé de  Lembert  avec  un  double  étage  de  fils  de  catgut  n*  t. 

Les  trois  premiers  jours,  les  symptômes  alarmants  ne  se  dis- 
sipèrent pas;  il  se  forma  une  large  inflammation  phlegmoneuse 
de  la  paroi  abdominale.  A  la  fin  du  troisième  jour,  nous  pûmes 
constater  la  sortie  des  matières  fécales  par  la  plaie  extérieure 
non  réunie.  Les  symptômes  inflammatoires  se  dissipèrent  dans 
la  suite,  mais  il  persista  une  fistule  stercorale. 
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Nous  avions  encore  Tespoir  de  voir  la  nature  opérer  spontané- 
ment la  guérison  de  Torifiee  anormal,  relativement  petii,  surtout 
que  le  malade  avait  des  selles  naturelles,  régulières.  C'est  pour- 
quoi nous  le  laissâmes  partir  avec  sa  fistule,  le  24  décembre  1892. 

Il  nous  revint,  le  7  février  1895,  se  faire  débarrasser  de  son 
incommodité  gênante  et  funeste  en  ce  sens  qu'elle  Tempèchait 
de  gagner  son  pain. 

Après  l'avoir  purgé,  soumis  au  régime  lacté  durant  quelques 
jours  en  même  temps  qu'n  l'usage  de  désinfectants  intestinaux, 
nous  l'opérons  le  13  février  1893. 

L'opération  consista  en  une  dissection  prudente  des  adhérences 
de  l'intestin  aux  parois  tout  autour  de  la  fistule,  après  une 
incision  faite  dans  le  tissu  cicatriciel,  longue  de  6  centimètres, 
passant  par  le  milieu  de  la  fistule.  L'adhérence  cicatricielle  était 
large  et  intime  et  la  dissection  difficile.  Nous  parvenons  cepen- 
dant à  libérer  l'intestin  sur  tout  le  pourtour,  en  disséquant 
dans  un  rayon  d'environ  i  centimètres.  La  fistule  est  circu- 
laire, possède  un  diamètre  de  4  à  S  millimètres,  ne  présente 
pas  d  ectopie  muqueuse.  Nous  établissons  une  double  rangée  de 
sutures  Lembert,  à  fils  très  serrés,  au  catgut  n*  i,  avec  des 
aiguilles  très  fines,  en  ayant  bien  soin  de  n'entamer  que  la 
séreuse.  Excision  d'une  partie  de  la  cicatrice  cutanée  et  ferme- 
ture de  la  plaie  extérieure.  Suites  normales.  Les  sutures  exté- 
rieures cependant  ont  cédé  sous  influence  des  efforts  de 
vomissement  consécutifs  à  ranesihésie  chloroformique.  Les 
sutures  intestinales  tiennent  bien.  Opium  durant  trois  jours. 
Selle  le  septième  jour.  La  plaie  extérieure  se  ferme  à  son  tour  par 
granulation. 

Observation  IL  —  V.  D.  W.  Léop.,  de  Schelderode,  43  ans, 
ouvrier  agricole,  porta,  depuis  1888,  une  hernie  inguinale 
gauche,  pour  laquelle  il  ne  prit  aucune  précaution.  Vers  la  fin 
de  novembre  1890,  il  se  forma  au  niveau  de  la  hernie  un  abcès 
stercoral,  qui,  après  deux  jours,  donna  issue  à  du  pus  mélangé 
de  matières  fécales.  Par  le  repos  et  un  traitement  purgatif, 
institué  par  le  médecin  de  la  maison,  la  fistule  se  ferma  au 
neuvième  jour. 
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L*individu  ne  prit  de  nouveau  dans  la  suite  aucun  soin  de  sa 
hernie,  et  en  septembre  1891  se  forma  un  nouvel  abcès,  accom- 
pagné d'une  nouvelle  fistule.  Celle-ci  persista  depuis  lors. 

Nous  le  voyons  le  9  janvier  1892.  Nous  trou>ons  une  large 
hernie  inguinale  gauche,  irréductible  et  compli(|uécd*une  fistule 
slercorale  très  petite,  siégeant  à  la  partie  antéro-supérieure  de  la 
hernie.  Reculant  d'abord  devant  les  conséquences  possibles  de 
ropération  complète,  en  un  temps,  et  de  la  fistule  et  de  la 
hernie,  nous  essayons  Tavivement  et  la  suture  des  bords  fistu- 
leux;  mais  ce  procédé  ne  nous  réussit  nullement,  de  même 
qu*une  série  de  cautérisations  au  thermocautère.  Celles-ci  curent 
tout  au  plus  pour  résultat  de  rétrécir  la  fistule.  Vers  la  fin  de 
mars  1892,  celle-ci  était  réduite  à  ses  plus  petites  dimensions, 
lorsque  survint  une  nouvelle  abcédaiion,  qui  s'ouvrit  en  élar- 
gissant à  nouveau  le  conduit  anormal.  Vu  Télat  social  de  noire 
patient,  sa  qualité  de  chef  et  de  soutien  d^une  nombreuse  famille, 
et  vu  son  ardent  désir  de  se  voir  délivré  d'une  double  incom- 
modité si  désastreuse  dans  ses  conséquences,  nous  décidons  de 
faire  d'emblée  la  cure  de  sa  hernie  et  de  sa  fistule  stereorale. 
Czcmy,  Y.  Bruns,  etc.,  avaient  d'ailleurs,  avant  nous,  opéré  des 
cas  analogues. 

L'opération  fut  faite  le  10  avril  1892.  Le  sac  herniaire  ouvert, 
Tinteslin  et  l'épiploon  qui  en  formaient  le  contenu  furent  libérés 
de  leurs  adhérences,  la  fistule  fermée  par  une  double  rangée  de 
sutures  Lembert,  l'intestin  refoulé  dans  Ta bdomen,  après  résec- 
tion de  l'épiploon  qui  l'accompagnait;  la  cure  radicale  de  la 
hernie  achevée  d'après  la  méthode  de  Nussbaum.  Opium  durant 
cinq  jours;  selle  au  dii^ième  jour. Suites  normales.  L'opéré  quitta 
l'institut  le  30  avril  1892,  muni  d'un  bandage  herniaire  protec- 
teur. 

Observation  IU.  —  L.  B...,  de  Zulle,  ouvrière,  20  ans,  fut 
laparotomisée  le  9  septembre  1889,  pour  une  tuberculose  péri- 
lonéale.  Comme  au  niveau  de  la  ligne  blanche  il  y  avait  de 
larges  adhérences  de  l'intestin  à  la  paroi  et  que  les  anses  intes- 
tinales, agglomérées  à  leur  tour  entre  elles,  ne  formaient  qu*une 
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seule  tumeur,  il  se  fil  qu'une  anse  intestinale  fut  blessée  dans  le 
cours  de  lopéralion,  en  voulant  détacher  des  adhérences.  On  fit 
avec  soin  la  suture  de  cette  lésion.  La  malade  se  remit  relative- 
ment bien  de  Topération,  à  part  la  persistance  d*une  fistule 
stercornie  dans  la  ligne  blanchi*,  au  milieu  de  Tespaee  compris 
entre  le  pubis  et  Fombilie,  fistule  qui  se  compliqua  bientôt 
d'ectopie  muqueuse.  Nous  ne  ptimes, dansées  conditions, songer 
à  la  dissection  de  Tintestin.  Aussi,  malgré  In  résection  de  la 
muqueuse  ectopiée,  Tavivement  des  bords,  les  méthodes  anaplas- 
tiques  et  les  cautérisations,  nous  ne  parvînmes  pas  à  obturer 
cette  fistule  et  la  malade,  découragée,  nous  quitta  pour  rentrer 
dans  sa  famille.  Nous  n'avons  depuis  plus  eu  de  ses  nouvelles. 

Réflexions.  —  Rappelons  d'abord  brièvement  la  distinction 
qu*il  y  a  à  faire  entre  Tanus  contre  nature  proprement  dit  et  la 
fistule  stercorale.  On  appelle  anus  contre  nature  les  cas  con- 
sécutifs à  la  destruction  de  toute  une  anse  intestinale  et  dans 
lesquels  on  trouve  deux  bouts  d'intestin  ouverts  à  la  peau 
(Chaput).  La  communication  entre  les  deux  bouts  est  empêchée 
par  la  présence  d'un  éperon  plus  ou  moins  développé. 

La  fistule  stercorale^  au  contraire,  est  une  solution  de  continuité 
n'affectaht  qu'une  partie  de  la  circonférence  de  rint(*stin 
(Chaput).  La  circulation  des  matières  est  donc  encore  permise 
dans  le  bout  inférieur  de  l'intestin  et  la  défécation  s*opère  en 
grande  partie  par  les  voies  naturelles.  Une  partie,  variable  en 
qunntité,  sort,  d'une  matière  continue  ou  interrompue,  è  travers 
l'ouverture  anormale. 

Le  problème  que  notis  avons  cherché  à  résoudre,  en  nous 
basant,  il  est  vrai,  sur  une  statistique  trop  peu  fournie,  mais  qui 
a  cependant  l'avantage  de  renfermer  trois  cas  cliniques,  repré- 
sentant trois  variétés  spéciales  d'une  seule  et  même  affection,  est 
le  suivant:  Quel  est  le  traitement  le  plus  rationnel  de  cette  grave 
incommodité? 

Quand  «m  parcourt  les  divers  travaux  publiés  sur  la  matière 
en  question,  on  est  frappé  des  grandes  divergences  dopinion 
qui  régnent   parmi   les  chirurgiens  quant  au  choix  du  mode 
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d^intervention.  D'aucuns  recommandent  la  patience  et  Texpee- 
talion  ety  s*ils  se  décident  à  intervenir,  ils  s'adressent  à  une 
série  d*opérations  anodines  :  des  cautérisations,  des  procédés 
plastiques,  notamment  la  plastique  à  double  lambeau,  recom- 
mandée par  Hûter.  Ces  méthodes  ont  certes  Pavantage  de 
ne  mettre  nullement  en  danger  les  jours  du  malade;  il  nous  est 
cependant  avis  que,  quand  on  a  attendu  suffisamment  pour 
donner  à  la  nature  le  temps,  si  elle  s*y  montre  disposée,  de 
réparer  la  lésion,  c'est  perdre  inutilement  un  temps  précieux 
que  de  recourir  à  ces  demi-mesures,  qui  ne  donnent  que  rare- 
ment un  résultat  solide  et  durable. 

Aussi  la  plupart  des  chirurgiens  se  décident-ils,  en  général,  en 
faveur  d'opérations  plus  radicales  et  comportant  un  résultat  plus 
ferme;  toutefois  les  différends  surgissent  encore  une  fois  quand 
il  faut  trancher  le  point  suivant  :  Peut-on  ouvrir  la  cavité  péri- 
tonéale  ou  doit-on  forcément  travailler  en  dehors  de  celle-ci? 

Quelques  chirurgiens  français,  à  la  suite  de  Malgaigne  et 
surtout  de  Chaput,  un  des  maîtres  modernes  de  la  chirurgie 
intestinale,  sont  d'avis  qu*il  faut  éviter,  comme  constituant  un 
des  plus  grands  dangers,  l'ouverture  du  péritoine.  Chaput  a 
inventé  un  procédé  anaplastique  spécial  pour  la  cure  de  la 
fistule  stercorale  ou  de  l'anus  contre  nature  après  eniérotomie 
et  qu*il  intitule  procédé  de  l'abrasion.  Il  consiste  à  faire  la  dissec- 
tion des  adhérences  de  l'intestin  aux  parois  abdominales  dans  un 
rayon  de  3  centimètres  autour  de  l'ouverture  anormale,  d'enlever 
circulairement  la  muqueuse  au  moyen  des  ciseaux  dans  un  rayon 
de  1  centimètre  autour  du  pertuis,  puis  de  faire  une  suture 
continue,  par  points  séparés  ou  en  masse,  de  façon  à  accoler  la 
musculeuse  de  Tintestin  ainsi  avivée.  Cette  suture  se  montrerait 
plus  fidèle  que  l^adossement  séreux.  La  suture  de  la  peau  com- 
plète Topération. 

En  Allemagne,  on  se  montre  en  général  moins  timide  à  ouvrir 
le  péritoine  et  Ton  imite  assez  généralement  le  procédé  de 
Ciemy,  qui  consiste  à  libérer  complètement  l'intestin  des  parois 
auxquelles  il  adhère,  de  faire  au-dessus  de  la  fistule  deux  à  trois 
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étages  de  sutures  de  Lembert  et  de  réduire  ensuite  Tintestîn 
dans  la  eavité  abdominale. 

C*est  aussi,  comme  on  a  pu  le  constater  dans  le  relevé  de  nos 
protocoles,  ce  dernier  procédé  que  nous  avons  suivi  dans  deux 
de  nos  cas  avec  un  plein  succès. 

La  libération  complète  de  Tiniestin  nous  paraissait  d*autant 
plus  s'imposer  que  nous  avions  vu  échouer  tous  nos  procédés 
d'anaplaslie,  alors  qu'il  persistait  des  adhérences  de  ce  dernier 
avec  la  paroi.  Les  elToris  de  toux  ou  de  vomissement,  provoqués 
par  Tanesthésie  au  chloroforme,  suffirent  en  général  pour 
détruire  nos  plans  de  sutures,  quel  que  fût  le  soin  apporté  à  les 
établir. 

Nous  ne  saurions  apprécier  avec  compétence  la  valeur  du 
procédé  de  fabrasion  de  Chaput,  pour  ne  Tavoir  pas  employé 
dans  sa  pleine  rigueur;  nous  croyons  toutefois  pouvoir  conclure 
de  notre  expérience  que  cet  auteur  a  trop  de  crainte  d'entamer 
le  péritoine.  Quand  toutes  les  précautions  d'une  antisepsie 
rigoureuse  ont  été  prises  et  quand  notamment  Ton  veille  bien, 
par  une  obturation  préventive  de  la  fistule  ou  des  deux  bouts 
intestinaux,  à  ce  qu'aucune  matière  fécale  ne  vienne  souiller  le 
champ  d'opération,  nous  ne  voyons  pas  le  grand  danger  qui 
pourrait  résulter  d'une  ouverture  de  la  cavité  péritonéale,  alors 
que  celle-ci  se  pratique  journellement,  même  dans  un  simple 
but  d'exploration,  sans  le  moindre  inconvénient.  Nous  croyons 
par  contre  que  les  avantages  d'un  isolement  complet  de  l'intestin 
sont  inappréciables  au  point  de  vue  de  la  réussite  de  la  suture. 
Aussi  longtemps  que  des  adhérences  permettent  une  traction  sur 
les  lèvres  de  la  plaie  intestinale,  quelque  soigneuse  que  soit 
l'occlusion  de  celle-ci,  elle  nous  sennble  se  trouver  dans  une 
condition  désavantageuse  au  point  de  vue  de  la  réunion.  L'ouver- 
turc  du  péritoine  présente  donc  des  avantages  qui  ne  nous 
semblent  pas  contre-balancés  par  ses  dangers.  Tout  dépend  de  la 
confiance  que  l'on  peut  avoir  dans  les  sutures  intestinales. 

Nous  avons  donné  la  préférence  h  un  double  plan  de  sutures 
Lembert  très  serrées,  adossant  la  séreuse,  en  ayant  bien  soin  i]e 
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ne  pas  entrer  dans  la  lunnière  du  canal.  Cette  suture  nous  a 
parfaitement  réussi.  II  est  vrai  que  les  Gstules  auxquelles  nous 
avions  affaire  n'avaient  que  de  faibles  dimensions.  Nous  n'avons 
pas  fait  de  résection  de  muqueuse»  parce  que  celle-ci  ne  faisait 
pas  hernie  vers  l'extérieur.  L*avivement  de  la  fistule,  suivi  de 
Paffrontement  de  la  muqueuse  par  une  suture  en  surjet,  comme 
le  recommande  Pozzi,  nous  semblait  inutile. 

La  parfaite  réalisation  de  nos  espérances  est  une  preuve 
excellente  en  faveur  des  propriétés  adhésives,  encore  quelquefois 
contestées,  de  la  séreuse  péritonéale;  une  cautérisation  supcrti- 
cielle  des  parois  à  adosser  (ZnClj  10  7«),  comme  quelques 
auteurs  Font  recommandée,  aurait  dans  nos  cas  été  également 
pour  le  moins  inutile. 

Nous  avons,  dans  les  deux  cas  où  nous  avons  fait  la  libération 
complète  de  Tintcstin  de  ses  adhérences  à  la  paroi,  éprouvé 
assez  bien  de  difficultés  dans  cette  dissection.  L  orientation  est 
souvent  difficile. 

Aussi  n*hésiterions-nous  pas  à  essayer  dans  la  suite  le  procédé, 
en  apparence  plus  léger  et  plus  expéditif,  employé  récemment 
par  Pozzi  et  qui  consiste  à  faire  une  boutonnière  dans  le  péri- 
toine libre  au-dessus  de  la  fistule,  d'inciser  les  parois  sur  Tindex 
en  contournant  les  adhérences  jusqu'au-dessous  de  l'orifice  (istu- 
leux,  de  disséquer  ensuite  par  la  face  interne  des  parois  toutes 
les  adhérences,  en  entourant  soigneusement  le  champ  de  com- 
presses anti-  ou  aseptiques.  Il  est  possible  que  Torientation 
devienne  ainsi  plus  commode. 

Le  procédé  de  Chaput  n'aurait  pu  rationnellement  recevoir 
d'application  dans  notre  observation  n®  11.  Nous  nous  trouvions 
là,  en  effet,  devant  une  hernie  inguinale  irréductible,  compliquée 
de  fistule  stercorale.  En  nous  décidant  pour  le  procédé  de 
l'abrasion,  nous  pouvions  espérer  de  guérir  la  seconde  incom- 
modité; nous  ne  pouvions  jamais  songera  réaliser  le  plus  grand 
desideratum  :  débarrasser  notre  client  d'une  hernie  irréductible,* 
le  mettant  dans  l'impossibilité  de  gagner  le  pain  de  sa  famille 
et  le  maintenant  dans  le  perpétuel  danger  de  voir  survenir  les 
plus  graves  complications. 
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Devant  ce  cas,  il  n'y  avait  donc  certes  pas  à  hésiter.  Sous  le 
couvert  de  Tantisepsie  et  de  Tasepsie,  le  chirurgien  pouvait 
légitimement  aspirer  à  faire  Tenlérorraphie,  après  libération  de 
Tinlestin  hernie,  de  faire  ensuite  la  réduction  de  celui-ci,  suivie 
de  la  cure  radicale  de  la  hernie;  c*est  le  procédé  que  nous 
avons  suivi  et  qui  nous  a  donné  un  plein  succès. 

EnGn,  dans  la  troisième  observation,  Téchcc  de  nos  multiples 
essais  de  restauration  nous  montre  Tinanité  de  la  réparation 
anaplastique  d*une  fistule  storcorale,  sans  mobilisation  de 
rintcstin.  Il  est  vrai  que  dans  ce  cas  Tinfection  tuberculeuse  des 
tissus  venait  s'ajouter  aux  autres  causes  pour  nuire  à  la  réunion 
de  nos  lambeaux  avivés.  Ce  sont  aussi  Tinfiltration  tuberculeuse 
et  les  adhérences  qui  nous  expliquent  la  non-réussite  de  la 
première  suture  de  Tintestin  blessé. 

Conclusions  ;  1*"  Les  simples  procédés  anaplastiques  institués 
pour  la  cure  des  fisiulcs  stercorales  doivent  être  condamnés 
dans  rélal  actuel  de  la  science  chirurgicale.  Ils  ne  peuvent 
occasionner  en  général  qu'une  perte  de  temps.  Si  Ton  veut  avoir 
quelques  chances  de  succès,  il  faut  largement  libérer  Tintestin 
sur  tout  le  pourtour  de  la  fistule. 

2*"  Le  procédé  de  Chaput,  dit  de  Tabrasion,  sans  ouverture  de 
la  cavité  périlonéalc  et  conséquemment  sans  mobilisation  de 
rintesiin,  peut  avoir,  dans  bien  des  cas,  donné  des  résultats  à 
son  inventeur  et  à  ses  disciples.  Il  nous  semble  toutefois  plus 
rationnel  et  plus  sur  de  libérer  complètement  Tintestin  de  ses 
adhérences,  surtout  qu*à  Theure  actuelle  nous  sommes  autorisés, 
sous  le  couvert  de  Tantisepsie  et  de  Tasepsie,  à  ne  pas  redouter 
une  ouverture  du  péritoine. 

Le  procédé  de  labrasion  ne  s'applique  d'ailleurs  pas  dans  le 
cas  de  coexistence  de  hernie  avec  la  fistule,  et  la  prétention 
du  chirurgien  moderne  de  lever  les  deux  troubles  à  la  fois  n'a 
rien  d'outré. 

3*  La  suture  de  Lembert  è  plusieurs  étages  (2  à  3)  présente 
des  garanties  sufiisantes  dans  les  cas  où  l'intestin  est  libéré. 
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C^est  d^ailleurs  sur  cette  garantie  seule  que  peut  8*appuyer  la 
légitimité  de  Topération. 

L'avivement  de  la  fistule  sans  muqueuse  ectopiée  ou  un 
affrontement  séparé  de  la  muqueuse  (Pozzi)  sont  la  plupart  du 
temps  superflus. 

P.  S.  —  Comme  notre  opinion,  pour  avoir  toute  sa  valeur, 
doit  se  fonder  sur  une  garantie  complète  offerte  par  la  suture 
intestinale,  nous  sommes  en  train  de  vérifier  la  valeur  de  cette 
garantie  par  des  expériences  sur  le  chien.  Nous  comptons  pouvoir 
publier  prochainement  les  résultats  obtenus. 
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PACHYDERMIE  DRÉTRALE 


PAR 


M.  W.  MEESSEN  {']. 


La  lumeur  dont  j*ai  Thonneur  de  vous  entretenir  provient 
d*une  jeune  fille  d'une  vingtaine  d*aDnée8y  opérée  à  Thôpital 
Saint-Jean  par  M.  le  professeur  Sacré,  vers  le  milieu  du  mois 
de  janvier  de  cette  année.  ^ 

Véritable  polype,  elle  présentait  la  forme  d*une  fève,  dont  elle 
avait,  du  reste,  à  peu  près  la  grosseur.  Elle  occupait  la  partie 
antérieure  et  externe  du  canal  de  Turètre,  de  façon  à  obturer 
presque  entièrement  le  méat  urinaire.  Son  pédicule  était  fixé  à 
la  paroi  postérieure  du  canal,  empiétant,  si  mes  souvenirs  sont 
exacts,  un  tant  soit  peu  sur  la  paroi  latérale  gauche,  de  sorte  que 
le  jet  de  Turine  était  fortement  dévié  :  d*où  des  ennuis  conti- 
nuels pour  la  patiente. 

M.  le  professeur  Sacré  eut  Tobligeance  de  m*abandonner  la 
tumeur,  dont  je  m'empressai  de  faire  Tanalyse  microscopique. 
Au  premier  examen,  je  fus  frappé  de  la  ressemblance  que  cette 
tumeur  présentait  avec  une  tumeur  du  larynx  dont  M.  le 
D'  Goris  communiqua  la  description  microscopique  à  TAcadé- 
niie  royale  de  médecine,  dans  la  séance  du  25  juin  1892  :  Deux 
cas  de  pachydermie  laryngée,  appartenant  l'un  à  la  forme  diffuse, 
Vautre  à  la  forme  verruqueuse.  C'est  de  cette  dernière  forme 
qtril  8*agira  dans  ce  qui  va  suivre. 

Je  ne  sais  pas  s'il  est  relaté,  dans  la  littérature,  un  seul  cas 

(*)  Communication  faite  à  la  séance  de  la  quatrième  section  du  19  avril  1893. 
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de  pachydermie  urétrale.  Ziegler,  qui  est  très  complet,  n'en 
rapporte  rien. 

Dans  la  tumeur  du   larynx,  aussi  bien  que  dans  celle  de 
Tiirètre,  il  y  a  hyperplasie  considérable  de  Tépithélium,  qui  est 
stratifié,  et  cette  hyperplasie  atteint,  dans  le  polype  urétral,  des 
formes  monstrueuses,  marquées  surtout  en  certains  endroits  de 
la  préparation.  Dans  Tun  et  dans  Tautre  cas,  cet  épithélium, 
conune  c'est  du  reste  la  norme,  est  cylindrique  dans  les  couches 
contîguës  au  derme;  puis  viennent  des  cellules  polygonales,  s*en- 
grenant  au  moyen  de  fines  dentelures  et  de  rainures;  la  couche 
externe  offre  des  cellules  plus  ou  moins  aplaties,  dont  le  volume 
du  noyau  est  remarquable.  Tout  cet  épithélium,  dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  coiffe  des  papilles  et  comble  en  quelque  sorte  les 
dépressions  qui  se  trouvent  entre  les  papilles,  de  façon  que  la 
surface  de  la  tumeur  est  plus  ou  moins  lisse.  Ces  papilles  sont 
tantôt  minces  et  fortement  allongées,  comme  on  les  rencontre, 
si  Ton  fait  abstraction  des  arborisations,  dans  les  condylomes 
pointus  de  la  peau  ;  tantôt  elles  sont  plus  larges,  affectant  la 
forme  des  condylomes  larges.  Mais  ces  papilles  larges  consti- 
tuent ici  manifestement  lexception,  tandis  que,  dans  le  cas  de 
tumeur  laryngée  publié  par  M.  Goris,  elles  sont  la  règle. 

Si  Ton  fait  abstraction  du  tissu  conjonctif  papillaire,  rien  de  plus 
légitime  que  la  dénomination  de  pachydermie,  que  Virehow 
donna  à  ces  hyperplasies  épithéliales  du  larynx  ;  mais  il  y  a  autre 
chose,  et  c'est  Ziegler  (LeAr6.  der  spec.  pathol.  ilnaf.,7'"*  édition, 
1899,  page  632)  qui  attira  Tattention  sur  ce  fait  ;  il  y  a  ici  une 
hyperplasie  considérable  du  tissu  conjonctif  papillaire,  hyper- 
plasie, comme  je  lai  déjà  dit,  beaucoup  plus  considérable  dans  la 
tumeur  urétrale. 

Celle-ci  offre  non  seulement  des  papilles  hyper plasiées,  mais 
ces  papilles  sont  supportées  par  un  véritable  fibrome  qui  a  subi 
une  forte  infiltration  cellulaire.  Nous  nous  trouvons  donc,  si  nous 
admettons  la  terminologie  de  Ziegler,  en  présence  d'un  fibrome 
papillaire  qui  ne  ressemble  pas,  comme  le  veut  Virehow  et  après 
lui  Zenker,  à  une  «  verruca  dura  »  de  la  peau,  mais  qui,  pour  me 
servir  des  mots  de  Ziegler,  si  on  veut  le  comparer  k  une  affec- 
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non hypertrophiqiic  de  la  peau,  est  un  eondylome  pointu.  Inu- 
tile  d'ajouter  que  ce  eondylome  pointu  n'est  nullement  la  consé- 
quence nécessaire  d'une  infection  provoquée  par  les  bacilles  de 
Luslgarten.  Vous  voyez  donc,  messieurs,  que  la  terminologie  que 
Ziegler  applique  à  la  pachydermie  laryngée  de  Virchow,  je  l'ap- 
plique à  la  pachydermie  urétrale.  Les  deux  cas  pour  moi  sont 
analogues. 

Quant  à  l'étiologie  de  ce  genre  d'affection,  il  me  semble  que 
l'on  peut  attribuer  ces  tumeurs  à  un  travail  d'inflammation  chro- 
nique, provoqué,  pour  moi,  par  des  agents  infectieux  dont  il  ne 
m'est  pas  possible  de  déterminer  la  nature.  C'est  du  reste  la  cause 
que  Ziegler  invoque  pour  les  condylomes  pointus  de  la  peau  : 
un  état  d'irritation  chronique.  Ce  qui  parle  en  faveur  de  cette 
opinion,  c'est  l'infiltration  cellulaire  considérable  que  l'on  peut 
voir  partout  dans  ma  préparation;  dans  celle  de  M.  le  D'  Goris, 
elle  ne  se  présente  qu'à  certains  endroits.  Or,  l'infiltration  cellu- 
laire est  le  signe  pathognomique  de  l'inflammation  interstitielle, 
c'est-à-dire  de  l'inflammation  du  tissu  conjonctif. 

Ces  tumeurs,  si  l'on  n'y  prête  pas  attention,  se  confondent  aisé- 
ment avec  d'autres  néoplasmes  épithéliaux  de  nature  maligne, 
les  carcinomes.  Il  peut  arriver  que,  dans  la  confection  des  coupes, 
le  rasoir,  passant  obliquement  ou  horizontalement  à  travers  une 
couronne  de  papille,  donne  lieu  à  une  alvéole  artificielle,  garnie 
d'épithélium.  C'est  ce  que  vous  pouvez  voir  dans  ma  prépara- 
tion. Pour  faire  le  diagnostic  différentiel,  rappelons  d*abord  l'âge 
du  sujet.  Il  s'agit  ici  d'une  personne  d*une  vingtaine  d'années. 
Puis,  recherchons  les  éléments  qu'il  faut  pour  qu'il  y  ait  carci- 
nome :  nous  rencontrons  d'abord  la  paroi  de  sustentation  de 
l'épilhélium  carcinomateux, et  en  second  lieu  répithélium  carcino- 
matcux  lui-même  qui,  notons-le  tout  de  suite,  a  toujours  quelque 
chose  d'embryonnaire,  de  non  différencié.  Dans  les  cas  de  carci- 
nome, ces  cellules  épithéliales  ne  sont  pas  conglutinées,  à  moins 
que  l'on  ne  se  rapproche  du  bord  de  l'alvéole,  où  se  renconti^ni 
les  cellules  les  plus  jeunes,  et  encore  dans  cette  région  peut-on  les 
détacher  relativement  avec  facilité  les  unes  des  autre8,si  l'on  traite 
la  coupe  microscopique  au  moyen  d'un  pinceau  délicat.  On  par- 
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vient  ainsi  à  former  des  alvéoles  constituées  par  du  tissu  con- 
jonctif  relativement  dense  et  dépourvues  de  Télément  épithélial. 
Ce  sont  ces  alvéoles  qui  dans,  le  cas  de  doute,  font  pencher  la 
balance  du  côté  du  carcinome. 

Dans  Talvéole  artificielle  que  vous  voyez  duns  ma  préparation, 
le  tissu  de  sustentation  fait  défaut,  les  cellules  épithéliales  sont 
fortement  adhérentes  les  unes  aux  autres,  il  y  en  a  avec  rainure 
et  les  couches  les  plus  internes  ont  subi  une  différenciation,  toutes 
choses  que  Ton  ne  constate  pas  dans  los  cellules  épithéliales 
embryonnaires  du  carcinome  véritable. 
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COMPLICATIONS  OCULAIRES 


OBSERVÉES  PENDANT  UNE  EPIDEMIE  DE  ROUCiEOLE 


PAR 


M.  le  D'  WARL.OMONT  (') 


Lne  épidémie  de  rougeole  vient  de  sévir  à  Bruges  et  dans 
les  environs,  et  n'est  pas  encore  tout  à  fait  éteinte.  Elle  nous  a 
donné  Toccasion  d'observer,  du  côté  de  Tœil,  quelques  compli- 
cations graves  qu*il  ne  sera  pas  sans  intérêt  de  signaler  briève- 
ment. 

I.  Conjonctivites  croupale  et  diphtéroïde.  —  Deux  cas. 

Premier  cas.  —  Julia  C...»  3  ans  et  demi,  bien  constituée,  nous 
est  amenée  le  30  mars  dernier,  en  pleine  éruption  rubéolique. 
Elle  est  malade  depuis  six  jours,  déclare  la  mère.  Les  paupières 
de  Tœil  droit,  surtout  la  paupière  supérieure,  sont  tuméfiées, 
tendues,  rosées,  un  peu  chaudes  au  toucher,  et  font  penser  tout 
d'abord  à  une  ophtalmie  purulente  ;  mais  en  séparant  les  pau- 
pières par  des  écarteurs,  on  fait  sourdre  un  liquide  séreux, 
d'aspect  louche,  tenant  en  suspension  quelques  grumeaux 
fibrineux.  La  conjonctive  palpébrale  inférieure  (la  seule  qu'il 
soit  possible  de  renverser)  est  grisâtre,  terne,  inégale.  La  cornée 
est  saine.  Traitement  :  séjour  au  lit,  soins  ordinaires  de  la 
rougeole  et,  pour  l'œil,  lotions  et  applications  incessantes  de 
compresses  froides  imprégnées  de  sublimé  en  solution  à  '/â  */••- 

Le   lendemain,    nous    parvenons  à   retourner   la   paupière 

(*}  Communication  faite  à  la  quatrième  section,  le  là  avril  i89<l 
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supérieure;  la  muqueuse  en  est  irrégulière  et  couverle  d'un 
enduit  grisâtre.  C*est  absolument,  et  A  s*y  méprendre,  Taspeci  de 
la  forme  de  conjonctivite  membraneuse  que  Ton  produit  artifi- 
eiellement  sur  les  granuleux  par  Tinoculation  du  jéquirity. 

Les  applications  antiseptiques  sont  continuées,  et  trois  fois  par 
jour  on  badigeonne  la  muqueuse  avec  un  pinceau  trempé  dans 
du  jus  de  citron. 

Les  jours  suivants  la  déicntc  se  fait,  la  fausse  membrane  se 
détache  par  lambeaux,  les  paupières  se  dégonflent,  et  le  7  avril 
(donc  après  sept  jours)  la  guérison  est  établie. 

Deuxième  cas,  —  Le  deuxième  cas,  autrement  sérieux  que 
le  précédent,  a  revêtu  une  allure  et  suivi  une  marche  fort 
intéressantes. 

Il  s'agit  d'un  enfant  de  2  ans  et  demi  à   peine,  d'un   bon 
tempérament,  qui  terminait  une  rougeole  dont  le  début  remon- 
tait à  quinze  jours.  Il  en  avait  conservé  une  loux  rauque,  guttu- 
rale. Depuis  trois  jours  seulement,  à  en  croire  la  mère,  Tun  des 
yeux  était  entrepris.  Comme  chez  Tenfani  dont  nous  venons  de 
parler,  les  paupières  étaient  tuméfiées,  mais  sans  changement 
de  couleur  à  la  peau,  sans  réaction  douloureuse  appréciable.  La 
paupière  supérieure  se  laissait  retourner,  bien  qu^avec  quelque 
difficulté,  et  Ton  pouvait  voir,  étniée  sur  la  muqueuse,  une  fausse 
membrane  blanche,  molle,  qui  se  laissa  détacher  avec  des  pinces, 
mais  avec  une  certaine  résistance,  et  en  meuant  à   nu  une 
muqueuse  très  légèrement  saignante.  Comme   sécrétion,    un 
produit  séromuqueux,  peu  abondant,  charriant  quelques  débris 
fibrineux.  Au  moyen  d'écarleurs  on  découvrait  une  cornée  opa- 
cifiée, blanc  grisâtre,  avec  des  foyers  arrondis,  jaune  sale.  Un 
chémosis  charnu  entourait  la  cornée. 

Traitement  :  application  de  compresses  boriquées,  lotions 
antiseptiques  fréquentes,  attouchements  quotidiens  de  la 
muqueuse  avec  une  solution  de  nitrate  d'argent  à  i ,  puis  à  2  7o« 

Les  jours  suivants,  des  dépôts  membraneux  se  produisirent 
encore»  mais  moins  épais  et  plus  adhérents  ;  la  sécrétion  persis- 
tait, quoique  modérée;  c'était,  disait  la  mère,  une  incessante 
élimination  «  de  petites  peaux  blanches  ».  Les  paupières,  surtout 
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la  paupière  supérieure,  restaient  gonflées  et  un  peu  raides.  La 
cornée,  opaque  et  dépolie,  faisait  craindre  une  ulcération  avec 
nécrose  de  son   tissu.  Une  paracentèse  y  fut  pratiquée  afin 
d^amener  une  détente  favorable.  Rien  n*y  fit,  la  situation  restait 
la  même.  Je  me  décidai  alors  à  supprimer  le  nitrate  d*ai^ent, 
me  souvenant  que  son  emploi  est  formellement  déconseillé  par 
les  auteurs  dans  les  cas  de  diphtérie  conjonctivale,  avec  laquelle 
le  cas  présent  offrait  plus  d*une  analogie.  Je  fis  des  applications 
de  jus  de  citron,  si  préconisées  aujourd'hui,  sans  abandonner 
les  lavages  antiseptiques.  Du  jour  au  lendemain  se  produisit 
une  amélioration;  ce  qui  me  frappa  surtout,  ce  fut  la  disparition, 
après  vingt-quatre  heures,  de  la  raideur  de  la  paupière  supé* 
Heure,  devenue  souple  et  aisée  à  renverser.  A   partir  de  ce 
moment,  les  paupières  se  détendirent  rapidement,  et  bientôt 
lenfant  put  les  écarter  spontanément.  En  même  temps  la  cornée 
fut  peu  à  peu  envahie  par  un  réseau  vasculaire  dense,  sur  toute 
sa  périphérie;  ce  pannus  s'avança  de  toutes  parts  vers  le  centre» 
donnant  au  globe  Paspect  d'un  gros  bourgeon  vasculaire  rosé. 
Actuellement,  il  ne  reste  plus  au  centre  de  la  cornée  qu'une  opa- 
cité minime,  qui  va  elle-même  être  couverte  de  vaisseaux.  Faut-il 
voir  là  un  travail  régénérateur,  et  ce  pannus  va-t-il  rétrocéder 
en  laissant  une  cornée  en  partie  éclaircie?  C'est  ce  que  l'avenir 
nous  dira  (*).  Pour  le  moment,  le  seul  traitement  consiste  en 
lavages  antiseptiques.  La  maladie  compte  environ  cinq  semaines 
de  durée  jusqu'à  ce  jour. 

En  résumé,  nous  avons  eu  affaire  ici  à  une  conjonctivite  diphté- 
roîde  (nous  ne  disons  pas  diphtéritique)  avec  infiltration  fibrî- 
neuse  probable  de  la  cornée. 

II.  Ulcères  infectieux  et  abcés  pe  la  cornée.  —  Trois  cas. 
Premier  cas.  Ulcère  infectieux  avec  hypopion,  —  Germaine  V..., 
3  ans,  guérie  d'une  rougeole  depuis  trois  semaines,  en  a  conservé 


(*}  Au  moment  de  l'impression  de  ces  lignes,  une  étroite  zone  transparente  s'est  rétablie 
sur  tout  le  pourtour  de  la  cornée,  mais  la  plus  grande  partie  de  celle-ci  est  comme  infiltrée 
d'un  tissu  blanchâtre,  qui  met  obstacle  k  toute  Tision  ou  à  peu  près;  le  pannus  a  disparu. 
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unr.  eompiication  à  Tun  des  deux  yeux  :  au  centre  de  la  cornée 
existe  une  ulcération  irrégulière,  è  fond  grisâtre,  tapissée  de 
détritus  sphacélés  avec  infiltration  ambiante  étendue;  hypopion 
abondant. 

Traitement:  paracenièsey  attouchements  de  Tuloére  avec  Tacide 
phénique  concentré,  et»  plus  tard»  avec  le  pinceau  imbibé  de 
teinture  d*iode,  mais  surtout  lavages  au  sublimé  et  pansements 
occlusifs  et  antiseptiques  à  demeure.  Actuellement,  après  quatre 
semaines  de  traitement,  Tulcère  est  cicatrisé,  mais  au  prix  d*une 
opacité  étendue  de  la  cornée. 

Deuxième  cas.  Abcès  cornéen  avec  hypopion.  —  Céline  CI..., 
3  ansy  d*un  b$>n  tempérament,  guérie  d*une  rougeole  depuis  une 
dizaine  de  jours,  mVst  amenée  le  24  mars.  L^enfant,  me  dit-on, 
a  beaucoup  souffert  des  yeux  dans  le  cours  de  la  maladie.  Un 
épanchement  purulent  (hypopion)  occupe  la  chambre  antérieure, 
affectant  la  forme  d*un  triangle  à  large  base  inférieure,  à  sommet 
supérieur  correspondant  au  centre  de  la  cornée.  Pendant  que 
j*écarte  les  paupières,  au  moyen  des  écarteurs,  pour  pratiquer 
un  examen  complet,  Thumeur  aqueuse  jaillit  è  Textérieur, 
entraînant  la  collection  purulente  avec  elle.  Que  8*est-il  passé? 
Un  abcès  métastalique  s^était  sans  doute  développé  dans  Tépais- 
seur  de  la  cornée  pendant  le  cours  de  la  rougeole  et  s*était  fait 
jour  è  la  partie  postérieure,  fusant  le  long  de  la  membrane  de 
Descemet  et  allant  former  le  dépôt  purulent  de  la  chambre 
antérieure;  pendant  Texamen  de  la  petite  malade,  un  effort  de 
celle-ci  aura  rompu  les  lames  cornéennes  antérieures  encore 
intactes. 

Traitement  :  Lavage  au  sublimé  et  pansement  occlusif  iodo- 
formé. 

Les  jours  suivants,  le  centre  de  la  cornée  était  occupé  par  une 
production  membraniforme  blanche,  qui  se  désagrégea  pour  se 
reproduire  ensuite  sous  forme  d*une  nouvelle  ampoule  plate, 
blanche  et  épaisse.  C*était,  sans  doute,  un  amas  de  débris  fibrineux 
venant  de  la  chambre  antérieure,  joints  è  des  produits  sphacélés 
de  la  cornée.  Cette  production,  faisant  office  de  bouchon, 
prévint  une  hernie  de  Tiris  avec  toutes  ses  conséquences.  Enfin, 
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le  8  avril  (une  quinzaine  de  jours  après  le  début  du  traitement), 
on  se  trouvait  en  présence  d'un  ulcère  à  fond  blanc  grisâtre, 
entouré  d'un  halo  qui  s*étendait  près  du  bord  cornéen.  Cet  ulcère 
est  aujourd'hui  en  voie  de  réparation,  il  se  déterge,  se  comble; 
un  faisceau  vasculaire  vient  y  aboutir,  venant  de  la  conjonctive 
bulbaire  ;  bref,  il  est  permis  d'espérer  une  résorption  au  moins 
partielle  et  une  guérison  relative,  c'est-à-dire  avec  un  leucome 
plus  ou  moins  étendu.  Le  traitement,  pendant  cette  dernière 
phase  de  l'affection,  a  consisté  en  lavages  au  sublimé  et  attouche- 
ments à  la  pyoctanine  et  à  la  teinture  d'iode  suivis  d'un  panse- 
ment compressif  à  demeure,  humide  (borique). 

Troisième  cas.  Abcès  et  ulcère  cornéens;  synéchie  antérieure, 
—  Léon  D...,  22  mois,  enfant  chétif  et  malingre,  vient  d*avoîr 
la  rougeole  (début  il  y  a  quinze  jours);  le  cou  est  encore  en 
pleine  desquamation  furfuracée,  et  l'enfant  est  pris  d'accès  de 
toux  rauque.  Des  délabrements  graves  se  remarquent  du  côté 
des  cornées.  Un  examen  sous  le  chloroforme  fait  constater, 
à  l'œil  droit,  un  abcès  exulcéré  de  la  cornée,  sous  forme  de 
traînée  jaunâtre, curviligne;  le  reste  de  la  cornée  est  opalescent, 
et  c'est  à  peine  si  l'i^n  entrevoit  l'iris  et  la  chambre  antérieure; 
à  rceil  gauche,  la  chambre  antérieure  est  en  partie  effacée,  et  vers 
le  centre  de  la  cornée  se  voit  une  large  tranchée  ulcéreuse,  rem- 
plie de  pus  et  de  débris  sphacélés;  l'iris  adhère  à  l'ulcération. 
£n  somme,  abcès  exulcéré  avec  infiltration  cornéenne  étendue 
à  un  œil,  abcès  avec  perforation  et  adhérence  de  l'iris,  à  l'autre. 

Traitement  :  Paracentèse  à  l'œil  droit  et  raclage  de  l'ulcéra- 
tion de  l'œil  gauche  an  moyen  d'une  curette  à  chalazion  de  petit 
modèle  (*)  (sous  le  chloroforme).  Irrigation  aux  deux  yeux 
avec  la  solution  du  sublimé  à  V4  V»*  F^atisemenl  sec  iodoformé, 
remplacé  bientôt  par  un  pansement  humide  borique  (ce  panse- 
ment maintenu   humide   par  l'interposition  d'une  rondelle  de 


(*)  M.  De  Wecker  vient  de  se  faire  incrire  au  Congrès  de  la  Société  française  d'ophtal- 
mologie pour  une  communication  sur  «  le  traitement  des  ulcères  et  abcès  exulcérés  de  la 
cornée  par  le  raclage  et  les  irrigations  •.  On  voit  qu'on  entre  de  plus  en  plus  dans  la  Toie 
d'un  traitement  rationnel  des  ulcères  coinéens  en  les  traitant  comme  toutes  les  plaies 
infectieuses. 
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batiste  de  Billroth  entre  la  gaze  ou  le  lint  borique  et  le  gâteau 
d'ouate).  A  chaque  levée  du  pansement,  ruieëre  de  Tœil  droit 
est  touché  au  crayon  de  pyoctanine,  celui  de  Tœil  gauche  5  la 
teinture  d*iode. 

Actuellement  (dix  jours  après  le  début  du  traitement)  la 
situation  est  la  suivante  :  à  l'œil  droit,  Tabcès  s*est  en  partie 
résorbé  et  évacué,  mais  il  reste  une  vaste  opacité  blanchâtre  de 
la  cornée  ne  laissant  qu'à  la  périphérie  une  bande  de  tissu  trans- 
parent, où  rampent  encore  quelques  vaisseaux;  à  l'œil  gauche, 
Tulcére  s*est  détergé  et  comblé,  et  Popacité  bien  circonscrite  qui 
en  résulte  ne  nuirait  pas  trop  à  la  vision  (une  bonne  partie  de 
la  cornée  étant  restée  saine  et  transparente),  n'était  l'adhérence 
de  l'iris  à  la  cicatrice,  à  laquelle  on  pourra  peut-être  remédier 
par  une  intervention  opératoire.  Résultat  satisfaisant,  en  somme, 
étant  donnés  l'étendue  des  lésions  et  le  retard  mis  par  les  parents 
h  réclamer  mes  soins. 

Des  observations  qui  précèdent,  nous  croyons  pouvoir  tirer 
les  conclusions  suivantes  : 

1*  Certaines  épidémies  de  rougeole  peuvent,  dans  des  condi- 
tions climatologiques  ou  autres  non  déterminées,  amener  des 
complications  graves  du  côté  de  l'organe  de  la  vision  ; 

â*  Ces  complications  consistent  notamment  :  a)  en  conjonc- 
tivites croupales  ou  diphtéroldes,  tantôt  d'un  caractère  bénin, 
tantôt  plus  graves  et  plus  tenaces,  avec  infiltration  de  la  cornée; 
6)  en  abcès  et  ulcères  infectieux  graves  de  la  cornée,  rappelant 
assez  bien  tes  lésions  de  même  nature  compliquant  la  variole 
(nécrose  par  infection  endogène?)  et  laissant  après  eux  des  len- 
cornes  étendus  (*); 

3*  Les  cas  que  nous  avons  observés  se  rapportaient  tous  à  de 
jeunes  enfants  (2  à  3  '/a  ^i^s).  Peut-être  faut-il  voir  dans  cette 
circonstance  une  prédisposition  è  Féclosion  de  ces  accidents; 


n  On  peut,  ce  nous  semble,  appliquer  à  ces  abcès,  suite  de  rougeole,  ce  que  dit 
De  Wecker,  dans  son  Traité  d'ophtalmologie,  des  abcès  cornéens  consécutiCs  à  la  ¥111016  : 
«  ...  Une  résolution  complète  d'une  infiltration  ou  d'un  abcès  est  tout  à  fait  exceptionnelle. 
La  terminaison  de  la  maladie  est,  dans  les  cas  heureux,  la  production  d'un  leucome  cen- 
tral (le  plus  souvent  adhérent  par  suite  de  la  perforation).  » 
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4*  Nous  nous  sommes  très  bien  trouvé»  dans  ces  cas  d^ulcères 
de  la  cornée,  de  Tapplication  systématique  des  pansementê  occlu^ 
sifs  à  demeure  (secs,  è  riodoforme  ou  humides,  à  Teau  boriquée 
ou  salicylée,  etc.),  maintenus  en  place  pendant  vingt-quatre  è 
quarante- huit  heures,  une  irrigation  antiseptique  (au  sublimé  ou 
au  cyanure  de  mercure,  préconisé  actuellement)  étant  faite  à 
chaque  levée  de  pansement.  C*est  là,  à  notre  avis,  le  seul  Iraiie- 
ment  rationnel  des  ulcères  cornéens  (saiifles  cas  de  purulence  de 
la  conjonctive  ou  de  catarrhe  des  voies  lacrymales),  n^excluant 
pas,  du  reste,  les  applications  locales  des  topiques  usités  et  les 
interventions  chirurgicales.  L*usage  des  collyres  (ésérine,  pilo- 
carpine)  nous  parait  ici  absolument  inutile. 

Dans  la  classe  pauvre  (è  laquelle  appartenaient  tous  nos 
malades),  cVst  là  le  seul  traitement  qui  offre  quelque  sécu- 
rité (*). 


(*)  Voir  notre  communication  antérienre  :  Du  traitement  de  certaines  formée  d'uicèret 
de  la  cornée  par  te  traitement  antieeptique  occluêif.  Annales  de  la  SocitTÉ  Scienti- 
riQDE  DE  Bruxelles,  t.  XVl,  i**  partie,  pp.  34-39. 
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SUR 


iUSiTII 


PAR 


P.  DUHEM, 


CHARGÉ    DB  COURS  A  LA  FACULTÉ   DBS  SCIBNCBS 
PB   LILLR  (*). 


La  mécanique  chimique  actuelle  repose  sur  une  distinction 
essentielle  :  la  distinction  entre  les  étais  de  véritable  équilibre  et 
les  états  de  faux  équilibre;  les  premiers,  prévus  par  une  théorie 
simplifiée,  où  Ton  néglige  les  actions  qui  s'exercent  à  petite  dis- 
tance entre  les  divers  éléments  matériels  constituant  le  système; 
les  seconds,  conformes  aux  indications  d*une  théorie  plus  com- 
plète, qui  tient  compte  de  ces  actions. Dans  noire  Introduction  à 
la  mécanique  chimique  (*^),  nous  avons  insisté  sur  cette  distinc- 
tion, et  nous  avons  cherché  à  préciser  et  à  mettre  en  lumière  les 
idées  émises  à  ce  sujet  par  M.  J.-W.  Gibbs. 

Nous  nous  proposons  aujourd'hui  d*éclairer  ces  considéra- 
tions générales,  auxquelles  nous  renvoyons  le  lecteur,  en  les 
appliquant  à  Texplication  de  quelques  phénomènes  qui  ont  été 
bien  souvent  étudiés, mais  dont  Tinlerprétation, cependant,  nous 
semble  laisser  encore  place  à  de  nombreuses  critiques. 

M.  Hautefeuille  (***)  a  montré  que  le  sélénium  liquide,  chauffé, 
vers  iOO*  ou  KOO*,  dans  Fhydrogène,  donne  de  Tacide  sélénhy- 
drique.  Cette  réaction  a  fait  Tobjet  d*études  expérimentales  très 


(*)   Gommanicttion  faite  à  la  dcaxième  section,  le  4S  avril  iSSS. 

(**)  P.  DuHEM,  Introduction  à  la  mécanique  chimique,  pp.  454  et  sai?. 

f  *')  P.  Hactetcuille,  Comptes  rendut,  iS67,  t  LXIV,  p.  6i0. 
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étendues  de  la  part  de  M.  Ditte  C).  Nous  avons  déjà  étudié  (**), 
an  point  de  vue  de  la  thermodynamique,  la  marche  de  cette  réac- 
tion ;  les  résultats  les  plus  généraux  de  cette  étude  nous  seront 
seuls  utiles  ici. 

L*acide  sélénliydrique  se  forme  sous  volume  coostaot,  aux 
dépens  du  sélénium  liquide  et  de  Thydrogéne,  avec  absorption 
de  chaleur;  si  donc,  en  vase  clos,  on  chauffe  du  sélénium  liquide 
avec  de.  Thydrogéne,  le  système  renfermera,  au  moment  de 
réquilibre,  une  quantité  diacide  sélénhydrique  d*aulant  plus 
grande  que  la  température  sera  plus  élevée;  c*est  une  consé- 
quence de  la  célèbre  loi  du  déplacement  de  Téquilibre  avec  la 
température,  loi  qui  est  due,  comme  Ton  sait,  à  M.  J.-H.  van 
t'  HoflF. 

On  peut  contrôler  cette  indication  de  la  théorie  en  se  servant 
de  la  méthode  du  refroidissement  brusque  pour  saisir  la  compo- 
sition du  système,  telle  ou  à  peu  près  qu*elle  était  à  la  tempéra- 
ture élevée  où  Ton  opérait.  M.  Ditte  a  pu,  par  cette  méthode, 
obtenir  les  valeurs  suivantes  du  rapport  ^,  Il  étant  la  tension 
totale  du  mélange  gazeux  que  renferme  le  système  et  p  la  pres- 
sion partielle  de  Tacide  sélénhydrique  formé  : 


Températures. 

Valeurs  de  -  •                                                  1 
—      Il                                                    1 

455* 

0,0                                               l 

203 

0.0                                                     1 

255 

0,068 

270  à  275 

0,12 

305 

0,223 

325 

0,288 

350 

0,378 

350 

0,370 

440 

0,542 

440 

0,547 

500 

0,607 

520 

0,639 

(•)  Ditte,  Comptes  rendus,  4872,  t. 

LXXIV,  p. 

780. 

1 
—  Annales  de  VÊcole  normale 

iupérieure,  2«  série,  1872,  1. 1,  p.  293. 

( 

(*')  p.  DUHEM,  Sur  la  dissociation  dans  Us  systèmes  qui  renferment  un  mélangé  de 
gaz  parfaits.  (Travaux  et  mémoires  drs  Facultés  de  Lille,  4882,  t  II,  mémoire  n«  8J 


Je  néglige  ft  disuein  les  résultais  obtenus  par  M.  Ditio  h  des 
lempéraiuresplua élevées;  je  n'insiste  pas  non  plus  sur  les  valrurs 
mêmes  que  M.  Dilte  a  obtenues.  Je  retiens  seiilemeni  ce  fait 
que,  conformément  aux  indications  de  la  ihéoric,  ces  valeurs 
croissent  avec  la  température.  Elles  seront  représentées  par  une 
courbe  lelle  que  la  courbe  AB  (fig.  1). 
Si,  au  lieu  de  chaiifTer  un  système  renfermant  iniiialement  du 
sélénium  et  de  l'hydrogène,  ou 
chauffe  de  l'acide  sélénhydrique, 
on  doil  penser  que  l'on  atteindra, 
i  chaque  lempémiure,  le  même 
état  d'équilibre  final,  et  la  théorie 
démontre  qu'il  en  doit  bien  être 
ainsi  si  l'on  a  affaire  aux  élais  de 
véritable  équilibre. 

En  chauffant,  i  diverses  tonipé- 
"*'  ^  ratures,  de  l'acide  sélénhydrique 

pendant  un  temps  assez  long  pour  que  Téquilibre  soii  atteint, 
M.  Ditie  a  obtenu  les  valeurs  suivantes  du  rapport  ^  : 

Températures.  Valeurs  dp  - 

(55»  37,0 

«B  Î7,7 

S43  ï  SS5  9T.3 

ÏJO  à  275  20,2 

305  22,6 

325  28,9 

350  37,9 

*40  51,2 

Si  l'on  compare  ces  valeurs  de  ^  obtenues  en  chauffant  l'acide 
sélénhydrique,  aux  valeurs  de  £  obtenues  en  l'hauffani  le  sélénium 
dans  l'hydrogène,  on  voit  que  les  deux  valeurs  de  ^  relatives  ô 
une  même  température  sont  identiques  si  la  température  est 
tupérieure.à  SOff;  si,  au  contraire,  la  température  est  inférieure 
à  300*,  la  acconife  valeur  du  rapport  ^  est  iurérieurc  A  la  pre- 
mière. Les  valeurs  de  ^,  obleniu's  en  chauffant  l'acide  sélénhy- 


drtque,  sont  représentées  par  la  coiirbi-  CIB  (fig.  3),  qui  colncidi; 
avec  la  courbe  AB  i  partir  d'un  point  I  dont  l'abscisse  est  envi- 
ron 300". 

Lorsque  le  point  figuraiif  du  système  se  iron\e  dans  la  région 

siiuée  au-dessous  de  la  courbe  AB, 

le  sélénium  se  combine  aveci  'faj- 
drogène  pour  former  de  l'acide 
sélénhydrique. 

Lorsque  le  point  figuratif  du 
système  se  trouve  dans  la  région 
comprise  entre  les  courbes  Cl 
et  IB,  l'acide  séténhydrique  que 
le  système  renferme  se  ditaoeie. 
Lorsque  le  point  figuratif  se 
trouve  dans  ta  région  comprise  entre  les  courbes  Al  et  Cl,  le 
sélénium  ne  se  combine  plus  à  l'hydrogène,  en  sorte  que  l'acide 
sélénhydrique  ne  peut  plus  se  former; mais  l'acide  sélénhydrîque 
formé  ne  peut  pas  davantage  se  décomposer. 

Dans  celte  région,  la  réaction  que  ta  thermodynamique  clas- 
sique, celte  qui  ne  tient  pas  compte  des  actions  moléculaires, 
indique  comme  impossible,  à  savoir  la  formation  de  Tacide 
sélénhydrique  est  impossible.  Mais  la  réaction  qu'elle  indique 
comme  nécessaire,  h  savoir  la  destruction  de  l'acide  sélénhy- 
drique, n'est  pas  réalisée  par  l'expérience.  C'est  là  le  caractère 
général  des  perturbations  que  l'existence  des  états  de  faux  équi- 
libre apporte  aux  conclusions  de  la  théorie  simplifiée.  Dons  la 
région  AIC,  l'acide  sélénhydrique  est  à  l'état  de  faux  équilibre; 
tel  est  le  point  de  départ  des  considérations  que  nous  allons  déve- 
lopper. 

Nous  allons  examiner  en  premier  lieu  ce  qui  advient  lorsqu'on 
laisse  refroidir  lentement  un  tube  où  l'on  a  enfermé  du  sélénium 
et  de  l'hydrogène,  et  que  l'on  a  maintenu  longtemps  à  une  tem- 
pérature élevée. 

Deux  cas  sont  h  distinguer,  selon  que  la  température  à  laquelle 
on  a  porté  le  tube  esi  inférieure  ou  supérieure  à  la  température 
du  point  1,  c'esl-it-dire  à  300*  : 
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1*  On  a  porté  le  tube  à  mie  leinpéralure  inférieure  à  300*,  pen- 
dint  uo  temps  assez  long  pour  que  l'équilibre  s'établisse,  e(  on  le 
laisse  rerroidir  lentement.  Le  poini  figuratir,  situé  tout  d'abord 
quelque  pan  sur  la  eourbe  Al,  se  déplace  constamment  dans  la 
r^oD  AIC;  l'acide  sélénhydrique  ne  se  forme  ni  ne  se  délruii; 
le  mélange  gaxeux,  refroidi  lentement,  aura  la  composition  qu'il 
avait  datu  le  fourneau;  W  aura  donc  la  même  composilion  que 
s'il  avait  été  refroidi  brusquement; 

^  On  a  porté  le  tube  à  une  température  supérieure  à  300". 
Le  point  figuratif  partira  d'une 
position  M,  située  quelque  part 
sur  la  courbe  IB  (flg.  h).  Il  sui- 
vra d'abord  cette  courbe,  si  te 
refroidissement  a  lieu  assez  len- 
tement pour  que  l'équilibre  soit 
établi  à  chaque  instant.  Mais,  & 
partir  du  point  I,  le  point  figuratif 
entrera  dans  la  région  des  faux 
*''"■  ^  équilibres,  l'acide  sélénhydrique 

I  de  se  dissocier;  le  rapport  ^  demeurera  invariable;  le 
point  figuratif  décrira  une  droite  IP,  parallèle  à  l'axe  des  tem- 
pératures. Le  mélange  gazeux  refroidi  aura  une  composition 
ind^iendanle  de  la  température  à  laquelle  il  a  été  porté;  celle 
composition  est  celle  qui  s'établit  dans  un  tube  chauffé  à  500", 

Ces  considérations  vont  nous  aider  dons  rînielligence  des 
phénomènes  que  présente  un  tube  qui  renferme  du  sélénium 
et  de  l'hydrogène,  et  dont  la  température  varie  graduellement 
d'une  extrémité  à  l'autre.  Nous  ferons  abstraction,  pour  le 
moment,  de  la  volatilité  du  sélénium  ;  nous  examinerons  plus 
loin  [es  effets  de  cette  volatilité. 

Nous  supposerona  toujours  que  le  sélénium  ait  été  placé,  au 
début  de  l'expérience,  à  l'extrémité  du  tube  «jui  doit  être  portée 
k  la  température  la  plus  élevée. 
Trois  cas  sont  à  distinguer  : 

1*  La  température  de  l'extrémité  la  plus  chaude  du  (uAe  est 

inférieure  à  300*.   Au  bout  d'un  eeriain  temps,  le  tube  doit 
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éire  rempli  d*un  mélange  gazeux  homogène;  quelle  sera  la  com- 
position de  ce  mélange? 

Si  ce  mélange  renferme  moins  diacide  sélénhydrique  qu'il  n'en 
faut  pour  que  Téquilibre  soit  établi  dans  la  région  la  plus  chaude 
du  tube,  il  se  formera,  dans  cette  région,  de  nouvelles  quantités 
d'acide  sélénhydrique  et  la  composition  du  mélange  variera.  Si,  au 
contraire,  le  mélange  renferme  exactement  la  proportion  d'acide 
sélénhydrique  qui  assure  l'équilibre  au  point  le  plus  chaud  du 
tube,  la  composition  du  mélange  sera  stationnaire;  en  effet,  en 
aucun  point  du  tube  il  ne  pourra  plus  se  former  d'acide  sélén- 
hydrique, et,  d'autre  part,  comme  la  température  est  partout 
inférieure  à  300*,  l'acide  sélénhydrique  formé  ne  se  détruira 
pas. 

Le  mélange  gazeux  contenu  dans  le  tube  aura  la  même  compo- 
sition que  si  le  tube  avait  été  porté  tout  entier  à  la  température 
de  son  point  le  plus  citaud  ;  si  le  sélénium  n'était  pas  volatil,  il 
serait  resté  au  point  le  plus  chaud  du  tube. 

M.  Ditte,  qui  a  reconnu  par  l'expérience  l'exactitude  de  la 
première  partie  de  cette  proposition,  l'a  considérée  comme  un 
principe  de  Watt  retiversé; 

2**  Aucun  point  du  tube  n'est  à  une  température  inférieure 
à  500^.  Dans  ce  cas^  le  mélange  gazeux  acquiert  la  même  com- 
position que  si  le  tube  avait  été  tout  entier  porté  à  la  température 
de  son  point  le  plus  froid  ;  le  sélénium  en  excès^  même  supposé 
non  volatil,  serait  tout  entier  condensé  au  point  le  plus  froid  du 
tube.  Si,  en  effet,  le  mélange  gazeux  renferme  une  proportion 
d'acide  sélénhydrique  inférieure  à  celle  que  nous  venons  d'indi- 
quer, il  se  formera  de  l'acide  sélénhydrique  en  quelque  point 
du  tube  que  l'excès  de  sélénium  soit  condensé;  s'il  en  renferme 
une  proportion  plus  grande,  l'acide  sélénhydrique  ne  pouvant 
demeurer  à  l'état  de  faux  équilibre  aux  températures  où  le  tube 
est  porté,  se  détruira  dans  toutes  les  régions  du  tube  autres  que 
la.  plus  froide;  le  mélange  gazeux  a  donc  nécessairement  la 
composition  que  nous  lui  avons  assignée. 

Le  mélange  gazeux  ayant  cette  constituUon,  s'il  existait  du 
sélénium  liquide  en  un  autre  point  qu'au  point  le  plus  froid,  il 
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pourrait  se  reformer  de  Tacide  sélénhydriqiie,  ce  qui  niodifiorait 
la  composition  du  mélange  gazeux. 

Il  ne  peut  donc  se  produire  dans  le  système  aucun  antre 
état  permanent  que  Tétat  défini  plus  haut.  La  proposition  énoncée 
rappelle  ici  non  plus  le  principe  de  Watt  renversé,  mais  le  prin- 
cipe de  Watt  lui-même. 

On  remarquera  que,  lors  même  que  le  sélénium  serait  supposé 
non  volatily  la  formation  de  Tacide  sélénhydrique  dans  les  parties 
les  plus  chaudes  du  tube  et  sa  destruction  dans  les  parties  les 
moins  chaudes  auront  eu  pour  effet  de  le  transporter,  par  vola- 
iilisation  apparente,  d*une  extrémité  à  Tautre  du  tube  ; 

3*  Le  point  le  plus  chaud  du  tube  est  à  une  température  supé- 
rieure à  300^;  le  point  le  plus  froid  du  tube  est  à  une  température 
inférieure  à  500^.  —  En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, nous  parviendrons  à  la  proposition  suivante  : 

La  composition  du  mélange  gazeux,  indéj)endante  des  tempé- 
ratures des  deux  extrémités  du  tube,  est  la  même  que  si  le  tube 
tout  entier  avait  été  chauffé  à  300*,  L'excès  de  sélénium,  supposé 
non  volatil,  est  venu  se  condenser  dans  la  région  du  tube  dont  la 
température  avoisine  300*, 

L*expérience  ne  peut  manquer  de  vérifier  les  propositions 
que  nous  venons  d'énoncer,  du  moins  en  ce  qui  concerne  la 
composition  du  mélange  gazeux  contenu  dans  le  tube;  les 
phénomènes  de  volatilisation  apparente  du  sélénium,  au  con- 
traire, seront  masqués  par  des  phénomènes  dus  à  la  volatilité 
réelle  de  ce  corps,  volatilité  dont  nous  avons  fait  abstraction 
dans  ce  qui  précède.  Pour  les  constater,  il  faudra  s*adresser  à 
des  composés  gazeux  formés  aux  dépens  d*un  composant  gazeux 
et  d*un  composant  solide  dénué  de  volatilité.  La  chimie  nous 
offre  un  certain  nombre  de  composés  de  ce  genre,  offrant  des 
propriétés  analogues  à  celles  de  Tacide  sélénhydrique;  ce 
sont: 

Le  sesquichlorure  de  silicium  {*),  formé  aux  dépens  du  tétra- 


n  TBOOSTet  Hautefcuille.  Comptes  rendut,  1871,  t.  LXXIII,  pp.  44C^,  S63;  i817, 
tLlXXIV,p.946. 
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chlorure  de  silicium  et  du  silicium;  le  sous-fluorure  de  silidum^ 
formé  aux  dépens  du  fluorure  de  silicium  et  du  silicium  ;  le 
protochlot^re  de  platine  (*),  formé  aux  dépens  du  bichlorure  de 
platine  et  du  platine;  Yacide  hyperruthénique  (**),  formé  aux 
dépens  du  bioxyde  de  ruthénium  et  de  Foxygène.  Les  premiers 
ont  été  étudiés  par  MM.  Troost  et  Hautefeuille;  le  dernier  a 
fait  Tobjet  des  recherches  de  Debray  et  de  M.  Joly. 

Tous  ces  corps  donnent  lieu  à  des  phénomènes  de  volatilisa- 
tion apparente. 

Si,  par  exemple,  sur  du  silicium  amorphe  chaulTé  à  1900*, 
on  fait  passer  un  courant  lent  de  tétrachlorure  de  silicium,  il  se 
forme  du  sesquichlorure  de  silicium;  celui-ci  se  décompose 
ensuite  dans  les  régions  du  tube  dont  la  température  avoi- 
sine  700%  en  formant  un  feutrage  d*aigiiilles  de  silicium  cris- 
tallisé. 

La  température  de  700*  joue,  pour  le  sesquichlorure  de  sili- 
cium, le  même  rôle  que  la  température  de  300*  pour  Tacide 
sélénhydrique.  De  même,  un  courant  lent  d*oxygène,  par  forma- 
tion et  destruction  diacide  hyperruthénique,  déplace  du  bioxyde 
de  ruthénium  amorphe  et  le  transforme  en  bioxyde  de  ruthé- 
nium cristallisé. 

Ces  phénomènes  de  volatilisation  apparente  ont  été  interprétés 
jusqu'ici  d*une  manière  inexacte.  On  a  supposé  que  la  dissocia- 
tion du  composé  gazeux  allait  d*abord  en  croissant  avec  la  tem- 
pérature, passait  par  un  maximum,  puis  décroissait.  Ce  que  Ton 
indiquait  comme  le  point  de  dissociation  tnaocima  ou  de  stabilité 
minima  du  composé  n*était  autre  chose,  on  le  voit  par  ce  qui 
précède,  que  le  point  I,  où  la  ligne  CI  qui  sépare  la  région  où  le 
composé  peut  être  observé  à  Tétat  de  faux  équilibre,  de  la  région 
où  il  ne  peut  subsister  à  Tétai  de  faux  équilibre,  vient  rencon- 
trer la  ligne  AB  dont  les  points  figurent  les  états  de  véritable 
équilibre  du  système. 

Lorsqu  on  place  du  sélénium  à  Texlrémité  fortement  chauflëe 


(*)  Troost  et  Hautefeuille.  Comptes  rendus,  1877,  t.  LXXXIV,  p.  946. 
('*)  Debray  et  Joly.  Comptes  rendus,  i8S8,  t  CVI,  pp.  100,  :{2a 
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d*un  tube  contenant  de  Thydrogëne»  on  voit  un  anneau  de  cris- 
taux de  sélénium  se  déposer  dans  la  région  moyennement 
chaude  du  tube  ;  cet  anneau  a  été  attribué  par  M.  Ditte  à  une 
volatilisation  apparente  du  sélénium  ;  Tacide  sélénhydrique  formé 
dans  la  région  chaude  du  tube  se  décomposerait  dans  une  région 
moins  chaude,  en  y  déposant  un  feutrage  d*aiguilles  de  sélénium 
cristallisé. 

La  température  de  la  région  du  tube  où  se  déposent  les 
aiguilles  de  sélénium  ne  peut  être  supérieure  à  la  température 
de  fusion  du  sélénium  cristallisé^que  Sacc  évalue  à  2K0*.  Or»  au- 
dessous  de  30(H,  Tacide  sélénhydrique  ne  se  décompose  plus. 

Il  faut  donc  attribuer  la  formation  de  cet  anneau  à  la  conden- 
sation des  vapeurs  de  sélénium.  Le  sélénium,  volatilisé  dans  la 
région  chaude  du  tube,  vient  se  condenser  sur  les  parois  moins 
échauffées  du  tube.  Tant  que  la  température  est  supérieure  au 
point  de  fusion  du  sélénium  cristallisé,  les  vapeurs  se  condensent 
sous  forme  de  gouttelettes  liquides  ;  sur  les  parois  dont  la  tem- 
pérature est  inférieure  à  ce  point  de  fusion,  elles  déposent  des 
aiguilles  cristallines;  à  une  température  plus  basse  encore,  elles 
déposent  du  sélénium  noir  amorphe.  Le  tube  offre  Taspect  que 
représente  la  figure  4. 


Sélénium  Séléaium  Sélénium 

liquide.  '  cristallts6  noir. 

Fig.  4. 

Les  lignes  de  démarcation  entre  le  sélénium  liquide  et  le  sélé- 
nium cristallisé,  d*une  part;  entre  le  sélénium  cristallisé  et  le 
sélénium  amorphe,  d*autre  part,  sont  d*une  extrême  netteté. 

Pour  démontrer  que  ces  phénomènes  sont  bien  dus  à  la  con- 
densation des  vapeurs  de  sélénium,  et  non  pas  à  la  formation  et 
i  la  destruction  ultérieure  diacide  sélénhydrique,  il  suffit  de 
répéter  rexpérience  en  chauffant  le  sélénium  non  plus  dans 
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rhydrogène,  mais  dans  Tasote.  M.  Pélabon,  qui  poursuit,  à  la 
Faculté  des  sciences  de  Lille»  dimportantes  recherches  sur 
Picide  sélénhydriquCy  a  réalisé  cette  contre^preuve.  Il  a  vu  que 
le  sélénium  se  condensait  encore  sous  les  trois  formes  liquide, 
cristallisée  et  noire  amorphe,  et  cela  exactement  aux  mêmes 
points  du  tube  que  lorsqu*on  opérait  avec  Thydrogène. 

Berzélius  a  montré  que  le  tellure,  chauffé  dans  Thydrogène, 
donnait  un  anneau  de  tellure  cristallisé.  M.  Ditte  a  pensé  que 
cet  anneau  devait  s*expliquer  par  une  volatilisation  apparente, 
Tacide  tellurhydrique  formé  dans  la  région  la  plus  chaude  du 
tube  se  détruisant  dans  les  régions  dont  la  température  est  moins 
élevée. 

L*analogie  donnait  à  penser  que  là  encore,  comme  pour  le 
sélénium,  on  était  en  présence  non  point  d'un  phénomène  de 
volatilisation  apparente,  mais  d'un  phénomène  de  volatilisation 
réelle.  Cette  manière  de  voir  a  été  confirmée  par  M.  Pélabon, 
qui  a  reproduit  rexpérience  de  Berzélius  dans  le  vide;  elle  a 
donné  les  mêmes  résultats  que  dans  Thydrogène. 


—  103  —  401 


MÉMOIRE 


SIH    I.A 


RECHERCHE  LA  PLUS  GÉNÉRALE 


d'un 


SYSTÈME  ORTHOGONAL  TRIPLEMENT  ISOTHERME 


P<R 


M.  le  V*  de  SALVERT 

ProfciMeur  à  rUnivenité  Catholique  de  I.tlle. 


CHAPITRE  VL 

Pormiiles  nouvelles  pour  remploi  des  Coordonnées  Thermomé- 
triques.  —  Exemples  d*appUcation  pour  le  calcul  des  intégrales 
triples,  et  vérification  des  résultats  ainsi  obtenus  à  l'aide  de 
déterminations  connues  en  Mécanique. 

Caractère  spécial  et  dut  de  ce  dernier  chapitre.  Avantage 
dbs  coordonnées  thermométriques  par  rapport  aux  coordonnées 
ELLIPTIQUES.  —  Lcs  tbéorics  et  les  calculSy  développés  jusqu'ici 
dans  cet  Ouvrage,  ne  visaient  pas  comme  but,  ainsi  qu*on  Ta  vu, 
la  production  d*aucun  résultat  formel,  dont  la  possession  ne  fut 
déjà  depuis  longtemps  acquise  à  la  Science,  mais  simplement  la 
consolidation,  à  Taide  de  méthodes  plus  sûres,  et  conformes 
désormais  aux  exigences  rigoureuses  et  aux  procédés  habituels 
de  PEnseignement  actuel,  des  importants  résultats  formulés  il  y 
a  un  demi-siècle  par  Lamé,  à  Taide  de  calculs  dont  la  complica- 
tion et  Pextréme  aridité  (*)  n'offrent  à  Pespril  du  Lecteur,  il  faut 


n  «  La  dimostrazione  che  ha  dato  di  queslo  teorema  il  suo  scriptore  (Lamé)  è  molto 
«  cofDplieata, »  dit  Bcm  au  début  du  travail,  mentionné  dans  notre  Introduction, 
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bien  le  dire,  ni  une  certitude  cnliërey  ni  une  satisfaction  suffisante 
pour  le  récompenser  de  sa  fatigue. 

Il  n'en  sera  pas  de  même  de  ce  dernier  Chapitre,  dans  lequel 
nous  nous  proposons,  au  contraire,  en  guise  de  couronnement  de 
cette  longue  et  laborieuse  Etude,  d'apporter  à  Tun  des  principaux 
résultats  de  Lamé,  une  forme  nouvelle  qu'il  lui  eût  très  pro- 
bablement donnée,  s*il  avait  trouvé  PAnalyse  des  fonctions  dans 
rétat  d'avancement  où  elle  est  parvenue  aujourd'hui,  et  d'où 
résulteront,  pour  ses  formules  ainsi  transformées,  un  rôle  pra- 
tique et  un  champ  d'application  qui  étaient  certainement,  dans 
sa  pensée,  le  but  définitif  de  ses  efforts,  mais  qui  malheureuse- 
ment n'appartiennent  à  aucun  degré  aux  formules  de  l'illustre 
Auteur,  en  Tétat  dans  lequel  il  nous  les  a  laissées. 

Voici  sur  quelles  considérations  nous  baserons  le  complémeni 
que  nous  nous  proposons  d'apporter  ainsi  à  l'œuvre  admirable 
de  Lamé. 

Les  Coordonnées  Thermométriques  auxquelles  Lamé  parvient 
comme  conclusion  de  ses  belles  recherches,  que  nous  avons 
reprises  en  entier  par  d'autres  procédés  dans  cet  Ouvrage,  bien 
qu'elles  soient  issues,  au  point  de  vue  géométrique,  de  la  consi- 
dération du  même  système  orthogonal  que  les  Coordonnées 
Elliptiques,  offrent  sur  celui-ci  l'avantage  précieux  de  n'admettre 
en  chaque  point  de  l'espace  qu'une  détermination  unique  sans 
aucune  ambiguïté,  tout  comme  le  Système  Cartésien  habituel  x, 
y,  z,  ce  qui  exclut,  avec  leur  emploi,  toute  incertitude  dans 
l'interprétation  des  résultats,  quelle  que  soit  la  question  traitée, 
tandis  que,  eu  égard  à  l'ambiguïté  de  signe  inhérente  à  la  présence 
des  radicaux  dans  l'expression  de  chacune  des  Coordonnées 
EMiptiques,  cette  incertitude  ne  sera  évitée,  si  on  les  emploie  en 
l'état,  que  pour  les  questions  qui  comporteront  a  priori  une 
symétrie  complète  par  rapport  à  chacun  des  trois  pians  coor- 
donnés. 

Mais  cette  supériorité  sur  ce  point  étant  reconnue,  il  faut  bien 


sur  le  même  sujet.  [Sopra  i  sittemi  trfpli  di  superficie  iioterme  e  ortogonali.  Annau  di 
MATEMATiCA  PUBA  ED  APPUCATA.  Série  11*,  Tomo  Vlllo,  pp.  i3S-145.) 
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avouer,  d*autre  part,  que  ces  Coordonnées  ThermoméiriqueSy 
telles  qu'elles  sont  présentées  dans  les  ouvrages  de  Lamé,  offrent 
une  infériorité  notable  relativement  au  système  des  Coordonnées 
Elliptiques  de  Jacobi,en  ce  que  les  formules  par  lesquelles  il  les 
définit  ne  réalisent  en  aucune  façon  la  symétrie  remarquable  de 
celles  de  son  illustre  devancier  (*),  symétrie  qui,  en  permettant  les 
permutations  circulaires,  les  rend  si  précieuses  pour  toutes  les 
recherches  dont  on  est  assuré  a  priori  que  le  résultat  ne  dépend 
en  aucune  façon,  quant  à  la  forme,  de  la  position  des  plans 
coordonnés. 

De  plus,  les  formules  en  question  de  Lamé,  fournissant 
Texpression  en  x,  y^  z  des  nouvelles  coordonnées,  non  plus  à 
Taide  de  fonctions  algébriques,  comme  pour  les  Coordonnées 
Elliptiques,  mais  au  moyen  de  fonctions  transcendantes,  présen- 
tent le  grand  inconvénient  de  ne  pas  offrir  comme  éléments 
analytiques,  pour  Fexpression  desdites  transcendantes,  des  types 
connus  que  Ton  puisse  faire  entrer  dans  les  calculs,  et  dont  on 
puisse  ensuite  apprécier  les  résultats,  à  Taide  de  formules  et  de 
théories  courantes,  mais  seulement  des  types  voisins  de  sem- 
blables fonctions,  dont  la  théorie  reste  à  faire,  et  dont  Tintroduc- 
tion,  parallèlement  avec  les  types  classiques  (au  cas  où  cette 
théorie  viendrait  à  être  faite)  constituant  alors, en  réalité,  non  pas 
une  acquisition  nouvelle,  mais  un  double  emploi,  viendrait  encom- 
brer, sans  profit  aucun,  les  abords  déjà  suffisamment  ardus  de 
cette  branche  de  TAnalyse. 

Or,  il  nous  a  semblé  qu'il  était  possible,  en  modifiant  conve- 
nablement les  formules  précitées  de  Lamé  à  Taide  des  résultats 
déjà  acquis  par  nous  dans  le  cours  de  cette  Etude,  de  conserver 
à  sa  belle  invention  des  Coordonnées  Thermométriques,  dont  il  a 
montré  toute  la  fécondité  en  résolvant  le  premier,  par  leur 
moyen,  le  difficile  problème  de  TEquilibre  de  Température  de 
FEIlipsoîde,   de  conserver  à  ces  coordonnées,  disons-nous,  le 


n  II  suffit  pour  s'eo  coQ\aincre  de  jeter  uu  coup  d'œil  sur  les  diverses  formules  des 
pp.  i^'i'iii  des  Leçons  sur  le%  Fonctions  Inverses,  ou  i(>9et  117-lâO  des  Leçons  sur  Us 
Coordonn.  Curw.,  dans  lesquelles  Lame  résume  les  iiriocipaux  éiémenLs  de  sa  théorie. 
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sérieux  avantage  que  nous  avons  signalé  en  premier  lieu,  toul  en 
les  débarrassant  des  deux  causes  dlnfériorité  que  nous  avons  dû 
leur  reconnaître  ensuite. 

Tels  seront  provisoirement  le  but  et  Tobjet  de  ce  dernier 
Chapitre,  dans  lequel,  après  avoir  donné  pour  Temploi  de  ces 
mêmes  coordonnées  des  formules  nouvelles  satisfaisant  aux  trois 
desiderata  que  nous  venons  de  dire,  nous  en  ferons  ressortir,  sur 
quelques  exemples  d*un  intérêt  incontestable,  Tavantage  très 
grand,  aussi  bien  par  rapport  aux  Coordonnées  analogues  de 
Lamé  que  relativement  aux  Coordonnées  Elliptiques  de  Jaoobi 
elles-mêmes. 

Formules  nouvelles  de  transformation  en  coordonnées  thermo- 
métriques.  —  Il  nous  faut  donc  revenir  à  nos  coordonnées 
primitives  (p,^,  vj  (ou  à  toutes  autres  fonctions  linéaires  de  celles- 
là),  qui  étaient  par  définition  (p.  27)  des  coordonnées  thermo- 
métriques, et  que  nous  avions  abandonnées  pour  les  Coordonnées 
Elliptiques  /,  |ui,  v,  lorsque  nous  nous  sommes  trouvés  en  face  du 
problème  d'intégration  traité  et  résolu  dans  le  Chapitre  précédent, 
uniquement  pour  éviter  les  difficultés  de  calcul  inhérentes 
spécialement  à  la  présence  des  fonctions  elliptiques. 

Pour  cela,  nous  souvenant  que  ces  coordonnées  X  a,  y  n'étaient 
autre  chose,  par  définition,  lorsque  nous  les  avons  ainsi  Intro- 
duites dans  nos  calculs,  que  les  trois  fonctions  $  (f),  Hf  (4^), 
n  (m)  (pages  362-363),  il  suffira  donc  de  nous  reporter  aux 
résultats  finaux  de  notre  Chapitre  IV  dans  lequel  nous  les  avons 
déterminées,  savoir  nos  formules  (66),  (67),  et  (75),  que  nous 
allons  récrire  ici  pour  plus  de  clarté,  en  tenant  compte  de  la 
définition  que  nous  venons  de  rappeler,  et  prenant  encore  pour 
variables  auxiliaires  comme  au  début  du  Chapitre  précédent 
(page  336,  au  bas)  les  fonctions  linéaires  de  cp,  ^,  », 

(i)  V  =  (jf -h  h  f        V'==g'i> -*- h\        w  =  g"fs-^h"t 

et  conservant  nos  notations  habituelles 

(2)  P~-a*-b*,        »m'  =  6»— c',        n'  — c*  — o', 
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sous  la  forme  abrégée 

A  ■=»  —  o*  en*  M  —  6*  sn*  u , 
(2^)     »      ^  e.  —  6*  en'  I?  —  c*  sn*  r    , 


(*) 


y  oss  —  c*  en'  u;  —  o*  sn*  u? , 


V     (A  — uUA  — y) 


9 

Im   ^    a 

*»  — 

9 

-'  v\- 

mn   ▼    6 

jt» — 

m» 

9' 

- 1,  V|' 

ik'"^ — 

-*) 

(v-  A)(y  — A*) 


formules  qui  supposent  dès  lors  entre  les  constantes  P^  m*,  n* 
cl*UDe  part,  et  Â:^,  A:'^  K*^  d  autre  part,  les  deux  relations  : 


(5)  /«  +  m«-*.n«  =  0,  jt'jt'^r»  =  —  1 . 

Toutefois,  les  formules  qui  précèdent  définissant  seulement 
les  carrés  des  quantités  /,  m,  n,  k,  k\  k'\  il  est  nécessaire,  avant 
tout  calcul,  de  convenir  expressément  du  sens  que  nous 
attribuerons  à  ces  symboles  eux-mêmes,  tant  dans  les  formules 
que  nous  venons  d*écrire  que  dans  celles  que  nous  poserons 
successivement  dans  tout  le  cours  de  cette  théorie.  Voici  donc  la 
définition  précise  que  nous  adopterons  pour  ces  quantités. 

Afin  de  pouvoir  appliquer  sans  incertitude  les  différentes 
formules  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  empruntées  pour 
la  plupart  aux  Fundamenta  de  Jacobi,  nous  supposerons,  confor- 
mément à  rhypothèse  admise  pour  ces  formules,  que  les  trois 
modules  ft,  k,  k"  sont  des  quantités  positives,  ou,  en  d'autres 
termes,  ces  symboles  représenteront  pour  nous   les  racines 


n  Si  Ton  tient  compte  do  chaogemeiit  linéaire  des  variables  f,  ^,  o  admis  au  début 
du  Chap.  V  (pp.  336-3<)9),  ces  formules  reproduisent  alors  simplement  les  formules 
(11D,  (79),  et  (lasu*)  de  ce  même  Chapitre. 
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positives  des  trois  quantités  de  droite  (3);  d*oii  il  suit  que  la 
relation  de  droite  (5)  donnera,  entre  ces  modules  eux-mêmes, 
cette  autre  relation,  qui  peut  être  écrite  sous  quatre  formes 

différentes,  savoir 

•  •  ■ 

(6)  kk'k"  =  I ,        if  it"  =  ^         *"*  =  A  '         ^*'  =  7^  • 

k  k  k 

à  Texclusion  du  signe  contraire  pour  les  seconds  membres.  Et  de 
même,  par  analogie,  les  symboles  /,  m,  n  représenteront  pour 
nous,  par  définition,  les  racines  positives  des  trois  quantités  (2), 
c'est-à-dire  que  nous  poserons  (en  rompant  pour  un  instant,  et 
en  apparence  seulement  [*],  la  symétrie  constante  de  nos 
formules,  en  vue  de  mettre  la  quantité  imaginaire  n  sous  la 
forme  x  +  iy  par  laquelle  on  définit  ces  quantités) 

(7)  /=^l/a«  — 6«,       m=-^y¥^^,       «— -viVa«-c\ 

Ces  définitions  préliminaires,  indispensables,  comme  on  le 
verra,  a  Tintelligence  des  raisonnements  et  au  succès  des  calculs 
qui  vont  suivre,  étant  désormais  expressément  admises,  un  calcul 
déjà  présenté  à  deux  reprises  dans  les  Chapitres  II  et  IV 
(pages  115  et  309,  en  note)  nous  donnera,  en  partant  des 
formules  précédentes  (2)  et  (3),  la  première  ligne  du  tableau 
suivant 

o'-^  A  =  /*sn'a,         />*-4-x  =  (i7)'cn'w,        c*-4- x=Bii'dn'«, 

(8)  ^  fe*-«-A*  =  w*sn'y,        c'-*-A*==(imfcn'r,       «'-«-a*=»  Pdn*r, 
r'-+-  >  =  n'sn*u?,        a'-i-  v^^  (iii)*cn*tt%       6'-+-  y  =  wi*dn'tr, 

les  deux  autres  ligues  se  déduisant  évidemment  de  la  première 
par  simple  permutation  circulaire,  du  moment  que  toutes  les 
formules  (2)  et  (3),  d*où  celles-ci  sont  tirées  exclusivenient, 


(*)  Il  est  bien  clair,  en  effet,  qu'il  suffira  de  faire  passer  le  (acteur  i  sons  le  radical» pour 
que  la  trobième  des  expre^ksions  saivanies  (7)  rentre  dans  le  même  cycle  de  permutation 
circulaire  que  les  deux  premières. 
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obéissent  è  cette  même  loi;  c*est-è-dire  qu*il  faut  entendre  pour 
ce  premier  groupe  de  formules  (8),  de  même  que  pour  toutes 
celles  que  nous  en  déduirons  par  la  suite,  que  les  modules  sont 
toujours  :  k  pour  les  fonctions  elliptiques  relatives  è  la  coordon- 
née Uy  k'  pour  celles  relatives  è  t;,  et  enfin  F  pour  celles  rela- 
tives è  u;. 

En  nous  reportant  dès  lors  aux  formules  (15S)  que  nous  avons 
obtenues  è  la  fin  du  Chapitre  précédent  comme  solution  définitive 
du  problème,  et  qui  deviendront,  en  y  faisant  pour  plus  de 
simplicité  d  «a  1,  les  élevant  au  carré,  et  rétablissant  les  lettres 
habituelles  x,  //,  z,  à  la  place  de  X,  Y,  Z,  pour  désigner  les 
coordonnées  rectilignes, 

^~      (a«—6«)(a«—c«)     '     ^""      (6«-c«)(6«-û*)     '      *  ""     (c'— a*)(r«-6«) 

si  nous  y  remettons  alors  les  valeurs  ci-dessus  (2)  et  (8),  la 
première  de  ces  équations  se  transformera  dans  la  suivante 

9"*)        jc»— : — ^    .    \     =-  /•sn*  M  dn« i?  en*  ic , 

et  par  conséquent,  en  extrayant  les  racines,  nous  aurons  à  la  fois, 
grâce  à  la  loi  de  permutation,  constamment  manifestée  par  toutes 
les  formules  de  notre  théorie,  les  trois  expressions 

i)  xsBB/sntidnvcnto,        yaBmsnvdnircntf,        z=snsnti7dn  tient?, 

avec  la  convention  rappelée  tout  à  Theure  relativement  aux 
modules,  c*est-è-dire  sous  forme  explicite,  les  trois  formules  de 
transformation  en  coordonnées  cp,  <};,  w, 

X  =>  /  sn  (ti,  ib  )  dn  (t;,  k'  )  en  (tr,  k'') , 
(il)  {      y  =»  m  sn  (v,  k'  )  dn  (te,  k")  en  (u ,  i  ) , 

2  =3  n  sn  (ti7,  k")  dn  (tf,  ib  )  en  (v,  k'  ) , 


408  —  iiO  — 

u,  V,  w  désignant,  pour  abréger,  les  fonctions  linéaires  (1),  et 
gf,  g\  g\  k,  k\  k"  les  constantes  (3). 

Il  est  inutile  d^écrire  un  double  signe  devant  chaque  second 
membre  de  ces  deux  groupes  d*égalités  (10)  et  (11),  parce  que, 
dans  chaque  groupe,  chacune  de  ces  expressions  contenant  un 
seul  facteur  impair,  dépendant  d'une  coordonnée  différente  pour 
chacune,  les  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  seront 
atteintes,  pour  les  trois  expressions,  quel  que  soit  le  signe  qu'on 
leur  attribue  explicitement,  en  faisant  varier  à  la  fois  les  trois 
fonctions  u,  v,  w  dans  les  deux  sens,  è  partir  de  zéro. 

Ce  résultat  acquis,  il  est  évident  que  si  Ton  prenait  simple- 
ment ces  mêmes  fonctions  ti,  v,  u;,  pour  coordonnées  tbermomé* 
triques  à  la  place  de  cp,  i^,w^  les  trois  dernières  formules  que 
nous  venons  d'obtenir  répondraient  bien,  quant  à  la  forme,  aux 
trois  desiderata  articulés  par  nous  dans  le  paragraphe  précédent. 
Toutefois,  si  Ton  se  reporte  aux  relations  (5),  une  objection 
grave  se  présente  aussitôt  à  Tesprit,  qui  semble  mettre  en 
question  la  possibilité  pratique  de  leur  emploi,  et  réclame 
impérieusement,  avant  d'aller  plus  loin,  un  supplément  d'expli- 
cation. 

En  eff^et,  quelle  que  soit  Thypothèse  que  Ton  admette  sur  le 
classement  par  ordre  de  grandeur  des  trois  constantes  données 
a^,  6^,  c^,  de  ces  deux  relations  (5),  celle  de  gauche  fait  voir 
clairement  que  les  trois  coefficients  /,  m,  n  des  expressions  (11) 
ne  pourront  être  réels  tous  à  la  fois,  et  celle  de  droite  montre 
également  que  les  trois  modules  /r,  k\  k"  ne  pourront  pas  Tètre 
davantage.  L'on  n*est  donc  nullement  assuré  a  priori  qu'il  des 
valeurs  réelles  des  nouvelles  coordonnées  u,  t;,  u;,  correspondent 
d'après  ces  formules  des  valeurs  réelles  à  la  fois  pour  les  trois 
coordonnées  oc,  «/,  z,  ce  qui  semble  bien  pourtant,  jusqu'à  plus 
ample  explication,  être  la  condition  sine  qua  non  de  leur  emploi 
pour  toute  question  d'ordre  réel,  c'est-é-dire  telles  que  celles  de 
la  Mécanique  ou  de  la  Physique  Mathématique,  ou  même  encore 
un  très  grand  nombre  de  celles  de  la  Géométrie,  qui  n'envisagent 
que  des  quantités  exclusivement  réelles. 


Voici  comment  nous  résoudrons  cette  grave  difficulté,  en  nous 
servant  pour  cela  des  indéterminées  a,  6,  y,  eiê,  qui  entrent  dans 
les  valeurs  (3)  des  coefficients  g,  g\  </'',  dont  Tintérèt  avait  pu 
être  mis  en  doute  jusqu*ici  parce  qu*ils  ne  sont  intervenus  en 
rien  dans  la  recherche  qui  a  fait  l'objet  du  Chapitre  précédent  (*). 

Admettant  toujours,  conformément  à  Tusage,  Thypothèse 
a*  >  6*  >  c',  qui  donne  /•>  0,  m'>  0,  n*  <0, et  conservant  provi- 
soirement pour  coordonnées  les  variables  <p,  ^,  tir  elles-mêmes, 
nous  prendrons,  dans  les  expressions  en  question,  les  deux 
coeflicients  a  et  y  de  même  signe  que  5,  et  le  troisième  S  de  signe 
contraire,  en  sorte  que  nous  aurons  alors  ^  >  0,  ^  <  0,^  >  0. 
En  ayant  égard  à  la  valeur  (7)  de  n,  Ton  voit  donc  que  les  deux 
premiers  coefficients  g  et  g'  (3)  seront  réels  et  le  troisième  g" 


(')  En  se  plaçant  à  un  point  de  vue  plus  général,  la  solution  liu  problème  de  calcul  inté- 
gral traité  dans  ce  Chapitre,  qui  constitue  en  même  temps  la  solution  définitive  de  la 
question  tout  eniière  du  Système  triplement  Isotherme,  ayant  «^té  obtenue,  l'on  s  en  sou- 
vient, en  prenant  pour  variables  indépendantes  les  trois  fonctions,  <t>,  Y,  11.  le  Lecteur 
a  pn  parfaitement  se  demander,  en  effet,  k  raison  de  ce  changement  de  variables,  de  quel 
intérêt  était  dès  lois,  pour  la  solution  définitive  du  problème,  la  connaissance  de  l'expres- 
sion exacte  de  ces  variables  en  fonction  des  coordonnées  primitives  f,  ^,  a,  et  par  con- 
séquent aussi  pourquoi  nous  n'avions  pas  limité  notre  Chap.  lY  à  l'acquisition  seule  ^es 
expres>ions  des  inconnues  P,  Q,  R  en  4>,  H',  n,  c'est-i-dire  des  formules  (19)  de  ce  même 
Chapitre,  puisque  ce  sont  ces  variables  seules  qui  devaient  intervenir  dans  la  recherche 
postérieure  relative  à  la  détermination  des  familles  de  surfaces  qui  constituent  le  Système 
Orthogonal. 

Nous  pourrions  répondre  à  celte  objection  très  sérieuse,  qu'en  théorie  générale  tout 
d'abord,  rien  ne  garantissant  a  priori  l'existence  d'une  solution  pour  le  problème  spécial 
qui  fait  l'objet  de  ce  Chap.  iV,  cette  certitude,  fondamentale  pour  la  question  elle-même, 
ne  pouvait  être  acquise  dès  lors  que  par  le  succès  entier  de  la  recherche  relative  ù  ce 
problème,  c'est-à-dire  par  la  possession  des  valeurs  de  ces  inconnues  P,  Q,  R  en  f>,  ;,  o, 
et  nullement  pur  celle  des  expressions  de  ces  mêmes  inconnues  à  l'aide  de  quantités 
auxiliaires  4>,  M',  H,  dont  l'existence  n'était  pas  assurée  non  plus,  tant  qu'on  ne  les  avait 
pas  déterminées  elles-mêmes  en  f>,  ^,  o. 

Mais  si  l'on  envisage  ces  derniers  résultats  dont  nous  venons  de  parler,  l'on  recon- 
naîtra, en  premier  lieu,  que  c'est  précisément  la  forme  même  de  ces  résultats  qui  nous  a 
conduit  tout  naturellement  à  la  définition  du  système  des  Coordonnées  Thermométriques 
auxquelles  nous  venons  d'arriver;  et,  en  second  lieu,  que  c'est  la  préseoee  dans  ces 
résultats  des  constantes  arbitraires  a,  ^,  y,  et  «,  dont  nous  avons  eu  soin  de  foire  ressortir 
l'existence,  qui  va  seule  nous  permettre  de  lever  la  difficulté  très  grave  relative  à  la  réalité 
des  formules  de  transformation  propres  à  ces  coordonnées  :  double  considération  pra- 
tique qui  justifie  pleinement  de  nouveau,  croyons-nous,  l'utilité  et  l'intérêt  de  la  totalité 
des  calcula  que  nous  avons  cru  devoir  entreprendre  et  parachever  dans  notre  Chapitre  IV. 
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purement  imaginaire.  En  outre,  nous  supposerons  de  même 
réelles  les  deux  premières  constantes  additives  h  et  A',  et  la 
troisième  h"  purement  imaginaire,  c'est-à-dire  que  nous  ferons 
h"  =  ih\\  h'I  étant  une  quantité  réelle.  Cela  posé,  il  résultera 
alors  de  Tensemble  de  ces  diverses  conditions  que,  pour  des 
valeurs  réelles  des  trois  coordonnées  f ,  <p,  v,  les  deux  quantités  u 
et  t;  (1)  seront  réelles,  et  la  troisième  w,  au  contraire,  purement 
imaginaire,  c'est-à-dire  telle  que  t(;==tu;',ti;'  étant  réel. 

Par  exemple,  pour  fixer  les  idées,  supposons  que  nous  fassions, 
de  manière  à  faire  coïncider  nos  formules  avec  celles  de  Lamé 
qui  ne  contiennent  pas  ces  indéterminées  a,  6,  y^  et  «, 

«  =  «==  — 6  =  ^,        d'où  -=l,       -  — —  ^»       -=«f, 

a  6  y 

auquel  cas  les  expressions  (3)  de  g,  g'^  g"  se  réduiront  respecti- 
vement à 

«  ,1-1  „       i 


/ .  m  mn       m  .  in  ni       in .  / 

la  valeur  (1)  de  u?  pourra  se  mettre  alors  sous  la  forme 

h"  =  : — -  a  -4-  ihl  =  t  (  - — ^  or  -+.  Aï  )  =  iV  , 

in,l  \in.l  I 


w  =  g  V  -^ 


la  quantité  w'  dont  la  définition  pour  ces  données  particulières 
est  exprimée  précisément  par  la  dernière  de  ces  égalités,  étant 
bien,  comme  Ton  voit,  eu  égard  à  la  valeur  (7)  de  n,  une  quan- 
tité réelle.  Mais  il  est  bien  entendu  que  nous  ne  citons  cette 
hypothèse  qu'à  titre  d'exemple  particulier,  et  nullement,  comme 
semble  le  faire  Lamé,  à  titre  de  donnée  nécessaire  pour  la 
théorie  qui  va  suivre. 

Or,  dans  les  conditions  que  nous  venons  de  spécifier  tout  à 
l'heure,  on  aperçoit  tout  de  suite  que  toute  difficulté  relative  à  la 
réalité  des  formules  (10)  ou  (11)  disparaît.  En  effet,  les  trois 
fonctions  elliptiques  relatives  aux  variables  u  et  v,  dont  les 
arguments  sont  tous  deux  réels,  et  dont  les  modules  sont,  réel 
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pour  la  première,  et  purement  imaginaire  pour  la  seconde,  sont 
toutes  réelles.  Pour  la  troisième  variable  w=»iw\  au  contraire, 
dont  le  module  k"  est  réel,  il  est  clair  que  le  sinus  d*amplitude, 
étant  une  fonction  impaire,  sera  de  même  purement  imaginaire, 
et  les  cosinus  et  delta  d*amplitude,  qui  sont  des  fonctions  paires, 
seront  au  contraire  réels.  Tous  les  différents  facteurs  des  expres- 
sions (10)  ou  (11)  seront  donc  réels,  à  Texception  seulement 
des  deux  premiers  de  la  valeur  de  z,  savoir  n  et  snu;,  lesquels, 
étant  Tun  et  Tautre  purement  imaginaires,  donneront  pour  eux 
deux  un  produit  réel  :  d*où  il  suit  que  les  trois  valeurs  de  x,  y,  z, 
fournies  par  ces  formules,  seront  toujours  réelles  à  la  fois,  quelles 
que  soient  les  trois  coordonnées  9,  ^,  m. 

Cette  conclusion  intuitive,  d*une  importance  capitale  pour  la 
valeur  effective  de  la  théorie  qui  va  faire  Tobjet  de  ce  dernier 
Chapitre,  trouvera  d*ailleurs  une  conGrmation  formelle  dans  les 
détails  du  calcul  que  nous  allons  accomplir  dans  le  paragraphe 
suivant,  en  vue  de  ramener  à  la  forme  canonique  chacune  des 
fonctions  elliptiques  qui  figurent  dans  les  formules  en  question 
(10)  ou  (11).  Mais  sans  attendre  cette  confirmation  a  posteriori^ 
nous  pouvons  dès  à  présent  observer,  la  légitimité  de  leur 
emploi  étant  désormais  établie,  que  relativement  aux  coordon* 
nées  f ,  <};,  w,  leur  usage  sera  notablement  facilité  si  nous  adop- 
tons maintenant,  comme  nouvelles  coordonnées  thermométriques 
les  fonctions  linéaires  ti,  v,  w  de  ces  variables,  les  véritables 
coordonnées,  au  sens  géométrique  du  mot  (c'est-à-dire  tout 
système  de  variables  recevant  une  valeur  rée//e,  unique  et  déter- 
minée, en  chaque  point  de  Tespace),  étant  alors  en  réalité  ti,  v, 
et  w\  et  la  variable  w  =>  iV  étant  ici  simplement  un  élément 
analytique,  connexe  de  la  coordonnée  w\  qu*il  y  a  avantage  à 
introduire  partout,  pour  la  symétrie  et  la  commodité  des  calculs, 
à  la  place  de  cette  coordonnée  w\  sauf  à  revenir  en  fin  de  compte, 
pour  rinterprétation  du  résuluit  de  ces  calculs,  à  la  coordonnée 
géométrique  w'  elle-même. 

Ainsi  entendu,  il  est  visible  que  le  système  des  coordon- 
nées thermométriques  u,  v,  w  réalisera  bien  les  trois  déride- 
XVII.  8 
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rata  que  nous  avons  formulés  dans  le  paragraphe  précédent,  car  : 

1*  Chacune  des  expressions  (10)  ou  (11)  de  x,  y,  z  ne  ren- 
fermant qu*un  seul  facteur  impair,  lequel  dépend  d*une  coor- 
donnée différente  pour  chacune,  x  changera  donc  de  signe 
avec  u,  y  avec  r,  et  z  avec  w  (ou  u;'),  d*où  il  suit  qu*è  chaque 
système  des  valeurs  des  coordonnées  ti,  v,  w  (ou  w*)  corres- 
pondra un  point  unique  de  Tespace,  et  réciproquement  ; 

2®  Lesdites  formules  obéissent  à  une  loi  de  permutation  circu- 
laire manifeste,  comme  aussi,  par  conséquent,  toutes  celles  que 
Ton  en  pourra  déduire; 

3®  Elles  ne  renferment  d'autres  transcendantes  que  les  types 
classiques,  dont  on  pourra  dès  lors  employer  toutes  les  formules 
courantes  dans  tons  les  calculs  où  Ton  aura  introduit  lesdites 
coordonnées  u,  v,  u;. 

Voyons  maintenant  comment  ces  formules  (ou  tout  au  moins 
leurs  éléments)  devront  être  transformées,  lorsque  le  but  de  la 
recherche  sera  proprement  une  interprétation  numérique  des 
résultats  des  calculs,  et  non  pas  seulement  la  forme,  ou  ce  qui 
revient  au  même,  les  propriétés  analytiques  de  ces  résultats. 

Réduction  de  ces  formules  a  la  forme  canonique.  Cas-limitb 

DES  COORDONÉES  CONIQUES  DU  SECOND  ORDRE.  —  Il  résultC  dc  PhypO- 

thèse  admise  pour  les  grandeurs  relatives  des  constantes  du 
Système,  savoir  a^>6^>c^qui  entraînée  la  fois,  d*après  les 
définitions  (2), 

(12)      P  >  0,     m*  >  0,     n«  <  0,        et        ^  <  —  n\     m}  <:  ^  r^, 

que  des  trois  modules  A:,  k\  k",  le  premier  seul  est  canonique, 
c'est-à-dire  réel  et  plus  petit  que  Tunité,  le  second  étant  pure- 
ment imaginaire,  et  le  troisième  réel,  mais  plus  grand  que  Tunité. 
Or,  les  valeurs  Numériques  des  différentes  fonctions  elliptiques 
n'étant  calculables,  soit  par  le  moyen  des  séries  connues,  soit  par 
l'aide  des  tables,  que  si  leur  module  est  canonique,  il  suit  de  là 
que  toutes  les  fois  que  l'on  se  proposera  comme  but  une  inter- 
prétation numérique  des  résultats  du  calcul,  il  sera  nécessaire  de 
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ramener  auparavant  à  la  forme  canonique  chacune  des  fonctions 
elliptiques  qui  figurent  dans  nos  formules  (1 1).  C'est  donc  cette 
réduction  que  nous  allons  effectuer  d*une  façon  générale  dans  ce 
paragraphe,  en  invoquant  seulement  pour  cela  les  deux  groupes 
de  formules  classiques,  dites  des  modules  complémentaires^  et  des 
modules  réciproques. 

Il  nous  faut  donc  introduire  tout  d*abord  dans  nos  raisonne- 
ments et  nos  calculs  la  considération  des  modules  complémen- 
taires des  trois  modules  k,  k\  k"^  modules  que  nous  dénoterons 
respectivement  par  A^,  Aj,  Ai',  en  posant  par  conséquent 

(13)       ifeî  =  I  —  k\         k\'=  \  -  A'*,         Ai"  =  I  —  k"\ 

puis,  relativement  aux  deux  séries  de  modules  ainsi  successive- 
ment considérés,  nous  introduirons  également  par  analogie,  con- 
formément aux  notations  de  Jacobi  légèrement  modifiées,  pour 
les  intégrales  complètes  de  première  espèce  correspondantes, 
les  symboles 

/••  dx  /»  dx 

•i       »/(1-x«)(1-AV)  «/      i/(t-a«;(l-Aîx«) 

en  désignant  semblablement  par  K',  K|  et  par  K'',  K\',  ce  que 
deviennent  respectivement  ces  deux  intégrales  lorsque  Ion  y 
remplace  les  modules  k  et  A*|,  d*abord  par  k'  et  Aj,  puis  par  A*" 
et  Ai':  intégrales  dans  lesquelles  le  radical  sera  toujours  entendu, 
par  définition,  dans  le  sens  de  la  détermination  positive,  et  en 
même  temps  la  variable  d'intégration  toujours  supposée  réelle, 
bien  que  deux  d'entre  elles,  savoir  K|  et  K",  représentent,  avec 
cette  hypothèse,  les  valeurs  (13)  de  /rj^  et  (3)  de  A"^  étant  toutes 
les  deux  plus  grandes  que  Punité  (page  412),  deux  quantités 
manifestement  imaginaires  (*). 

Cela  posé,  en  premier  lieu,  la  première  des  définitions  (13) 


n  En  effet,  si  l'on  tient  compte  des  deux  premières  relations  (17;  ci-après  qui  donnent 
k*V^^  \  et  k'i*k*  »  i,  on  trouver!  pour  valeurs  de  ces  deux  intégrales  ainsi  définies. 
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donnera,  en  ayant  égard  à  la  valeur  (3)  de  A;^  et  à  la  relalion 
de  gauche  (5), 

(15)  ««*-*.=  ,  -.^.«^ -\ 

rr  rr  rr 

d*où  par  conséquent,  en  permutant,  les  trois  valeurs,  analogues 
à  celles  (3), 

qui  pourront  être  écrites,  en  tenant  compte   de  ces  mêmes 
valeurs, 

(i7)  *ï=;^.  *;»=-^-  «"  =  ^. 

et  extrayant  alors  les  racines,  nous  achèverons  de  déGnir,  quant 
au  signe,  les  symboles  k\,  k\^  A:|'  par  les  trois  égalités 

lesquelles,  en  tenant  compte  de  la  première  relation  (6),  éiabli- 


en  inuliipliant  haut  et  bas  sous  le  signe  d'int6gration,  dans  la  première  par  Ar,  et  dans  la 
seconde  par  A-| ,  les  deux  expressions  suivantes 

.1  dx  /•*  hix 

k:  = 


/•«  dx  _    /  *''^ 


0 


/•*  kdx  .    /^*  kdx 

1/(1— j«)(ik«— a;»)       ./    1/(1— «*)(«• -A*/ 


[     ,,_   /'^ dx /*L__Aî(£_ 

1  J  1/(1— J?«)(l— r«^)     y    1/(1— J7»)(A;î  — 


or*) 

0 

ii: 


—   /    *         Kdx  .    y^*  k^da 

J  l/(i-j;*)(ife;  — iT»)    y  V/(i— «•)(«•— A*î) 


dans  lesquelles  k^  et  Irf  étant  tous  deux  plus  petits  que  i,  chacune  des  int^Knles  linsi 
mises  en  évidence  est  à  présent  manifestement  réelle,  la  variable  réelle  x  croissant 
de  0  à  i. 
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ront  dés  lors  entre  les  trois  nouveaux  modules  cette  autre  rela> 
lion  complètement  analogue, 

(*) 

(19)        *-,*;*;'=  Jp  =  1 ,       ou      k,kX i. 

On  déduira,  en  second  lieu,  des  mêmes  définitions  (3) 
et  (16), 

d'où,  en  se  souvenant  que  d'après  les  définitions  posées  ci-dessus, 
1^,  k,  e(  A,  sont  tous  trois  positifs,  cette  nouvelle  valeur  de  k' 

(20)  A' = ii' . 

qui  va  nous  servir  à  rinstuni. 

En  effet,  d^une  part»  si  nous  appliquons  aux  fonctions  ellip- 
tiques relatives  à  la  coordonnée  v  les  formules  connues  qui 
servent  à  ramener  le  cas  d\m  module  purement  imaginaire  à 
celui  d*un  module  canonique,  formules  qui  se  déduisent  très 
simplement  des  deux  groupes  de  formules  classiques  déjà  men- 
tionnées tout  è  rheurCy  savoir  (k  et  k^  étant,  par  hypothèse,  des 
modules  complémentaires) 

n 


"(r^*)  ^     ''"(r^*)  *     ^"(i'*') 


(*)  Il  résulte,  en  effet,  des  définitions  précédenles  (18),  que  sur  les  trois  quantités 
^1*  ^'  it  ^''i»  1^  d^u^  premières  sont  positives,  de  même  que  k"  et  k,  et  que  la  dernière 
aa  contraire  est  négative,  car  k'  étant,  d'après  les  valeurs  (H),  une  quantité  de  la  forme 
k'  ma,  -4-  if,  dans  laquelle  C  est  supposée  positive,  la  dernière  équation  (18)  devient 

(")  Voir,  par  exemple,  Briot  et  Bouquet.  Théorie  det  Fonctions  EiUptiquet^  Livre  V, 
Chap.  ni,  formules  (43),  [^*  ÉdiUon,  pa;;e  874.; 
Dans  le  cas  oii  ces  formules  ne  seraient  pas  connues  du  Lecteur,  voici  comment  on 
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nous  trouverons,  eu  égard  à  la  valeur  obtenue  tout  à  l*heure(20) 
pour  le  module  k\  les  trois  expressions 


sn 


(2i) 


(       L'\  l      M 


4^ 


dn(«.*')=dn(r.i^) 


£-•) 


dn 


D'autre  part,  si  nous  rappelons  également  les  trois  formules 
classiques  dites  des  modulée  réciproques,  savoir 


(22)       sn  (fa, -J  =afcsnz,        en  1*2, -J  =dnz,         dn  (*«,-] 


en  z, 


peut  encore  déduire  le  même  résultat,  moins  rapideaient  toutefois,  des  deux  groupes  de 
formules  déjà  cités  plus  haut. 

Faisant  v  »  ^i;'  ou  v'  ■■  —  iu,  on  trouvera,  en  appliquant  tout  d'abord  les  formules 
des  modules  complémentaires  [équations  (176^'*)  de  notre  Chap.  111],  puis  tenant  compte 
ensuite  de  la  seconde  valeur  (18),  les  trois  expressions 


SD  (r.  AT)  =  so  {iv\  A')  = 


en  (v\  k\) 


(*) 


CD  (V,  k')  —  en  {iv\  k')  = 


1 
en  {v\  *;) 


{<'û 


CD 


dn  (».  A;')  =a  dn  (iV,  k')  = 


dn( 


«'.*^)    ""("'•D 


cn(r',  *;)  /  .   i 

co 


(••■  1) 
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et  que  nous  appliquions  successivement,  aux  fonctions  elliptiques 
relatives  à  la  coordonnée  w  —  iw\  en  ayant  égard  à  la  première 
égalité  (18),  d*abord  ces  trois  dernières  formules,  puis  ensuite 
les  trois  autres  dites  des  modules  complémentaires,  c*est-è-dire 


(«) 


Ptrtant  de  là,  comme  en  faisant  alors  kz  «  v',  ou  z  »  j^  «■  -^r^  dans   les  for- 


mules (SS)  ci-après,  qai  sont  celles  des  modales  réciproques,  puis  appliquant  ensuite  de 
Doufetn  les  formules  des  modules  complémentaires,  l'on  obtiendra  semblablement  les 
trois  ? aleurs 


en 


dn 


(!•  '■)■ 


il  snlBra  donc  de  reporter  ces  dernières  valeurs  dans  les  expressions  précédentes  (J() 
pour  obtenir  définiti?emeni,  après  suppression  des  doubles  dénominateurs,  pour  les  trois 
fonctions  elliptiques  de  v,  les  expressions  sui? antes 


so(t;.  k)=z 


i.(— fAr)so  1^,  *,J      *»nk»  0 


do 


0-  *■) 


dn 


en 


t^) 


(^••)■ 


(r) 


I     en  (v,  A-')  =  — =  -— 


en 


(î-  '■) 


dn  (V,  it')  =r 


f 


qui  sont  précisément  celles  auxquelles  nous  parvenons  iMir  une  autre  ?  oie  dans  le  teste. 
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celles  (176^'*)  de  notre  Chapitre  III,  nous  obtiendrons  sembla- 
blement  ces  trois  autres  expressions  : 


(23)     (   en  iw,k"]  =  en  iw,-  )  =     dn  f^.  U  <=    dn  f'-r"'  *•) 


en 


u. 


dn(«,.r)=dn(«,,l)«     cng.^r.)-     cn(!^.t.)=      —1 

""te 

Ces  deux  groupes  de  formules  (21)  et  (23)  résolvent  complè- 
tement la  question  que  nous  nous  étions  posée  dans  ce  para- 
graphe, car  Ton  voit  que  toutes  les  fonctions  elliptiques  des  deux 
coordonnées  u  et  w  se  trouvent  ramenées  par  elles  au  module 
canonique  A%  et  celle  de  la  coordonnée  v  au  module  Arj,  complé- 
mentaire de  A*,  et  par  suite  également  canonique,  ainsi  qu'il  était 
demandé.  Il  suffira  donc,  quel  que  soit  le  problème  analytique 
que  Ton  aura  traité  à  faide  de  nos  coordonnées  ti,  v,  w,  de  substi- 
tuer partout,  dans  les  résultats  des  calculs,  ces  valeurs  (21) 
et  (23),  pour  que  ces  résultats  deviennent  immédiatement  calcu- 
lables numériquement,  soit  par  le  moyen  des  séries,  soit  à  Taide 
des  tables. 

Ces  mêmes  valeurs,  rapprochées  de  celle  (7)  du  coefficient  n, 
mettent  en  évidence  d'ailleurs,  par  le  fait,  Texactitude  de  la  con- 
clusion formulée  par  nous  dans  le  paragraphe  précédent,  au 
sujet  de  la  réalité  des  expressions  (10)  ou  (11)  de  x.  y,  z,  pour 
toute  valeur  réelle  des  coordonnées  géométriques  ti,  v,  et  w\ 

Toutefois,  comme  la  substitution  que  nous  venons  de  dire 
introduirait  en  dénominateur  les  fonctions  elliptiques  relatives 
aux  deux  coordonnées  «^  et  t^',  Texemple  du  calcul  analogue 
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irailé  dans  notre  Chapitre  III  (pp.  24i'245)  pourrait  suggérer 
la  pensée  de  pousser  plus  loin  la  transformation,  et  tout  en  con- 
servant les  modules  canoniques  auxquels  nous  venons  de 
ramener  les  différentes  fonctions  elliptiques,  de  faire  en  sorte, 
par  le  moyen  d*un  changement  linéaire  de  variables,  que  les 
formules  primitivement  entières  par  rapport  aux  fonctions  ellip- 
tiques le  demeurent  également  avec  les  nouveaux  modules, 
auquel  cas  les  formules  (11)  conserveraient  ainsi,  avec  des 
modules  canoniques,  leur  forme  si  remarquable  d*un  produit  de 
trois  fonctions  elliptiques  dépendant  chacune  d*une  coordonnée 
différente. 

En  effet,  les  formules  (177^'')  du  Chapitre  111,  déjà  employées 
à  Toccasion  du  calcul  que  nous  venons  de  rappeler,  donnant, 
en  les  appliquant  au  module  &.  et  à  Targument  ^,  puis  en  ayant 
égard  ensuite  aux  formules  précédentes  (21), 


su 


il  -  «^"M 


V 


"(r^-.) 


V 


=       cn(r,ft'), 


dn|-.i-, 


(^">^'-)  /      c.n(^H.K,a-.)  = 


-i 


4^ 


=  — sn(»,t'), 


(InU-^  K,,A-,j  = 


'"  (!■•*•) 


=  Jldn(»,k'), 


on  voit  qu'il  suffira  donc  de  fiiirt; 


(24) 


V 


k 


ou 


y  =  A-(t;'-K,), 


pour  que  ces  dernières  égalités  s*écrivent 


i)       sn(v\ki)  =  en{v,k'),     cn(r',t,)=  —  sn(i7,i'),      dii(u',fc,)«=tciii(r,fc'), 


4iO 
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ou  bien,  dans  un  autre  ordre,  et  en  renversant  les  deux  membres 
de  chacune  : 

1 

(26)      sn(r,t*)— — cn(v',fc|),     cn(r,i')ssn(i;',i|),     dn(i?,i')=-dn(»Mri). 

Semblablement,  si  dans  les  formules  connues 


(87) 


1  dn  z 

sn  (z  -♦•  K  -♦-  tK|)  = 

*  en  2 


en  (z  -♦-  K  -♦'  tK|)  =  — 


dn  (z  -«-  K  ^  tK.) 


tfc.  J_ 
k    en  z 

snz 

tti  » 

en: 


formules  que  Ton  obtient  immédiatement  par  la  combinaison 
des  trois  formules  précitées  (177^*)  du  Chapitre  III,  avec  les 
trois  autres  analogues  également  classiques,  savoir 


Il  V  t  dn  ^       ,  .,^  ^  .  en  2 

sn  (z  -H  iK,)  =3  -  — >     en  (z  -¥'  tK|)  =  —  7  — ♦     dn  (z  rf-  iK,)  «=  —  1 


t  snz 


J:  sn  z 


su  z 


si  dans  ces  formules  (27)9  disons-nous,  Ton  fait  d*abord  z  »=»  ^r 
puis  que  Ton  ait  égard  ensuite  aux  formules  (23),  on  trouvera 
sans  peine 


sn 


(^■.K^/K.a-) 


1  ca(w,k"). 


\  en 


S- 


K-t-  tK,,/k   —  — --^ 


t;*. 
it 


en 


dnf*^-»-  K-vtK„Jtj=.       tjt, 


sn 


en 


-  l|idn(i».r). 


sn  (t»,  4")  ; 
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et,  par  conséquent,  il  suffira  de  faire  cette  fois 

w'  iw 

iw"  —  -  H-  K  -H  iK,  =  —  —  ^  K  H-  iK., 
ou 
w  «  t'A,  (w"  —  K  -  tK.)  «  Jfc,  [K,  -♦- 1  (ic"  —  K)], 

pour  que  les  égalités  précédentes  deviennent 

8n(ic;",i)=3lcn(ti;,A"),      en(w",A)=  — ^dn(ti;,Jfc'),     dn(tr",Jfc)  =  so(ur,Jfc"), 

ou,  en  intervertissant  de  nouveau  leur  ordre,  et  renversant 
encore  leurs  deux  membres  : 

ik 
Ç±9)      sn(u7,A")=>dn(ii?",  A),     cn(ti7,ifc")— ifcsn(ti;",  jfc),     dn(w,k")=T-^n{w'\  k) 

En  remettant  alors  ces  valeurs,  ainsi  que  les  précédentes  (26) , 
dans  nos  formules  (H),  celles-ci  deviendraient 

xs=»  /.sn(i4  ,i).-dn(r',  kt).k^tï(w'\k)y 

ik 
y  =  —  iw.cn  {v\  t,).  —  cil  {w'\  k  ) .   en  (a  ,  t  ) , 

kl 

z  =n  ,dn (to",  k).     du (u  ,  A*  ) .    sn {v   ,  kt) , 

c*e8t-à-dire,  en  simplifiant,  ordonnant,  et  ayant  égard  aux 
valeurs  (3)  et  (16)  de  A^  et  k]  qui  donnent,  k  et  A|  étant  tous  les 
deux  positifs  par  définition,  de  même  que  /  et  m, 


<«-'     -î!- V—'^-x/  -«•-^-«/-'•-.■'. 


n» 


f|ue  Ion  aurait, à  la  place  de  ces  formules  (11),  en  changeant  le 
signe  de  la  seconde,  les  trois  suivantes,  complètement  analogues. 
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sauf  permutation  des  trois  coordonnées  reetilignes,  à  celles  (t  78) 
du  Chapitre  III,  relatives  à  fexemple  rappelé  plus  haut  : 

xe=  /sn  (M,fc)dn  (o',t,)sn  (w",t), 
(30)  {  —  y  =  tï  en  (tt ,  k)  en  (v\  t,)  en  (w'\  k) , 

z  =  n  dn  (t/ ,  &)  sn  {v\  t,)  dn  (w'\  k) . 

Mais,  malgré  Tavantage  de  n'employer  ainsi  que  des  fonctions 
elliptiques  à  module  canonique,  ces  dernières  formules  ne  sau- 
raient, à  notre  avis,  être  préférées  d*une  façon  générale  à  nos 
formules  primitives  (11)>  parce  que,  de  quelque  façon  qu*on  les 
écrive,  il  est  impossible  de  les  faire  rentrer  toutes  les  trois  dans 
un  même  cycle  de  permutation  circulaire. 

Nous  en  dirions  autant,  à  plus  forte  raison,  des  formules  nioins 
simples  de  forme  que  nous  avons  dû  mentionner  avant  celles-ci, 
à  savoir  celles  qui  résulteraient  de  la  substitution  des  valeurs 
(SI)  et  (23)  dans  les  formules  primitives  (li),  et  que  nous 
jugeons  inutile  de  récrire  ici  ;  car  ce  serait,  en  général,  une 
maladresse  très  grande,  à  notre  sens,  ayant  à  effectuer  un  calcul 
de  nature  quelconque,  soit  algébrique,  soit  d^intégralion,  que  de 
se  priver  à  Tavance,  et  sans  aucun  profit  sérieux,  par  le  fait  même 
de  leur  emploi,  du  bénéfice  si  considérable,  tant  pour  Tabrévia- 
tion  que  pour  la  vérification  du  calcul,  résultant  de  la  simpli- 
cité, de  la  symétrie,  et  éventuellement  de  la  permutation  circu- 
laire, inhérentes  à  nos  premières  formules. 

Ce  sera  donc  seulement  dans  les  cas  où  la  nature  de  la  ques- 
tion exclurait  a  priori  la  notion  de  symétrie  par  rapport  à  trois 
axes  coordonnés,  qu*il  sera  rationnel  de  faire  usage,  de  prime 
abord,  pour  le  développement  des  calculs,  des  formules  (2i)  et 
(23),  ou  (26)  et  (29),  ainsi  que  de  celles  résultant  de  la  substi- 
tution de  ces  divers  groupes  dans  nos  formules  (il). 

Comme  exemple  de  ces  cas,  et  en  même  temps  à  titre  de  véri- 
fication des  calculs  qui  précèdent,  voyons  quelles  autres  Ton 
obtiendrait,  à  h  place  de  ces  mêmes  formules,  dans  un  cas- 
limite  où  les  trois  familles  coordonnées  cesseraient  d^appartenir 
au  même  type  analytique. 
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A  cet  effet,  remarquant  tout  d*abord  que  la  seconde  ligne  du 
tableau  (8)  deviendra  par  les  substitutions  (26) 


[" 


fi=m*,cn*{v\ki)j        r'-4-/a=(tm)'.  sn'(t?',it,), 


nous  changerons  encore  dans  toutes  nos  formules  a',  6^,  c',  ^,  p, 
etv,  respectivement  en  e'^à^^  e'6',  e'c',  e'X,  s'/x,  et  r*,  ainsi  que  nous 
Tavons  déjà  fait,  en  vue  d'un  résultat  complètement  analogue, 
dans  notre  Mémoire  sur  VEniploi  des  Coordonnées  Curvilignes 
(p.  78),  changement  par  suite  duquel  les  équations  (9),  en  tenant 
compte  de  la  première  ligne  du  tableau  (8)  et  de  ces  dernières 
(31)»  se  transformeront  CCI  te  fois  respectivement  dans  les  suivantes 

*  "=  («._«•)  (a« -eY  '  P.  (m)»  <^  «  "^  «^  >• 

»  -  (6._c«)(6'_o') ('"  -^ '^  )  =  „.. (,7).  (*"+'"). 

«       (^+*)(^+aO  ,  . ,       .,      n'dn««.(im)'8n'(p',<;.)^,_, 

c'est-à-dire  simplement,  en  extrayant  les  racines, 


x-:=fcso(ti,ifc)dn(t?',ifc,).k^£«o«^  r«, 
y  =  ifc  en  (M  ,fc)  en  (i?',  Ai) .  l/fV  -♦-  r% 
1      z  =  ±  dn (t#,it)  sn  (v',  Jfci).  l/fV  ^  r*, 

et,  par  conséquent,  en  faisant  e=0,  puis  effaçant  les  accents, 
OD  trouvera,  dans  cette  hypothèse,  au  lieu  des  formules  (11), 
celles-ci  : 

\        X  =  dr  r  sn  (  Il ,  t)  d  n  (i? ,  fc,  ) ,  y  =  db  r  en  (u ,  t)  en  (w .  A,  \ 

r  z=»±rdn(ti,Ar)sn(w.A|). 

Ce  sont  exactement,  sauf  permutation  des  trois  axes  coordon- 


(U) 
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nés»  les  formules  (1 TS***')  de  notre  Chapitre  III,  qui  définissent 
le  système  des  Coordonnées  Coniques  du  Second  Ordre,  formules 
que  nous  avions  déduites  alors,  par  de  tout  autres  procédés,  de 
celles  rencontrées  antérieurement  par  le  Système  Conique  en 
général. 

Le  rôle,  et  l'emploi  pour  les  calculs,  des  formules  (21)  et  (93) 
étant  ainsi  nettement  précisés,  voyons  maintenant  quelles  consé- 
quences importantes  Ton  en  peut  déduire,  relativement  aux 
limites  de  variation  de  nos  différentes  coordonnées. 

Limites  db  variation  db  chacune  des  coordonnées  thermométri- 
ques, ET  mode  de  déformation  CONTINUE  DES  SURFACES  C 00 R DONNÉ BS, 
NÉCESSAIRES  POUR    ATTEINDRE   TOUS    LES    POINTS    DE  L^ESPACB.  —   DcS 

deux  périodes  relatives  à  la  coordonnée  v,  savoir  k'  et  tK{,  la 
première  est  réelle,  car,  eu  égard  à  la  valeur  (3)  de  k'^y  dans 
rintégrale 


(33)        K'  = 


les  deux  facteurs  sous  le  radical  sont  à  la  fois  positifs,  d'après  les 
hypothèses  admises  (12),  d'où  il  suit  que  les  éléments  de  l'inté- 
grale sont  tous  réels  et  déterminés.  Les  trois  fonctions  connexes 
sn  V,  en  V,  dn  v  prendront  donc  successivement  toutes  les  valeurs 
absolues  correspondant  à  des  valeurs  réelles  de  v,  en  faisant 
varier  u  de  0  à  db  K'. 

Sémblablement,  des  deux  périodes  relatives  à  la  variable  to, 
qui  sont  K"  et  iK[\  la  seconde  est  purement  imaginaire,  ou,  en 
d'autres  termes,  la  quantité  K\'  est  réelle,  car,  d'après  la  valeur 
(16)  de  a;'*,  l'intégrale 


) 


a  également  tous  ses  élénients  réels  et  déterminés,  pour  la  xûême 
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raison.  Il  suit  de  là,  de  nouveau ,  que  snu;,  en  u;,  dnu;,  où 
u;e=3tto\  prendront  encore,  en  valeur  absolue,  toutes  les  valeurs 
possibles  correspondant  à  des  valeurs  purement  imaginaires  de  u? 
(ou  réelles  de  u;'),  en  faisant  varier  u;,  dans  le  plan  figuratif  d'une 
variable  imaginaire»  en  ligne  droite  suivant  Taxe  des  ordonnées, 
deO  à  db  tKi',  c*est-à-dire  en  fait,  par  conséquent,  la  coordon- 
née géométrique  u?'  de  0  à  db  K'/. 

Nous  indiquerons  plus  loin  le  moyen  de  calculer  numérique- 
ment ces  quantités  si  importantes  K'  et  K'/,  qui  marquent  ainsi 
les  limites  des  coordonnées  géométriques  t;  et  u;'. 

Les  deux  coordonnées  ueiv  étant  réelles  toutes  deux,  d'après 
nos  hypothèses  :  d*unepart,  les  trois  fonctions  snt<,  cnt<,  dnu, 
dont  le  module  k  est  canonique,  prendront  successivement  toutes 
les  valeurs  absolues  dont  elles  sont  susceptibles,  en  faisant  varier 
tt  de  0  à  db  K,  valeurs  qui  seront  toutes  comprises  entre 
0  et  1  ;  d*autre  part,  il  résulte  des  expressions  (21)  que  les 
trois  fonctions  snv,  en  t;,  dnt;  ne  pourront  pas,  non  plus  que 
les  précédentes,  devenir  infinies  ;  car,  pour  des  valeurs  réelles 
de  i;,  d*une  part,  les  numérateurs  varient  entre  —  1  et  -4-  1,  et 
d*autre  part,  le  dénominateur  dn  (|,  ^i]  variant  entre  1  et  A:  ne 
s'annule  jamais.  Les  valeurs  (10)  des  coordonnées  x,  y,  z  ne 
pourront  donc  devenir  infinies,  respectivement  que  par  les  fac- 
teurs cnu;,  dnu;,  snu;,  qui  devront  par  conséquent,  pour  que  les* 
dites  formules  soient  utilisables,  devenir  eux-mêmes  infinis 
pour  certaines  valeurs  réelles  de  la  coordonnée  géométrique  w* 
comprises  dans  les  limites  que  nous  venons  de  lui  assigner.  Or, 
cette  condition  se  trouve  effectivement  remplie  pour  les  valeurs 
u>  sa  db  f  Kl",  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  pour  les  limites 
indiquées  tout  à  Theure  u;'  ^^  db  K^. 

De  plus,  Texpression  de  chaque  coordonnée  x,  y,  z,  ne  conte- 
nant, dans  les  formules  (1 0),  qu'un  seul  facteur  impair,  qui  est  snu 
pour  X,  sn  t;  pour  y,  sn  w  pour  z,  chacune  passe  par  0  pour 
la  valeur  0  de  Tune  des  coordonnées  u,  v,  u;,  et,  ainsi  que  nous 
Tavons  déjà  remarqué,  x  change  de  signe  avec  u,  y  avec  v,  z 
avec  w'  ou  w. 

En  résumé,  nous  sommes  donc  assurés,  quant  au  point  de 
vue  analytique,  que  Ton  atteindra  tous  les  points  de  Tespace, 
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c*est-à-dire  que  x,  y,  z  prendront  toutes  les  valeurs  possibles,  en 
faisant  varier  u  de  —  K  à  +  K,  t;  de  —  K'  à  -+-  K',  et  w'  de 

—  K'i  à  -I-  Ki\  ou,  si   Ton  aime  mieux,  w  en  ligne  droite  de 

—  tK7  à  -I*  tK7,  et  qu*à  chaque  valeur  de  u,  u,  w  (ou  u;')  com- 
prise entre  ces  limites,  correspondra  un  point  unique  et  déter- 
miné de  Tespace,  car  chacun  des  trois  facteurs  des  expressions  (1 0) 
ne  passera  qu'une  seule  fois  par  chaque  valeur. 

Mais  cette  certitude  ne  suflSt  pas,  ni  pour  la  satisfaction  com- 
plète de  Pesprit,  ni  pour  les  exigences  multiples  des  diverses 
opérations  que  Ton  peut  avoir  à  efTectuer.  Car  pour  le  calcul 
des  intégrales  triples,  par  exemple,  opération  très  fréquente  et 
des  plus  importantes  pour  toutes  les  sciences  d^application,  il 
sera  indispensable,  pour  pouvoir  fixer  les  limites  que  Ton  devra 
assigner  dans  Pintégration  ^  chaque  coordonnée,  de  posséder  la 
même  vue  claire  et  certaine  au  point  de  vue  géométrique,  c*est- 
à-dire  d'apercevoir,  avec  la  même  netteté,  comment  une  défor- 
mation continue  des  trois  surfaces  coordonnées  peut  amener 
leur  point  d*intersection  commun  à  coïncider  successivement 
avec  tous  les  points  de  Tespace,  ainsi  qu'un  simple  déplacement 
permet  de  le  faire  avec  les  trois  plans  du  Système  Cartésien. 

Ayant  précisément  l'intention  de  choisir  un  peu  plus  loin  ce 
genre  d'opérations  comme  exemple  de  l'application,  et  comme 
preuve  de  l'utilité  et  de  la  commodité  de  nos  Coordonnées  Ther- 
mométriques ?f,  V,  w,  nous  croyons  devoir  en  conséquence 
reproduire  ici,  en  les  appliquant  à  ce  système,  les  considérations 
très  ingénieuses  à  l'aide  desquelles  Lamé  résout  la  question  avec 
son  système  de  coordonnées  (*). 

Substituant  à  cet  efTet  les  valeurs  (8)  dans  les  équations  (1S6) 
que  nous  avons  obtenues,  à  la  fin  du  Chapitre  précédent,  pour 
représenter  le  système  orthogonal  avec  les  Coordonnées  Ellip- 
tiques 1,  fil,  V,  ce  même  système  se  trouvera  donc  défini  avec  nos 
Coordonnées  Tbermométriques  ti,  v,  w  par  ces  trois  équations, 
dont  nous  écrivons  les  différents  termes  dans  Tordre  qui  fait  le 


(')  Leçons  sur  les  Fonctions  Inverses,  $S  LXXXV-LXXXIX  (pp.  il  1 -114),  oo  encore 
Leçons  sur  l^s  Coordonnées  Curvilignes,  H  LXX  (pp.  1SS-4â7). 
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mieux  ressortir  leur  permutation  cireulaire. 


(55) 


/*8n*M 

y' 

m'sn't; 

— 

.y' 

-f- 
-f- 

«' 

i 

/*  en*  M 

n*  dn*  ti 
x« 

i 

m*cn'« 

Pdn*v 

y' 

(P 
i 

n*sn*ti7 

n*cn*fD 

m*dn*w 

iP 

lesquelles,  en  tenant  compte  des  définitions  (3)  des  modules 
A:,  t'y  V^  rentreront  bien  toutes  trois,  comme  cela  devait  être, 
dans  le  type  (il 6)  de  notre  Chapitre  II,  relatif  aux  familles  iso- 
thermes de  surfaces  du  second  ordre. 

Gela  posé»  récrivant  la  première  de  ces  équations  successive- 
ment sous  les  deux  formes 

1-'      t  [  y'         ^'       M      y!      «  /  ^         ^'      M 

n  ""*"  ^[Pcn^u       n«dn»ii  ■*■  (p)^        P  ~^"  ^[PstPu  '^  tPdiPu      €PI* 

i*on  voit,  à  cause  de  fhypothèse  n*<  0»  en  considérant  des  valeurs 
de  11  très  voisines,  de  0  pour  la  première  équation,  et  de  dz  K  pour 
la  seconde,  que  le  second  membre  de  la  première  sera  positif 
quels  que  soient  y  et  z,  tandis  que  celui  de  la  seconde  ne  le 
restera  que  si  Ton  astreint  ces  deux  coordonnées  h  vérifier  pré- 
cisément rinégalité 

X*  z*  i 


t  sn*  u      fp  dn*  u      (P 

Il  suit  de  là,  en  passant  aux  limites  respectives,  0  ou  :^K,  que 
pour  ti=sO,  la  première  famille  (35)  se  réduit  à  la  surface  x»>0, 
c*e8t-à-dire  au  plan  des  yz^  dans  toute  son  étendue,  tandis  que 
pourusadbK  elle  se  réduit  i  la  surface  î/<=>0,  ou  au  plan 
des  zx,  mais  seulement  dans  les  deux  parties  de  ce  plan  inté- 
rieures  i  Thyperbole 

?!       J^         i 
P  ■*■  n»JR~(r* 

XVII  9 
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dont  réquation  peut  encore  être  écrite,  eu  égard  aux  valeurs  (3) 
et  (16)  de  k^  et  A:?,  sous  Tune  ou  Pautre  des  deux  formes 


(56) 


fW' 


i 

5» 


et 


x' 


—  n' 


k'      JfcJ         (P 


et  à  laquelle  Lamé  attribue  la  dénomination  d  Hyperbole  Ombiti- 
cakf  «  parce  qu'elle  trace,  dit-il,  sur  chaque  ellipsoïde  de  la 
»  troisième  famille,  les  quatre  points  connus  sous  le  nom  d*Om- 
»   bilics  (*).  » 

Si  donc.  Ion  fait  varier  la  coordonnée u depuis  0 jusqu'à  d=K, 


(*)  CooRD.  CURV.,  S  LXX  (p.  126,  en  haut).  En  effet,  d'one  part,  pour  le  type  classique 

pi 


a^        y*        «' 

.    n^  b*  r9  *' 


a'        0'        c 

les  coordonnées  des  ombilics  étant,  comme  l'on  sait. 


a?  =  db  a  \  / , 


si  l'on  applique  ces  formules,  en  les  élevant  au  carré,  à  la  troisième  surface  (35),  Ton 
trouvera  donc,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (3)  et  (46)  de  k*^*  et  k'/'*,  pour  les  points  eu 
question  relatifs  k  cette  surface  : 


-fi" 


m' 


œ^  = 


—  fi*cn"fo( — n*cn*w  —  m*dn*w)      en*  m?       \   m" 


cu*to 


—  dn'toj 


d*         ( —  n*  en*  w  —  n*  sn*  w) 


eu*  M?  -4-  sn*  t^ 


m«  m"  m"  /•        n 

-  cn"MJ.r^"«(l— sn«uj)— (I— ifc"*sn«io)]  =  --  cn"to  (— i5r;'*)=--  en  «m?.—  «  —  eu» 
(/*  a*  dr  m*      d* 


4ê    • 


w'  sn*  xo  (m*  dn'  fi;  —  n*  sn*  w)        —  sn*  w 
d*      ( — n"cn"u?  —  n*sn"u?)  d* 


m"    do*  10 


sn"  \Jo  1 

m"  / 


(cn'u? 


SD*iO) 


=r sn*  u; .  [(1  —  fc""  sn"  m?)  -♦-  A'""  sn*  to]  = sn*  u?. 


D'autre  part,  les  points  d'intersection  de  la  courbe  (36),  située  par  hypothèse  dans  le 
plan  y  »  0,  avec  la  troisième  surface  (35),  s'obtiendront  évidemment  en  résolvant  par 
rapport  à  x  et  s  les  deux  équations 


a^ 


a' 


a:' 


1 


m' 


d«' 


n*sn*to      n*ca*u>      cP' 


y 

nt 
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-les  deux  nappes  de  la  première  des  trois  surfaces  (3S),  qui,  au 
départy  sont  aplaties  et  se  rejoignent,  de  manière  à  coïncider 
avec  le  plan  des  yz  dans  toute  son  étendue,  s*en  détachent  de 
part  et  d*autre9  et  se  séparent  entre  elles,  celle  de  droite  corres- 
pondant aux  valeurs  positives  de  u,  ainsi  que  le  montrent  les  for- 
mules (10),  et  celle  de  gauche  aux  valeurs  négatives;  elles  s*in- 
fléchissent  en  même  temps  vers  Taxe  des  x,  en  se  rapprochant  de 
plus  en  plus  du  plan  des  zx,  sur  lequel  elles  s'étendent  défini- 
tivement lorsque  leurs  sommets  se  confondent  avec  les  points 

x=5»dz  -j  =db  j'  y/a^  —  6«,  qui  représentent  les  foyers  communs 

à  toutes  les  surfaces  du  Système  (35)  pour  les  sections  principales 
relatives  à  ce  plan. 

Semblablement,  si  Ton  récrit  la  seconde  de  ces  équations  (35) 
successivement  sous  les  deux  formes 

•        .  /    s*  x*        \\        z«        ,  /    y'  ^*        i\ 

—  s=  sn'vl H )»         —  =  cn't'  — '■ — ' — ■*- 1» 

1*  Wcn't;       Pdn^v       ^1  m*  Vm'sn'v      /'dn'v      (1*1 

et  que  Ton  considère  de  même  des  valeurs  de  t;  très  voisines  de 


on,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  ordonnant,  les  deux  suivantes 

mrx*  —  /•s"  ^ ,  su*  w .  j-"  —  cri*  ir .  a*  = sn*  w  en*  h\ 

lesquelles  donneront  dès  lors,  en  ayant  égard  à  la  relation  de  gauche  (5),  pour  ces  points 
d'intersection, 

1  ( —  /•»»■  .en*  w  —  /*.  n*  sn*  tr  en"  u)  /*  en*  w  { —  m*  —  n*  sn*  w) 


d*         (—  m* .  ca*  1(7  -♦- 1* . sn*  w )  d*  [—  m*  (  1  —  sn*  ty)  -+-  /*  sn*  tv] 

l*cn*w{ — m'  —  n"sn*ic^       /• 

^ ^  —  en*  "\ 

rf*[— m*-+-{/*-*-m*)5!n*io]      rf« 

^        1( — m*.n*sn*tocn*u; — /*m*.sn*ic)_       — m*sn*M7(n*cn*  »c-»- /*) 
d*  V —  «»*  en*  w-\-l*  sn*  it')  d*  [ —  m*  en  ■  m;  h-  /*  (1  —  en*  w)] 

—  m*  sn*  tr  (n*  cii*  w  -+■  /*)  m* 

d«  [— (m*  +  f*)  en*  14' ^ /*]  d*         ' 

Tâleurs  identiques  à  celles  rencontrées  tout  à  l'heure,  ce  qui  démontre  piar  conséquent  le 
fait  obser? é  par  Lamé,  sur  lequel  il  fonde  la  dénomination  qu'il  attribue  à  la  courbe  (36). 
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0  pour  la  première  et  de  db  K'  pour  la  seconde,  leurs  seconds 
membres  ne  resteront  encore  positifs  que  pour  les  valeurs  de 
X,  y,  z  satisfaisant  à  Tune  ou  i  lautre  des  inégalités 

1-«.>0,        ou H >  0, 

m*cn'o       Pâiï^v      tP  m*sn^v       /*dn'v       tP 

suivant  que  Ton  considérera  la  première  forme  ou  la  seconde. 

Par  conséquent,  en  passant  encore  aux  limites  respectives, 
0  et  d:  K',  Ton  voit  que  pour  t;  »>  0»  la  seconde  famille  (3S)  se 
réduit  à  la  surface  y  «»  0  ou  au  plan  des  zx,  mais  seulement 
dans  la  partie  dont  tous  les  points  satisfont  à  Finégalité 

z*       flf'         1        ^  X*        z*        i 


m 


rf«'     '  P      m'      €P 


c'esi-à-dire  dans  la  seule  portion  de  ce  plan  extérieure  à  THyper- 
bole  Ombilicale  (36)  déjà  rencontrée  tout  à  Theure,  et  d^autre 
part»  que  pour  v=»-:ïzK\  cette  même  famille  se  réduit  de  même 
au  plan  des  xy^  mais  seulement  dans  la  partie  de  ce  plan  dont 
tous  les  points  satisfont  à  Tinégalité 


y'         x'         i 

qui,  eu  égard  aux  valeurs  (3)  et  (16)  de  k"^  et  k\^  peut  de  même 
être  écrite  sous  Tune  ou  Tautre  des  deux  formes 

y*       x'       \  y^       X*       P 

c  est-à-dire,  par  conséquent,  dans  la  seule  portion  de  ce  plan 
extérieure  à  Tellipse  (n*  <  0,  A"  <  0) 


(37)  L.^^  = 


n        Ji' 


courbe  à  laquelle  Lamé  attribue  de  même  la  dénomination 


( 
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d^EUip$e  Focak,  parce  que  ses  sommets,  d*une  part»  étant  les 
quatre  points 

a  »  ad 

et,  d'autre  part,  ses  foyers  étant,  eu  égard  à  la  relation  de  gauche 
(5),  les  deux  autres  points 


Ton  voit  ainsi,  dit  Lamé,  •  qu*elle  concentre,  dans  sa  propre 
définition,  les  six  foyers  consUints  du  Système  (*)  ». 

Lors  donc  que  l'on  fera  varier  la  coordonnée  v  depuis  0  jus- 
qu*à  àz  K',  la  seconde  surface  (35),  primitivement  aplatie  sur  le 
plan  des  zx  dans  la  partie  de  ce  plan  extérieure  à  THyperboIe 
Ombilicale  (36),  se  dédoublera  de  part  et  d'autre  de  ce  plan,  la 
partie  située  du  côté  des  y  positifs  correspondant  encore,  d'après 
les  formules  (10),  aux  valeurs  positives  de  v,  et  inversement;  en 
même  temps,  la  surface  se  courbera  de  plus  en  plus,  en  se  pen- 
chant vers  le  plan  des  xy,  sur  lequel  elle  s'étendra  définitivement 
quand  son  ellipse  de  gorge  se  sera  confondue  avec  l'Ellipse 
Focale  (37). 

Enfin,  pour  la  troisième  famille  représentée  par  la  dernière 
équation  (35),  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  et  qui  peut 
encore  être  écrite 


z*  =  n*  sn*  w 


(_f! l-^l). 


comme  le  second  membre  de  cette  dernière  équation,  dont  les 
deux  premiers  facteurs  sont  tous  deux  négatifs  d'après  nos  hypo- 
thèses (pages  il  1 -il  2),  ne  sera  positif  que  pour  les  valeurs  de  x 
et  de  y  qui  satisfont  à  l'inégalité 

«*               y  1       ^ 
h  —  >  0, 

n*cn*to       m'dii'w       rf* 
n  Ibio.,  page  iS5,  en  bas. 
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le  même  mode  de  raisonnement  fait  voir  encore  que,  pour  wt^Q, 
cette  famille  se  réduira  au  plan  des  xy,  mais  seulement  pour  la 
partie  de  ce  plan  dont  tous  les  points  satisfont  à  Tinégalité 


-  — ^, -♦.->0,  ou  i^ .       «<0. 

nr      nr      a*  m'      ir      ar 


c'est-à-dire  pour  la  seule  portion  de  ce  plan  intérieure  à  TEI- 
lipse  Focale  (37);  tandis  que,  pour  ti;  «=  ±  iKJ'  ou  u?'  =  :i=  KJ', 
tous  les  dénominateurs  du  premier  membre  de  cette  même  équa- 
tion (38)  étant  simultanément  infinis,  le  rayon  de  la  surface,  qui 
ne  cesse  pas  d'être  un  ellipsoïde,  grandira,  dans  une  direction 
quelconque,  au  delà  de  toute  limite. 

La  coordonnée  géométrique  w'  variant  donc  de  0  à  =h  K/,  ou, 
si  Ton  aime  mieux,  la  coordonnée  analytique  w  variant  en  ligne 
droite  de  0  à  dz  iK^',  la  troisième  surface  (35)  qui  se  confond  au 
départ  avec  le  plan  des  x^,  dans  la  partie  intérieure  à  TEUipse 
Focale  (37),  s*en  détache  de  part  et  d*autre,  la  partie  située  au- 
dessus  de  ce  plan  correspondant  cette  fois  aux  valeurs  négatives 
des  coordonnées  w  ou  w\  et  inversement,  car  il  résulte  de  la 
troisième  expression  (7)  et  de  la  première  (23),  que  dans  la  der- 
nière formule  (11),  le  produit  des  deux  premiers  facteurs,  savoir 


sn 


(^'•')  ._/»(v') 


nsn(w,A")  =  -t-  i\/a*—c*.  ik, î— :.  =—  I/o»— c».*, 


"(r*)  '"(J'*) 


est  alors  une  quantité  de  signe  contraire  à  celui  de  la  coordon- 
née w'  ou  w. 

Le  rayon  de  la  surface  grandit  en  même  temps  de  plus  en  plus 
dans  toutes  les  directions  avec  lesdites  coordonnées,  de  manière 
à  devenir  infini  pour  u?'  =  dz  K'/  ou  u;  =  ±  iKl'. 

L  on  aperçoit  d'ailleurs  immédiatement  que  les  mêmes  circon- 
stances se  reproduiraient  exactement  dans  le  cas-limite,  envisagé 
ci-dessus,  des  Coordonnées  Coniques  du  Second  Ordre  [for- 
mule(32)], lequel  correspond  dans  nosformules(35)à  l'hypothèse 
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deaoo,  sauf  que  les  limites  de  la  coordonnées  seraient  alors 
—  K|  et  +  K|  au  lieu  de  —  K'  et  -♦-  K',  et  en  outre  que  l'Ellipse 
Focale  (37)  se  réduira  alors  à  son  centre,  c*est-à-dire  à  Torigine 
des  coordonnées,  pendant  que  THyperbole  Ombilicale  (36)  se 
réduira  dans  ce  cas  à  ses  asymptotes,  cVst-à-dire  aux  deux 
droites  : 


*,  m  V  6»  — c* 


Les  raisonnements  que  nous  venons  d^exposer  établissent  à 
nouveau,  par  le  moyen  des  Coordonnées  Thermométriques  u,t;,  u;, 
ce  fait  que  nous  avions  déjà  reconnu  à  Taide  des  Coordonnées 
Elliptiques  ^,  /x,  y  à  la  fin  du  Chapitre  précédent,  à  savoir  que  les 
(rois  plans  coordonnés  appartiennent  chacun  à  une  ou  à  deux  des 
familles  de  surfaces  qui  composent  le  Système  Ellipsoïdal,  pour 
une  valeur-limite  de  Tune  des  coordonnées  ;  mais  le  jour  dont 
ils  éclairent  la  question  est  ici  beaucoup  plus  complet,  en  ce 
qu^ils  montrent,  cette  fois,  que  lorsqu'un  même  plan  coordonné 
peut  ainsi  être  rattaché  à  deux  familles  différentes  du  Système, 
ce  n'est  pas  pour  la  toialité  de  son  étendue  qu'il  appartient  alors 
à  la  fois  aux  deux  familles  en  question,  ainsi  que  le  laissait  sup- 
poser notre  démonstration  antérieure,  mais  seulement  pour  une 
région  spéciale  à  chacune  de  ces  familles,  régions  délimitées  entre 
elles  sur  le  même  plan,  soit  par  TEIlipse  Focale  (37),  soit  par  l'Hy- 
perbole Ombilicale  (36).  Ces  deux  courbes  remarquables  consti- 
tuent donc,  au  point  de  vue  géométrique,  comme  le  fait  obser- 
ver Lamé,  les  limites  qu'il  faut  franchir  pour  passer  de  l'une  des 
familles  à  la  suivante,  si  l'on  veut  se  représenter  en  imagination, 
à  l'aide  d'une  déformation  continue,  successivement  toute  la 
série  des  surfaces  individuelles  qui  pourront  entrer  dans  la  com- 
position du  Système  :  de  même  qu'au  point  de  vue  simplement 
analytique,  les  deux  quantités  —  6^  et  —  c'  constituaient,  dans 
les  inégalités  de  définition  (1S7)  de  notre  Chapitre  V,  les  limites 
que  devait  franchir  une  variable  réelle  p,  pour  représenter  succes- 
sivement, par  une  variation  continue,  toutes  les  valeurs  possibles 
des  trois  Coordonnées  Elliptiques  envisagées  dans  ce  Chapitre. 


(38) 


(39) 


(40) 
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Relations  linéaires  entre  les   intégrales  complètes  de  prc- 

MIÈRE  ET  DE  DEUXIÈME  ESPÈCE  CORRESPONDANT  A  l'eNSEMBLE  DBS 
TROIS  COORDONNÉES.  VaLEURS  NUMÉRIQUES  DE  CELLES  D*ENTRE  ELLES 
QUI    NE    SE    PRÉSENTENT    PAS    SOUS    LA   FORME    CANONIQUE.    ~    AyaOl 

introduit  déjA,  dans  un  paragraphe  précédent,  pour  chaque 
module  A:,  k\  k'%  la  considération  des  deux  intégrales  complètes 
complémentaires  de  première  espèce,  qui  fournissent  les  périodes 
relatives  à  la  coordonnée  correspondante,  et  dont  la  seconde  peut, 
à  Taide  d\ine  transformation  connue,  être  écrite  sous  une  double 
forme,  nous  envisagerons  à  la  fois  dans  celui-ci,  en  vue  de  cher- 
cher les  relations  qui  pourront  exister  entre  elles,  les  quatre 
intégrales  complètes  de  première  et  de  deuxième  espèce  relatives 
à  chacun  des  trois  modules  :  c*est-à-dire  que  nous  introduirons, 
pour  le  premier  module  par  exemple,  avec  les  deux  quantités 
K  et  K|  (H),  les  deux  autres  quantités  J  et  J|  définies  par  les 
nouvelles  égalités 

A'  sn»  (z,  k)  dz,  /J,  =  /         V  sn'  («,  t)  dz^ 

0  E 

et  de  même,  pour  les  deux  autres  modules,  avec  les  quantités 
K',  Ko  K'',  Kl'  déjà  définies,  les  quantités  analogues  J',  J^, 
et  J'',  i\\  que  donneraient  ces  mêmes  égalités  par  le  change- 
ment de  k  en  k'  ou  k\  Ce  qui  revient  encore  à  dire,  en  prenant 
la  seconde  intégrale  (14)  sous  Pautre  forme  à  laquelle  nous 
faisions  allusion  tout  à  Theure,  et  transformant  de  même  ces 
deux  dernières  intégrales  (38)  à  Taide  de  la  substitution 
sn  (z,  A:)  =»  x,  que  nous  considérerons  à  la  fois,  pour  le  premier 
module  par  exemple,  les  quatre  quantités  K,  K|,  J,  J|,  définies 
par  les  égalités  analogues  de  forme 

/••  tVc/x  ..  X  lâx'dx 

J  =  /  »  «il  =  /       ^ 

J     1/(1  —  X*)  (1  —  JfcVj  •/     1/(1  -  x«)  (i  -  i*x^j 


(6) 


(r) 
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la  détermiDation  du  radical  étant  expressément,  par  définition,  la 
détermination  positive  pour  les  deux  expressions  de  gauche,  et 
au  contraire  la  détermination  négative  (*)  pour  les  deux  expres- 
sions de  droite;  et  de  même  pour  les  deux  autres  modules  en 
changeant  dans  ces  égalités  k  en  k'  ou  k^  :  intégrales  dont  les 


C)  Cette  opposition  dans  les  déterminations  des  radicaux,  selon  que  l'on  considérera 

les  expressions  de  droite  ou  de  gauche,  il  laquelle  ou  ne  fait  pas  attention  habiiuellemeot, 

proTient  ici  de  ce  que,  contrairement  k  l'usage,  nous  avons  précédemment  spécifié  la 

détermination  de  ce  même  radical  dans  la  définition  (14)  de  la  quantité  K| ,  et  elle  est  dès 

lors  nécessaire,  comme  il  est  aisé  de  le  reconnaître,  pour  que  ladite  quantité  K|  ainsi 

définie  co!ncide  exactement  en  grandeur  et  en  signe  avec  celle  introduite  par  cette  nou- 

T«>lle  définition  (39),  ce  qui  est  bien  évidemment  la  condition  indispensable  pour  que  l'on 

soit  assuré  d'arriver  aux  mêmes  formules  en  parlant,  soit  de  la  première,  soit  de  la  seconde 

de  ces  définitions. 

1 
En  effet,  par  le  moyen  de  la  substitution  f  s  |>  -^  •  d'après  un  calcul  très 

conna  que  nous  détaillons  plus  loin  dans  la  transformation  (âS),  cette  même  égalité  (39), 
en  y  écrivant  tk\à  place  de  x,  se  changera  dans  la  suivante 

I 

/*"                 dt  /<•«  dz 
=  /  ==1- 
l   (1  —  /•)  (I  —  kU*)    J      l'  —  (1  —  z«)  (  I  —  /fj^M 

t  0 

Par  où  l'on  voit,  que  si  l'on  convenait  de  prendre  encore  la  détermination  positive  pour 
le  radical  de  cette  nouvelle  définition  '39),  c'est-à-dire  par  conséquent  aussi  dans  les  deux 
intégrales  de  l'égalité  que  nous  venons  d'écrire,  celle-ci  deviendrait,  sans  ambiguïté  de 
signe,  en  faisant  abstraction  du  membre  intermédiaire. 


/••  dz  / 
.          00          —  K,  «  / 


M  dz 


V/(t-i«)(i-M»*) 


et  se  trouverait  par  conséquent  en  contradiction,  quant  au  signe,  avec  la  définition  précé- 
demment admise  (i4)  pour  la  quantité  K|;  tandis  qu'en  convenant  expressément,  au 
contraire,  ainsi  que  nous  le  faisons,  de  prendre  dans  cette  même  définition  (39)  la  déter- 
mination négative  pour  le  radical,  la  même  égalité  (ot)  deviendra  semblablement,  sans 
aucune  ambiguïté,  toujours  avec  la  détermination  positive  des  radicaux  que  nous  allons 
écrire 

/••                 dz  /'•              dz 
— ,  ou       ^Y,^^   I     —                     — 
-il/(«-«"){t-it*2-)  ./          l''(l-3«)(l-AÎX«) 
•  0 

et  concordera  bien  alors  exactement  avec  la  définition  antérieure  (14)  de  ladite  quan- 
tité K|.  Et  dès  lors,  cette  distinction  dans  le  signe  des  radicaux  étant  reconnue  néces- 
saire relativement  aux  deux  intégrales  complûtes  ({i9),  il  est  bien  clair  qu  elle  devra  être 
maintenue  relativement  aux  deux  intégrales  complémentaires  (40),  qui  s'y  rattachent 
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limites  auront «insi  toutes  pour  affixes  des  points  exclusivement 
situés  sur  Taxe  des  x  ou  sur  Taxe  des  y,  les  valeurs  (3)  des 
diiïérents  modules  étant  toutes  ou  réelles  ou  purement  imagi- 
naires, et  qui  seront  dés  lors  complètement  définies  par  la  con- 
dition d'être  chacune,  ou  bien  entièrement  rectiligne  suivant 
Taxe  des  x,  ou  bien  composée  de  deux  portions  séparémenl 
rectilignes  suivant  Tun  ou  Tautre  des  deux  axes  coordonnés. 

Parmi  les  douze  quantités  ainsi  définies,  en  effet,  que  nous 
désignerons  de  même,  pour  Tanalogie  des  notations,  par  les 
symboles 

(41)  K,  K|,  J,  Ji,        K',  KJ,  J',  Ji,        K",  R7>  J"»  K' 9 

et  qu'il  est  nécessaire  de  posséder,  pour  pouvoir  employer  les 
formules  courantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  dans 
les  calculs  où  Ton  aura  introduit  nos  coordonnées  ti,  t;,  to  à  la 
place  des  coordonnées  rectilignes,  les  quatre  premières,  dont  le 
module  est  canonique,  sont  seules  calculables  numériquement, 
ainsi  que  nous  Pavons  déjà  fait  observer,  à  Taide  des  séries 
connues,  qui  ne  sont  convergentes,  ou  dont  la  signification  n'est 
établie  que  dans  celle  seule  hypothèse.  Pour  pouvoir  calculer  de 
cette  façon  les  huit  suivantes,  il  faudrait  donc  commencer  par 
les  ramener  de  même  à  la  forme  canonique,  en  ayant  recours 
pour  cela  aux  formules  de  la  théorie  générale  de  la  transforma- 
tion des  fonctions  elliptiques.  Or,  les   résultats  auxquels   on 


étroitement  par  la  définition  précédente  de  droite  (38),  sous  peine  de  perdre  le  bénéfice 
de  formules  importantes  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  telles  que  celle-ci  par 
exemple 

iâ)  KJ.-JK.  =  ^, 

dont  nous  comptons  précisément  nous  servir  un  peu  plus  loin  pour  les  applications  de 
notre  théorie. 

Répétons  enfin,  en  terminant,  que  si  l'on  n'attribue  d'ordinaire  aucune  importance  k 
cette  remarque,  cela  tient  à  ce  qu'on  ne  spécifie  pas,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  la 
détermination  du  radical  dans  les  expressions  (i4)  ni  (39)  de  la  quantité  K|,  ou  en  d'autres 
termes,  parce  que  la  quantité  iK|  n'est  définie  généralement  que  comme  la  moitié  de  la 
période  imaginaire  du  sinus  d'amplitude,  laquelle  peut  être  représentée  indifféremment 
par  -h  SiKi  ou  —  S^K|. 
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parviendrait  ainsi,  seront  fournis  plus  aisément,  sans  faire  appel 
à  cette  théorie,  par  la  considération  de  huit  relations  linéaires 
très  simples  que  nous  allons  rencontrer  entre  les  douze  quantités 
précitées,  et  qui  permettront  très  facilement  d*exprinier  en  fonc- 
tion des  quatre  premières  calculables  immédiatement  par  les 
dites  séries,  les  huit  autres  qu*il  s*agit  également  d'évaluer. 

Ces  relations  peuvent  être  établies,  soit  en  basant  les  raisonne- 
ments sur  la  seule  considération  des  formules  (21)  et  (23),  ainsi 
que  de  celles  (26)  et  (29)  qui  s'en  déduisent  immédiatement,  et 
adoptant  pour  les  douze  intégrales  considérées  leurs  premières 
définitions  (14)  et  (38),  soit,  au  contraire,  en  partant,  pour  les 
douze  quantités  considérées  à  la  fois,  de  leur  seconde  définition 
comme  intégrales  des  différentielles  algébriques  (39)  et  (40), 
et  calculant  alors  directement  les  dites  intégrales  à  Taide  de 
changements  de  variables. 

Toutefois  nous  devons  dire  que  bien  que  ces  deux  méthodes 
présentent  une  netteté  et  par  suite  une  certitude  égales,  grâce  k 
la  distinction  des  signes  des  radicaux  que  nous  avons  spécifiés 
dans  les  définitions  (39)  et  (40),  la  première  méthode  nous 
semble  préférable,  en  raison  de  ce  que  les  définitions  (14)  et  (38) 
des  douze  intégrales  complètes  sur  lesquelles  elle  est  basée 
n*exigent  pas,  comme  les  définitions  (39)  et  (40)  sur  lesquelles 
repose  la  seconde,  une  convention  spéciale  relative  au  chemin 
suivi  par  la  variable  d'intégration,  chacun  de  ces  symboles  (14) 
et  (38)  offrant  une  signification  parfaitement  déterminée,  quel 
que  soit  celui  des  trois  modules  que  Ton  considère,  en  Tenten- 
dant  dans  le  sens  habiiuel  propre  aux  variables  réelles  (*). 


n  En  effet,  d'une  part,  dans  les  six  intégrales  du  type  (14),  les  deux  limites  étant  uni- 
fomiément  0  et  i,  c'est-à-dire  toutes  deux  réelles,  aucune  considération  n'exige  que  Ton 
attribue  à  la  variable  d'intégration  un  autre  sens  que  celui  d'une  variable  réelle.  Et 
d'autre  part,  pour  celles  des  six  intégrales  complètes  comprises  sous  les  deux  types  (38) 
dont  l'une  des  limites  tout  au  moins  est  imaginaire,  et  pour  lesquelles  par  conséquent  il 
semble  au  premier  abord  que  la  variable  d'intégration  ne  puisse  être  envisagée  que 
comme  une  variable  imaginaire  dont  la  notion  du  chemin  suivi  dans  l'intégration  consti- 
tuera dès  lors  un  élément  essentiel  de  la  définition  desdits  symboles,  il  y  a  lieu  d'observer 
qu'au  contraire  le  sens  de  ces  expressions  est  complètement  indépendant  en  réalité  du 
chemin  adopté  pour  l'intégration,  en  raison  de  ce  que  le  résidu  de  la  fonction  sn*  z  étant 
nnl  pour  l'un  quelconque  des  infinis  de  an  s,  l'intégration,  quel  que  soit  le  chemin  suivi 
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En  raison  de  celte  supériorité  inhérente  h  la  première  défini- 
m  des  douze  intégrales  complètes  (41),  et  par  suite  aussi  k  la 
léthode  basée  sur  leur  considération  exclusive,  c'est  à  Taide  de 
ette  première  méthode  que  nous  établirons  en  premier  lieu  les 
quatre  groupes  de  relations  que  nous  nous  proposons  de  décou- 
vrir; puis,  ces  relations  étant  ainsi  obtenues  une  première  fois 
sans  restrictions  d*aucune  sorte,  quant   à  la   signification   des 
intégrales,  nous  les  retrouverons  ensuite,  également  sans  aucune 
incertitude  quant  aux  signes,  à  Taide  de  la  seconde  méthode, 
qui,  considérée  isolément,  eût  peut-être  inspiré  moins  de  con- 
fiance, en  raison  des  conventions  spéciales  sur  lesquelles  elle 
repose. 

Par  Tune  comme  par  Tautre  méthode,  d  ailleurs,  nous  cher- 
cherons d*abord  les  relations  qui  pourront  exister  entre  les 
intégrales  de  première  espèce  seulement,  pin's  celles  où  entre- 
ront les  intégrales  de  deuxième  espèce  ;  et,  dans  chacun  de  ces 
deux  cas,  nous  arriverons  encore  à  deux  groupes  de  relations 
distincts,  Tun  se  rapportant  à  des  quantités  exclusivement  réelles, 
et  l'autre  à  des  quantités  imaginaires  seulement,  parmi  les  douze 
intégrales  envisagées  (41). 


(r^  Méthode.)  Bornons  donc  tout  d'abord  notre  attention  aux 
six  intégrales  de  première  espèce (14)qui  fournissent  les  périodes 
des  différentes  fonctions  elliptiques  relatives  à  nos  trois  eoor- 
donnécs  u,  t;,  t^. 

A.  En  premier  lieu,  pour  les  périodes  réelles  (*),  les  for- 
mules (21),  dans  lesquelles  le  premier  membre  se  reproduit  au 


par  la  variable  %,  ne  donnera  qu'une  seule  et  unique  détermination  pour  l'intégrale 
envisagée  (38).  [Voir  Hermite,  Note  sur  la  Théorie  de»  Fondions  Elliptiques  (insérée  à 
la  6n  du  Tome  II  de  la  6«  Édition  du  TraUé  de  Calcul  Différeniiel  et  du  Calcul  Intégral, 
de  Lacroix,  i862),  aux  pages  8i-8S  de  cette  Note].  D'où  il  résulte  immédiatement  que 
chacun  de  ces  symboles  du  type  GtS)  pourra  être  entendu  dans  le  sens  propre  au 
variables  réelles,  c'est-à-dire  comme  la  différence/(^)  —/(a),  pour  les  deux  limites  at^b 
de  l'intégrale  -.nvisagée,  de  la  fonction /^s)  -4-  C,  qui  représenterait  l'intégrale  indéfinie, 
s  étant  supposée  réelle,  de  la  différentielle  k*  sa*  (s,  k)  ds. 

(*)  Cette  distinction,  formulée  en  ces  termes  par  opposition  à  l'article  B  ci-après,  sea- 
blera  peut-être  inexacte  tout  k  l'heure,  en  présence  des  relations  (4i)  auxqueUes  ao^a 


l 
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signe  près,  lorsque  Ton  y  fait  varier  la  coordonnée  v  de  la  r|uan- 
tilé  réelle  iK',  et  de  même  aussi  le  dernier  membre  lorsque  la 
même  variable  v  y  varie  de  Tautre  quantité  réelle  2A:Ki  exigent 
ainsi  que  Ton  ait  simultanément 

(4I'"-)  !^K'  =  m.2iK,  et  2iK,  =«n  ^2K', 

m  et  n  étant  deux  entiers,  ou  en  multipliant  membre  n  mem- 
bre, 

4K'.itK|  =  mn. 4JlrK|.  K',  ou  \=mn, 

condition  qui  ne  peut  être  satisfaite  qu^en  prenant  m=^n  ^=a  l^ 
du  moment  que  tous  les  éléments  des  deux  intégrales  K,  et  K' 
étant  positifs,  de  même  que  le  module  A:  par  définition,  1rs  deux 
nombres  m  et  n  dans  les  égalités  (il**'')  sont  tous  deux  forcément 
positifs.  Et  par  conséquent  Ton  aura,  en  permutant  les  trois  quan- 
tités a*,  6',  r*,  ou  /*,  wi*,  ii*,  la  première  série  de  relations 

(42)  K'  =  kK, ,  K"  =-  i'K; ,  K  =  fK'/ , 

laquelle  se  déduirait  également  à  Paidn  d*un  raisonnement  sem- 
blable, de  la  considération  du  second  groupe  de  formules  (23)  (*). 
Les  trois  relations  que  nous  venons  d'obtenir  si  aisément  nous 


allons  arriver,  et  dont  la  secoude  a  lieu  précisément  entre  quantités  manifestement  ima- 
ginaires (page  4i3,  au  ba$).  Mais  elle  tirera  sa  justification  de  ce  fait  que  nous  établi- 
rons dans  un  instant,  à  savoir,  que  ce  même  groupe  (42)  étant  réuni  au  groupe  suivant 
analogue  (47),  ils  ne  fournissent  ensemble  que  quatre  équations  distinctes  seulement  au 
lieu  de  six,  en  sorte  que  l'on  peut  faire  abstraction  dans  chacun  d'eux  d'une  équation, 
soit  l'équation  du  milieu  par  exemple  :  auquel  cas  les  deux  équations  extrêmes,  seules 
restantes  comme  distinctes,  auront  bien  lieu  cette  fois  entre  quantités,  exclusivement 
réelles  pour  le  premier  groupe  (4S)»  et  de  même  exclusivement  imaginaires  pour  le  second 
groupe  (47). 

La  même  remarque  s'appliquera,  exactement  dans  les  mêmes  termes,  pour  la  distinction 
semblable  que  nous  serons  conduits  à  formuler  pareillement  un  peu  plus  loin»  à  propos 
des  relations  analogues,  dans  lesquelles  interviendront  les  intégrales  complètes  de 
deuxième  espèce. 

(*)  En  effet,  dans  ces  formules  (S3),  le  second  membre  se  reproduisant  cette  fois  en 
grandeur  et  en  signe  lorsque  l'on  y  fiait  varier  la  coordonnée  w'  de  la  quantité  réelle  Si^|K, 
et  de  même  aussi  le  premier  membre,  lorsque  la  coordonnée  w  y  varie  de  SiKV,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose,  la  coordonnée  w'  de  3KV ,  il  suit  encore  nécessairement  de  U, 
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permeltenl  de  compléter  sur  un  point  importHnt  les  résultais 
déjà  acquis  relativement  aux  limites  de  variation  de  nos  trois 
coordonnées.  En  effet,  nous  avons  vu  un  peu  plus  haut  que  Ton 
atteignait  tous  les  points  de  Tespace  en  faisant  varier  u  de  —  K 
à  -*-  K,  t;  de  —  K'  à  -h  K',  et  ti;  de  —  iK7  à  -^-  iK'/.  Il  était  clair, 
dores  et  déjà,  relativement  à  la  première,  le  module  correspon- 
dant k  étant  réel  et  plus  petit  que  Punité,  que  pour  les  valeurs 
positives  de  cette  coordonnée,  c'est-à-dire  par  conséquent  pour 
u  compris  entre  0  et  K,  les  trois  fonctions  elliptiques  deu, 
savoir  sn  u,  en  u,  et  dn  u  étaient  toutes  trois  positives.  Or»  ces 
dernières  relations  étant  rapprochées  des  formules  (21)  et  (23) 
montrent  qu'une  circonstance  analogue  se  produit  à  Pégard  des 
deux  autres  coordonnées  r  et  ti;,  ce  qui  pouvait  ne  pas  sembler 
évident  jusqu'à  présent,  les  deux  modules  correspondants  k'  et  k" 
n'étant  plus  cette  fois  canoniques.  En  effet ,  v  étant  compris 
entre  0  et  K'  =  *K| ,  j  varie  entre  0  et  K„  et  de  même  w  =  tV 
variant  entre  0  et  iK'/,  ou  u?'  entre  0  et  K7=  rjy  K  =  *,  K, 
^  varie  entre  0  et  K,  et  il  est  manifeste,  en  conséquence  à  pré- 
sent, que  les  numérateurs  et  dénominateurs  des  derniers  membres 
de  ces  deux  groupes  de  formules  (21  )et(23)sont  tous  à  la  foi^  posi- 
tifs, ce  qui  démontre  le  fait  énoncé.  Enfin,  les  mêmes  considéra- 
tions font  voir  encore  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  positives 


K*/  étant  également  une  quantité  réelle  (page  4S4,  au  bas),  que  l'on  aura  à  ia  fois 
1 

2K';  =  m.2itjK,  et  2ik,K  =rn.2K;', 

.m  et  R  étant  encore,  comme  tout  à  l'heure,  deux  entiers  positifs,  et  par  suite,  en  malti- 
.pliant  membre  à  membre, 

4K';J!r,K  =  4F/mJ!r.K  KV,  ou  1  a  mn, 

condition  qui  exige  de  nouveau  m  «  n  »  i ,  /ft,  K,  et  K','  étant  encore  tous  trois  positifs, 
.  et  réduit  dès  lors  les  égalités  précédentes  simplement  celle-ci 

KV=*iK,         ou  k=:7-k;'  — v'k;', 

eu  égard  à  la  valeur  (48)  de  Ai,  et  l'on  retrouve  ainsi  la  troisième  des  relations  déjk 
'  iobtenues  ci-dessus  (42). 
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ou  négatives  que  prendront  les  trois  coordonnées  u,  v,  w,  le 
cosinus  et  le  delta  d*amplitude  de  <;es  coordonnées  resteront 
constamment  positives  Je  sinus  d*amplitude  seul  pouvant  recevoir 
des  valeurs  négatives,  en  même  temps  que  la  coordonnée  elle- 
même. 

Nous  aurons  Toccasion  de  constater  dans  la  suite  Tutilité  de 
cette  remarque. 

B.  On  obtiendra  encore  trois  relations  analogues,  en  appli- 
quant un  raisonnement  semblable  à  la  période  imaginaire  corres- 
pondante au  même  module  k\  relativement  auquel  nous  envisa- 
gions tout  à  riieure  la  période  réelle.  En  effet,  dans  ces  mêmes 
formules  (21),  les  périodes  relatives  aux  premiers  membres  étant 
K'  et  tKi,  et  celles  relatives  aux  derniers  membres  étant  de  mêm  e 
AKi  et  tAK,  on  aura  donc,  en  partant  de  la  considération  de  la 
période  imaginaire  tKi,  puis  permutant  ensuite,  trois  égalités  de 
la  forme 

t        iK;  =  k  (mK,  -♦-  niK),         iK;'  =-  A;'(mK;    -*-  niK  '), 

^     '  \  tK|  =  r(mK;' -i-mK"), 

Ht  et  n  étant  encore  deux  entiers,  positifs  ou  négatifs  cette  fois, 
qu'il  s*agit  de  déterminer. 

A  cet  effet,  d'une  part,  multipliant  la  seconde  de  ces  égalités 
par  t,  et  tenant  compte  de  la  précédente,  ainsi  que  de  la  pre- 
mière (42),  Ton  trouvera  tout  d'abord 

_  K/  =:  k'in.iK[  —  k'n .  K'=  A:'m. A(mK,  -♦-  niK)  —  A'n  AK, 

=  A^'(m*K,  -4-  mniK  —  wKJ, 

puis,  en  faisant  abstraction  des  deux  membres  intermédiaires, 
multipliant  par  k'^,  et  faisant  tout  passer  dans  le  dernier  membre, 

A"K'/  ^  kk'k"  [{m«  —  n)  K,  -♦-  mn  iK]  —  0 , 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  la  première  relation  (6),  et  de  la 

dernière  (42), 

K4-t[(iw'  —  n)K|-*-  fiiniK]  =  0, 


1  '» 
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ou 

(44)  K  f  i  —  mn)  =  (n  —  iii')iK|. 

D*autre  part,  la  troisième  (43)  peut  être  écrite  successivement, 
en  tenant  compte  des  deux  dernières  (42),  et  de  la  première  de 
ce  même  groupe  (43), 

c*esl-à-dire  simplement,  eu  égard  encore  à  la  même  relation  (6), 

tR|  —  mK  -4-  iii(mK|  +  ntK), 
ou 

(45)  t¥Li  (\  —  mn)  «  (m  —  w^K. 

Or,  .m  et  n  désignant  par  hypothèse  deux  nombres  entiers,  il 
est  clair  que  ces  deux  égalités  (44)  et  (45),  dans  lesquelles  Pun 
des  deux  membres  est  réel  tandis  que  Tautre  est  imaginaire,  ne 
pourront  avoir  lieu  que  si  ces  deux  membres  sont  nuls  Pun  el 
l'autre,  c'est-à-dire  qu'à  la  condition  d'avoir  à  la  fois  : 

(46)  i— mn  =  0,  n  — m*  =  0,  m  — n'  — 0. 

Et  dès  lors,  la  première  de  ces  trois  équations  donnant,  par 
Télimination  de  n,  celle-ci 

i— îw'  =  0,  ou  (i  —  m)(1  -+-m -♦- m«)-.0, 

dont  Tunique  racine  réelle,  savoir  tit^si,  jointe  à  la  valeur 
n=s  1  qui  en  résulte  par  la  seconde  équation,  vérifient  à  la  fois 
ces  trois  mêmes  conditions  (46),  les  relations  posées  de  prime 
abord  (43),  dans  lesquelles  les  valeurs  fn=in'=i  sont  ainsi  de 
nouveau  seules  admissibles,  se  réduiront  donc  par  là  simplemeoi 
aux  trois  suivantes 

(47)        iK;  — &(K.  H-  iK),      «r  =  A'(K;  -i-  tK'),       t'K,  =  A"(Kr-*-aL"), 

que  nous  retrouverons  également  tout  à  Theure  par  une  autre 
wîe. 
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El)  outre  ces  mêmes  valeurs  de  m  et  n  transformant  en  identi- 
tés chacune  des  deux  égalités  (44)  et  (45),  qui,  en  tant  que  com- 
binaisons linéaires  des  deux  systèmes  (42)  et  (43),  pouvaient 
remplacer  deux  équations  quelconques  de  ces  systèmes,  on  voit 
parla  que  les  six  équations  (42)  et  (47)  se  réduiront  nécessaire- 
ment dès  lors  à  quatre  distinctes  seulement,  qiu'  pourront  fournir 
déjà,  comme  nous  nous  le  proposions,  les  valeurs  des  quatre 
intégrales  de  première  espèce  K',  Kl,  K'^,  K\\  en  fonction  des 
deux  homologues  canoniques  K  et  Ki. 

En  effet,  considérant  seulement  la  première  et  la  troisième 
équation  de  chacun  des  deux  groupes  (42)  et  (47),  l'on  en 
déduira,  par  une  combinaison  facile,  et  en  ayant  égard  à  la 
valeur  (18)  de  A*|,  ces  quatre  autres  égalités, 

;      K'  =A-K,,  K;  =  — iA(K,-4-  /K)=A(K  —  iK,), 

K7=  777 K  =  A-,K,  iK,  =  A"K;'-*-  iA-"K"  =  K  ^  i  K", 

desquelles,  en  intervertissant  leur  ordre,  on  tirera  finalement  les 
quatre  valeurs 

(    K'  =A-K.  k;  -A(K  — /k.), 

(48) 

f     K"  =  A-.(K, -♦- /K),  K;'=A,K, 

qui  vériHent  bien  identiquement  d*ailleurs,  ainsi  qu'il  est  très 
aisé  de  le  constater,  les  deux  équations  du  milieu  de  chacun  des 
groupes  (42)  et  (47),  équations  que  nous  n'avons  pas  fait  inter- 
venir dans  leur  calcul  (*). 

n  Ed  effet,  si  l'on  effectue  dans  ces  deux  équations  la  substitution  des  valeurs  ;48) 
que  nous  venons  de  trouver,  elles  deviennent  les  suivantes 

ou,  en  ordonnant  alors  par  rapport  aux  quantités  K  et  K| , 

(K  —  iK.)  {kk"  —  ik,)  =  0 ,  K  ikk'  —  ik,)  =  0 , 

dans  lesquelles  on  a,  en  venu  de  la  valeur  (48)  de  k^ ,  et  de  la  dernière  relation  (6:> 


kf^^  lit,  =  Hr*' —  —  «  0, 


t 

i? 


ce  qui  établit  le  fait  énoncé. 

XVII.  <o 
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C.  Passons  maintenant  aux  intégrales  de  seconde  espèce. 

Pour  celles  qui  sont  réelles  tout  d*abord  (*),  remarquant 
que  la  dernière  des  égalités  (21)  donnera,  en  y  faisant  t;=stt;{, 
puis  ayant  égard  ensuite  successivement  à  la  troisième  formule 
(176^  et  à  la  première  (i??"-)  du  Chapitre  III, 

(")  I         d„g,«,)  d„(;i'.*.)  ^p) 

=  sn  (j  +K,  *)  =  — sn[~— K.fe|=8nfj-i-K,ft) 

l'on  en  conclura  immédiatement,  «raprès  la  première  dé6ni- 
tion  (38). 


(50) 


,/„  _  /     A"*sn*(t),  k')ih  =  I     [l  —  A'*sn*(t;,  k')\dff 

0  0  0 


Si  donc  Ion  fait  à  présent 


II?       ..  ...  .        « 


(51)    2  =  -.^-K,         d'où  dz  =  -dv  ou  r/r  =  —  ikdz^ 

/•  k 

1rs  nouvelles  limites  de  la  variable  z,  dans  la  dernière  de  ces 
intégrales,  étant,  eu  égard  à  la  valeur  (48)  de  K', 

K        et  --  -♦-  K  =  iK,  ^  K, 

k 

Ton  trouvera  donc,  en  oiïectuant  cette  substitution  linéaire  dans 
la  dernière  quadrature  des  égalités  (50),  puis  tenant  compte  de  la 


;')  Voir  la  note  de  la  page  438,  dernier  alinéa. 
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seconde  définition  (38), 

sn^ (z,k).('-ik)dz^—/     A'sn'(z,  k)dz 

K  K 

—  î  i 

d'où»  par  conséquent,  les  trois  nouvelles  égalités  : 

(34)       j,=.^(K'  — j').      j;  =  A-'(K"— j"),      j;'=r(K-- j). 

D.  Semblablement ,  pour  les  intégrales  de  seconde  espèce 
qui  sont  imaginaires,  si  Ton  pose  encore,  comme  dans  les  éga- 
lités (28), 


—  itr  — I 

tr"«.— 7 H  K  H-  iK„       d*où       dw"=  -r-dw,       ou       dw  =  ik^dw", 

les  valeurs  de  cette  variable  w"  étant  K  -4-  tK|  pour  k;=»  0,  et 
pourto  «3  K'',  eu  égard  à  la  valeur  (48)  de  K*^,  celle-ci 

"ZiL^K  ^tK,=^.^4{K,  4-iK)-*-  K-HtK,=:4K, 

la  première  des  définitions  (38)  donnera  donc  alors,  en  tenant 
compte  de  la  première  égalité  (29), 

k'"  sn*  (fP,  k") (itr  =  /  k'""  dn'  (ii/',  k) .  ik^ dw" 


—  lA;"  /    ^"A, .  dn'  (w'\  k)  dw'\ 


ou  plus  simplement,  en  ayant  égard  de  nouveau  è  la  valeur  (18) 
detj. 


446  —  148  — 


J"  =  — lA"  Adn»(ti?",  k)dw"  =  -'%k"  f  [\^kHï\\w'\k)\dw" 


tK 


=  _  ik"  r(K-^tK.-2K)  -  (  y^V'sn'Iw-,  <r)rfw"-   /*''sn'{i«".  /.) ./u,")] 

0  0  J 


=  __  ,-A"  [(tK,  —  K)  —  (J  -♦-  tJ,  —  2J)] 


D 


=  -  tA"  [i{K.  -  JO  -  (K  -  J)]  =  Ac"  [K,  -  J.  ^  i(K  —  J)]; 

d*où  Ton  conclura,  en  combinant  d'abord  la  dernière  de  ces 
égalités  avec  la  troisième  du  groupe  précédent  (52), 

(53)  y  =  A"(K.  -  J,)  ^-  i.k"(K  —  J)  =  A"(K,  -  J.)  +  iJ'/, 

et  de  là  ensuite,  en  permutant,  le  nouveau  groupe  d'égalités  : 

(54)  J-tJ.=.A(K;-j;),     J'-iJ;==/r'(Kr-j;').      J"-,j;'=^"(K,-U 

De  même  que  les  six  relations  (42)  et  (47)  entre  les  six  inté- 
grales de  première  espèce  seules,  les  six  dernières  (52)  et  (54) 
qui  contiennent  en  plus  les  six  intégrales  de  seconde  espèce,  se 
réduisent  de  nouveau  à  quatre  distinctes  seulement,  qui  fournis- 
sent en  conséquence  les  valeurs  demandées  des  quatre  intégrales 
non  canoniques  J',  i\,  J'\  i['  ;  car,  d'une  part,  les  premières  équa- 
tions de  chacun  de  ces  deux  groupes  (52)  et  (54)  étant  récrites 
ainsi  qu*il  suit 


(*)  En  effet,  si  Ton  fait  x  s  0  dans  U  formule  fondamentale  relative  à  la  fonction  de 
deuxième  espèce,  savoir 

Z(a:-i-2K)  =  Z(â;)-4-3J,  il  reste  Z(2K)s2J. 

[Voir  Hermite,  Note  sur  la  Théorie  des  Ftmctions  Elliptiques  (déjà  dtée  dans  la  note 
de  la  page  437),  à  la  page  84  de  ladite  Note}. 
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donneront,  en  tenant  compte  des  valeurs  (48)  de  K'  et  K\, 

k  k 

(55)     ^ 

ety  d*auire  part,  les  dernières  équations  des  mêmes  groupes  don- 
neront de  même,  ainsi  que  nous  Pavions  obtenu  en  premier  lieu 
tout  à  rheure,  et  eu  égard  à  la  valeur  (18)  de  A^, 

(56)  j;'  =  i(K~J),  r=i[K,-J.  +  i(K-J)l. 

Or,  ces  quatre  valeurs  étant  ainsi  obtenues,  il  est  bien  facile 
de  nouveau  de  s*assurer  qu*elles  vérifient  encore  identiquement, 
conjointement  avec  les  valeurs  (48)  précédemment  acquises  pour 
les  intégrales  de  première  espèce,  les  équations  du  milieu  de 
chacun  des  deux  groupes  (52)  et  (54),  équations  que  nous 
n'avons  point  fait  intervenir  dans  le  calcul  des  quatre  valeurs  en 
question  (55)  et  (56)  (*). 


(*)  En  effet,  si  l'on  effectue  la  substitution  de  ces  yaleurs  (48)»  (!i5),  et  (56)  dans  les  deux 
équations  en  question»  on  les  transformera  par  là,  quant  à  la  seconde  (5S),  dans  celle-ci 

*K-ij-t(tK,-ij.J  =  *T*,(K,-+-.K)-ilK.-J.-4-<(K-J){'], 
oa  en  ordonnant, 

(.,        (K_,K.,[*-,*'(*._ij]H-(j_.j.,[î--^|:]=o. 

et  de  même»  quant  à  la  seconde  (54)»  dans  la  suiyante 

«.-^J.-<[*K-ij-i(fcK,-^J.jl  =  *'r*.K-i(K-J)J. 

OU  bien  en  réduisant»  et  faisant  passer  tout  dans  le  second  membre. 


(57) 


(58) 
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En  résumé,  les  quatre  intégrales  de  première  espèce  non  cano- 
niques étant  déjà  données  par  les  formules  (48),  les  quatre  inté- 
grales correspondantes  de  deuxième  espèce  le  seront  de  même 
par  celles-ci  : 

r=i[K.-J.-*-i(K-J)],        >/«l(K~J). 

Ces  deux  groupes  d*expressions  résolvent  complètement  la 
question  que  nous  avions  en  vue  dans  ce  paragraphe,  à  savoir  le 
calcul  numérique  de  celles  des  douze  intégrales  complètes  (41) 
qui  ne  se  présentent  pas  sous  la  forme  canonique  ;  car,  pour  les 
quatre  premières  dont  les  modules  sont  canoniques,  les  deux  de 
première  espèce  étant  donnée  par  les  séries  très  connues 

tT        /I\«,,      /i.3\V,  /I.3.5...  .(2n-i)V,^  1 

K.=  ^  fi  .  (i)V  .  r^]\  .  ^  (1.5.5....(i«-.Y       ^ 1 

2L        W/  V2.4/  \      2.4.6 "In      I    '  J 


ou  encore,  en  multipliant  par  —  i, 

,S,  K[*-.v(A,-i)]-j[l*^']  =  0. 

Or,  il  est  bien  aisé  de  reconnaître  que  les  deux  coefficients  entre  crochets  qui  sont  les 
mêmes  dans  ces  deux  dernières  équations  {a)  et  (€)  sont  séparément  nuls,  car  Ton  a, 
comme  ci-dessus  dans  la  note  de  la  page  443,  successivement,  en  Tertu  des  premières 
relations  (43)  et  (6),  ainsi  que  de  la  yaleur  (18)  de  Ati, 

ilf  —  li*  f  *,  —  -\  -=  it  —  lAr'  -^-Ç-  =  k'^ik'k"k*  =  ik  (—  i  -♦-  kk^k")  =  0, 


^  -♦-  ^  =  r  -+-  ik'k"  =  r  f—  i -t-  itifit"  I  =0; 


i        ik'  _  1 


d'oU  il  suit  que  ces  mêmes  équations  (:c)  et  (g)  sont  vérifiées  identiquement,  ce  qui  établit 
précisément  le  fait  annoncé,  relativement  aux  équations  envisagées  [h%  ot  (54). 
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ti,  de  même,  les  deux  de  seconde  espèce  pouvant  être  représen- 
tées semblablement  à  Taide  des  expressions 

(59)    J-jiî,      j,  =  .3log^^1-(.-^-.<},)-^(c5-;i,)-r^(J-<35) 

2  n  0.4  5   <) 

dans  lesquelles  9  et  «),  désignent  respectivement  les  développe- 
ments (Pun  infini,  Tautre  fini,  de  n  termes  seulement)  (*), 


(60) 


«         AVll  6V2AI  HV2.iA\l 

"     2         4\-2/  ^n-^\<i.i (2/Î-4V 

1  ^^^^'  (^  •  ^ C^"  "■  ^^\\t 

"*"  5     i/i      \2.4 )2/i  — 2)/      "' 

les  valeurs  numériques  des  quatre  premières  quantités  (41)  étant 
supposées  calculées  à  Taide  de  ces  développements  (58)  et  (59)- 
(60)  avec  telle  approximation  que  Ton  voudra,  il  suflfira,  dès 
lors,  de  reporter  les  valeurs  ainsi  obtenues  dans  les  expressions 
en  question  (48)  et  (57)  pour  avoir  dans  les  mêmes  conditions, 
celles  des  huit  autres  quantités  (41),  qu'il  s'agissait  de  calculer. 

Nous  possédons  donc  désormais  tous  les  éléments  nécessaires 
i  rintroduction  dans  les  calculs,  à  la  place  des  coordonnées  recti- 
lignes,  de  nos  coordonnées  u,  v,  u;,  dans  les  conditions  où  les 
formules  de  iransformaiion  (11)  nous  les  présentent,  c'est-à-dire 
engagées  sous  des  fonctions  elliptiques  de  modules  respec- 
tif ib,  A',  k'\  et  nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  nous 
servir,  pour  ces  calculs,  de  toutes  les  formules  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  aussi  bien  celles  qui  ont  rapport  aux  fonc- 
tions de  seconde  espèce  que  celles  qui  concernent  les  fonctions 
de  première  espèce,  et  dans  Tun  comme  dans  l'autre  cas,   la 


(')  Hermite,  Note  sur  la  Théorie  des  Foitciionx  EUipttques  (citéi^  plus  haut  dans  la 
note  de  la  page  437),  pp.  8:S-84  de  cette  Note. 
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facilité  de  Tinterpréiation  numérique  des  résultats  de  ces  calculs 
nous  est  garantie  par  les  expressions  que  nous  venons  d'obtenir. 

L'importance  du  premier  $;:roupe  (48)  de  ces  expressions,  rela- 
tif aux  intégrales  complètes  de  première  espèce,  ressort  déjà  avec 
évidence  de  ce  fait  que  K'  et  K\'  marquent,  comme  nous  Pavons 
vu,  les  limites  respectives  des  variations  en  valeur  absolue  des 
coordonnées  géométriques  v  et  w'.  Nous  aurons  dans  la  suite 
Toccasion  de  constater  également,  sur  plusieurs  exemples,  Pinté- 
rèt  du  second  groupe  (57),  ou  ce  qui  est  la  même  chose»  des 
deux  séries  de  formules  (52)  et  (54),  relatives  aux  intégrales  com- 
plètes de  deuxième  espèce. 

Enfin  ce  premier  calcul,  préliminaire  indispensable  de  Tutili- 
sation  pratique  et  sûre  de  nos  coordonnées  u,  r,  ti;,  suffit  déjà  à 
lui  seul  pour  faire  comprendre  le  service  que  peut  rendre  dans 
cotte  théorie  la  permutation  circulaire  des  modules  réalisée  par 
nos  formules,  puisque  nous  avons  pu,  grâce  à  cette  seule  permu- 
tation, et  sans  avoir  recours  aux  formules  générales  de  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques,  résoudre  aisément  toute  une 
série  de  problèmes,qiii  semblaient  essentiellement  tributaires  de 
cette  théorie  beaucoup  plus  élevée. 

(Il*  Méthode.)  On  peut  encore  établir  les  mêmes  relations  en 
partari  de  la  définition  des  douze  intégrales  complètes  sous 
forme  d'intégrales  de  diiïérentielles  algébriques,  c'est-à-dire  des 
définitions  (39)  [ou  (14)]  et  (40),  et  les  transformant  à  l'aide 
de  changements  de  variables  convenablement  choisis. 

A  titre  de  confirmation  des  résultats  qui  précédent,  nous  allons 
les  retrouver  de  nouveau  par  cette  seconde  méthode,  en  ayant 
soin  de  considérer  successivement  les  mêmes  quantités  (41) 
encore  dans  le  même  ordre  où  nous  les  avons  déjà  envisagées 
tout  à  l'heure. 

A.  Pour  les  intégrales  complètes  de  première  espèce  K'  et 
K\'  (33)  et  (34),  dont  tous  les  éléments  sont  réels,  on  pourra  leur 
appliquer  Tun  ou  l'autre  des  deux  procédés  de  transformation 
suivants,  qui  nous  seront  également  utiles  en  vue  des  résultats 
subséquents. 
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a)  Pour  la  période  réelle  K' (35),  rappelant  les  valeurs  (13) 
et  (17)  de  k\,  ainsi  que  la  seconde  égalité  (S),  qui  donnent 

A:'  -4-  ^î  ==  1  ,  k'k''  «  Zl  «=  _  ^j,  ^  ^  k'ic'f  ^  0, 

nous  considérerons  la  transformation 


1/1  -  kîx 


i^t 


__Jf__,           .        ,                         l/l— Aï*'                A«/3p 
l/rrj^'  dz-A- j-^-j^, dx 


(1  —  A^x';î 


x'(l  -  klx*)  —  A-V ,  z'  =  (A'  +  kW) x\         X  — 


*i\  / .         .  *V  1  —  (A:î  -».  A')a;'        I  —  x' 

1  _  kW  i  -  kW  i  —  kW 


l/Jt'  -+-  fcîz» 


1       )fc'V  =  *      A"     *'*'  <-(Aî.hA"AV  1 

c/z  I  kdx  k,dx 


V/(i-«*)(i-A'V)      y/M-xM/      i      \(i~)^y)î      1/(1— x^)(1-^;x«) 

V  \i-A'îxVV1-AîxV 

laquelle  donnant,  diaprés  la  dernière  équation  de  la  seconde  ligne 
de  ce  tableau,  x  =  0  pour  2  c=  0,  et  x  =  1  pour  2  =  1,  four- 
nira dès  lors  immédiatement  la  valeur 

•/    1/(1  —  z*)(t~A:'V)        ^    1/(1— a;«)(|_^«x*) 

d*où,  en  permutant  les  trois  relations 

(62)  K'  =  ^K.,  K"  =  A'K;,  k  — ^"k;', 

qui  reproduisent  les  relations  déjà  trouvées  (43). 

6)  Si  Ton  aime  mieux  calculer,  à  la  place  de  K',  Tautre  inté- 
grale réelle  Ki'  (34),  Ton  pourra  prendre  à  cet  effet,  d*abord  la 
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transformation  réelle  (le  module  k'  étant,  on  s'en  souvient, 
purement  imaginaire),  basée  sur  la  valeur  (17)  de  k'*  qui  donne 
A"A;«  =  1 ,  savoir 


Vi-x 


t 


X» 


z= ,  dz=  —  ik' : ::^ dx 


VT^*  ^  -  -^^  (i  — xyî 


z"  [\  -  x«)  =  —  A'V,  z»  =  v^'  —  ^")-r%  X  = 


,.,,  / .         ,       ,         k'\'         I  -  x«  +  A''«T*      i  -  (  I  -  fc'*)x*       I  —  Ar;V 

(05)   \  I  —  X*  =  1   H =  = —  = 1 

»  i    -  X«  I  —  X*  1  —  X*  I    —  X* 

i    —  VV  =  \    -♦-   A/* ;  = ; J = -. 

i  —  X*  I    —  x'  I  —  X* 

dz  I  — ik'jix  — ik'.dx 


V(i-x*)(i-^rV)        //i-fe;vx/    I    \  (i  _^t)'i 


l/(i_x«)(i— ^;V) 


(64) 


laquellu  donnant  cette  fois,  encore  d*après  la  dernière  équation 
de  la  seconde  ligne  et  la  valeur  (18)  de  &;,  x  «=  0  pour  z  «s  0, 

A  A 

et  pour  z  =  1 ,  X  =    ^  =  —  s=  A,  fournira  donc  en  premier 

lieu  la  valeur  ' 

'•*  c/x 


V/(|_x*)lt— A-,'*») 


Puis  faisant  alors,  dans  la  seconde  intégrale,  en  tenant  compte 
encore  une  fois  de  la  valeur  (18)  de  k\, 

X 

(65)  y  =  k'iX  =  -'  x'^ky,  dx'=kdyy 

K 

Ton  obtiendra  de  nouveau,  eu  égard  à  la  dernière  égalité  (6), 
cette  autre  expression 
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c*e8t-à-dîre  la  troisième  des  relations  précédentes  (62),  de  laquelle 
on  déduirait  encore,  comme  tout  à  Theure,  les  deux  autres. 

B.  Semblablemeni  pour  les  périodes  imaginaires  telles  que 
iKl,  partant  de  la  définition  de  droite  (14)  pour  K',,  savoir 

/•'  dx 

^     i.^(i_x*)(i-/c;v) 

dans  laquelle  le  radical  est  supposé  pris  avec  la  détermination 
positive,  nous  appliquerons  à  cette  intégrale  la  transformation 
très  simple,  basée  sur  la  valeur  (18)  de  ki^ 


|..rj 


X       *z=^.,. 

dx  =—  kdz ,                z 

X 

=  -  =  fc'.x, 
k 

1 

'     pourx=0>          Z' 

—  0,               pourx<=  1, 

'==!' 

dx 

kdz 

,         i/(i-x')(i 

-A;V;       l/(|_ÉV)(1 

-2») 

par  Teffet  de  laquelle  cette  intégrale  deviendra  : 

/••  dx  fk  kdz 

^       V\\  —  x*Hl— ^iV)     •/       \/(i—z*)(\  —  ^V) 

^J      V/(l— 0(l  — A«z*)     /       V/(l  — «')  1  —kV)] 

Or,  le  radical  étant  pris  positivement  par  hypothèse  dans 
toutes  ces  intégrales,  il  résulte  immédiatement  des  définitions 
(39)  et  des  conventions  admises  à  leur  sujet,  relativement  aux 
déterminations  des  radicaux  qui  y  figurent,  que  les  deux  dernières 
de  ces  intégrales  représentent,  sans  aucune  ambiguïté  de  signe, 
la  première  la  quantité  K,  et  la  seconde  la  quantité  —  tKf  ;  c*est- 
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à-dire,  qu'en  faisant  abstraction  du  membre  intermédiaire,  Ton 
aura  Tégalité 

d'où,  en  multipliant  enfin  par  t,  la  première  des  trois  relations 

C-  On  pourra  de  même  obtenir  les  relations  qui  contiennent 
les  intégrales  complètes  réelles  de  seconde  espèce,  en  employant 
de  nouveau  Tnn  ou  Tautre  des  deux  procédés  de  transformation 
auxquels  nous  avons  eu  recours  un  peu  plus  haut  (pp.  451-452), 
pour  celle  de  première  espèce. 

a)  Tirant  des  définitions  de  gauche  (39)  et  (40),  dans  les- 
quelles le  radical  est  supposé  pris  avec  la  détermination  positive, 

/•*  dz  r*  k''z*dz 

-/     1/(1— jz*)(l— t'V)     c/      i/(i^z*){i—k'*z^) 


/•                                dz 
(i  -  ^  V) 
l/(l-x«)(l 


k'h^ 


(66) 


appliquons  à  cette  intégrale  réelle  la  transformation  (61),  déjà 
considérée  à  Toccasion  de  l'intégrale  K';  les  deux  dernières 
lignes  de  ce  tableau  nous  donneront  évidemmeat,  cette  fois,  les 
limites  de  z  étant  de  nouveau  0  et  1  comme  «lors,  Texpression 

J  i/(i«2«)(i— ^'V)    /     <— A;îxV(1— x^(l-« 


(*)  Cette  intégrale  est  bien  finie  et  déterminée,  car  des  quatre  infinis  de  son  élémenti 
le  seul  compris  dans  les  limites  de  l'intégration,  savoir  r  «  i,  est  de  Tordre  d'infinité  i  * 
et  quant  aux  deux  autres  x  »  :i=  r-  dont  l'ordre  d'infinité  est  | ,  le  module  k  étant  cana- 
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le  radical  qui  figure  dans  cette  dernière  expression  étant  donc 
pris  encore  avec  la  détermination  positive. 

Partant,  d*autre  part,  de  la  définition  de  droite  (40)  de  la 
quantité  tJf  »  dans  laquelle  le  radical  est  supposé  pris  cette  fois 
avec  la  détermination  négative,  savoir 


(67)  ij.  «y 


•jt  kH'dt 


i/(t  -_r)(^—^«/«) 


appliquons  à  cette  intégrale  la  transformation  suivante,  dans 
laquelle  nous  ne  considérerons  que  des  valeurs  positives  de  z, 


1  L' 


V^i-A-iV  '  (1— *îz»)f 


l/f— 1 

|»(l_*r;z')=l,  t'-i=k]l'.z\  z p— , 

«I» 

>«)\  °°  1— Aï?'"'      i-AJz'  î— *««'' 

_     ,  _    _      A*      ^  <  -  t-y  -  A'  _  (i-A-»)-<cîz*      h\  (1  -  g») 

dt  1  A-îzrfz  dz 


V/()_<«)(1_W)       .  //-Aîz'\/Aîf<-z')\  ( I  —  *îz')î       l/— (I— z')(i_A;z»)' 
et  qui  donne,  encore  d'après  la  dernière  équation  de  la  seconde 


Â  Â     1/  Â  irw 

ligne,z =0  pour  / -=3l,  et  pour  «=  |la  valeurz  =  j  — =^  =  1  ; 


**ï 


les  première  et  dernière  équations  de  ce  tableau  fourniront  donc 


nique,  ib  Mnt  éTidemment,  aussi  bien  que  le  quatrième  j*  =  —  i,  situés  eo  dehors  du 
champ  d'intégration.  (Voir,  si  l'on  Teul,  Jordan,  Court  d'A  nalyse  de  VÈcole  Polytechnique, 
Tome  11,176.  page  85) 
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alors  pour  Tintégrale  ci-dessus  (67)  rexpression 

le  radical  étant  donc  encore  supposé  pris  négativement;  c est-à- 
dire,  sous  forme  explicite,  en  introduisant  de  nouveau  la  déter- 
mination positive  du  même  radical,  en  vue  de  faciliter  la  compa- 
raison avec  les  résultats  qui  précèdent, 

et  par  conséquent,  en  divisant  par  t,  puis  comparant  à  la  der- 
nière expression  (66),  la  détermination  du  radical  étant  alors  la 
même  de  part  et  d*autre,  on  trouvera,  sans  ambiguïté  de  signe, 
Pégalité 

(69)  h  —  k'l    =kAK'^y\. 


J      (1-A-îz*)îl 


1/1 -z« 


d'où,  en  permutant,  les  trois  nouvelles  relations  : 

(70)         J,  =  /c(K'-J'),        l\^k'{^'-\"),        j;'  =  ^"(K— J). 


6)  On  les  retrouvera  également,  en  employant  les  deux  trans- 
formations successives  dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  pré- 
cédemment (page  452)  pour  calculer  l'intégrale  de  première 
espèce  Kj',  savoir  :  en  appliquant  d*abord  la  première  transfor- 
mation (63)  à  la  valeur  de  la  quantité  analogue  de  deuxième 
espèce  Jj'  que  Ton  déduit  immédiatement  par  double  permutation 
circulaire  de  celle  (69)  obtenue  tout  à  Theure  pour  J|,  c*est-à* 
dire 

J    (i_a;'V)U-'i  -  «' 
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le  radical  étant  par  conséquent  encore  supposé  positif,  transfor- 
mation qui  donnera  cette  fois,  eu  égard  aux  deux  dernières  lignes 
de  ce  tableau  (63),  les  limites  de  z  étant  encore  les  mêmes  que 
pour  la  quantité  précitée  Ki'(64),  cette  autre  valeur 

,     .  ^  /'*       1                       dz                           r^                      —ik'.dx 
-»it"*  / s^lc*'*  /    (1  —  x") î 

J     l-A:;'Vv/(4.  z»)!!— ifc'/V)  •/  l/(i-.x«)(i-^;V) 

puis,  cela  fait,  en  appliquant  de  même  à  ce  résultat  la  seconde 
transformation  (65),  laquelle,  en  tenant  compte  de  la  première 
relation  (6),  qui  donne  —  î**'*"  =  1 ,  fournira  la  nouvelle  expres- 
sion 

-ifc"*/    ([      /-V)— -  —^^ikk'k'\k"  /    _L__^±X_ 

eu  égard  à  la  détermination  supposée  positive  du  radical  dans  les 
deux  dernières  intégrales  :  ce  qui  est,  en  ne  considérant  que  les 
membres  extrêmes  seulement,  la  troisième  des  relations  déjà 
obtenues  tout  à  Theure  (70). 

D.  Pour  les  intégrales  complètes  imaginaires  de  deuxième 
espèce,  en6n ,  appliquons  encore  au  module  k'  les  définitions 
(39)  et  (40),  qui  donnent 

•/       V/(i  —  z^i  (i  —  /r^z»)  '  '/      1/(1  —  z«j  {\  —  k'^z^)  ' 

dz  _.        rtc  k'*z^dz 


/'IP  dz  ,        r* 


/       \/(\  —  z*)  (\  ^  k'^z^)  '{       V/(i  -.2«j(i— A'V) 

la  détermination  du  radical  étant  d*après  nos  conventions  la 
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même  pour  les  deux  expressions,  séparément  dans  ehaeune  des 
deux  lignes  que  nous  venons  d*écrire  ;  nous  obtiendrons  dès  lors, 
en  retranchant  membre  à  membre,  respectivement  dans  chaque 
ligne,  les  égalités 

K._j._  /"    "-'•'•■'^ /"'^ÎE^,.. 

./      1/(1  _  i«)  (  I  _  k'*i*)      J         V  \—z* 

0  * 

J        V[\  -  z*)  (1  —  k'*z*)     J  V\—e 

le  radical  inférieur  étant  supposé  pris  positivement  dans  la  pre- 
mière ligne,  et  négativement  dans  la  seconde.  D*où  il  suit,  qu*en 
multipliant  ces  deux  suites  d*égalités  respectivement  par  t  et  —  t, 
puis  faisant  abstraction  des  membres  intermédiaires,  ce  qui  les 
changera  dans  celles-ci 

0  I 

dont  la  seconde  deviendra,  étant  récrite  comme  la  première  avec 
la  détermination  supposée  positive  des  deux  radicaux, 

I 

Ton  aura  donc,  sans  aucune  ambiguité  de  signe,  avec  cette  déter- 
mination positive  des  radicaux,  en  ajoutant  à  la  première  des 
égalités  précédentes,  et  réunissant  en6n  les  deux  intégrales  qui 
ne  diffèrent  alors  que  par  les  limites. 


(71) 


i       

/F  v/i  —  t'y 
i————dz, 
1/1-*' 
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Cela  posé,  rappelant  les  valeurs  (15)  et  (17)  de  A:.*,  appli- 
quons maintenant  à  cette  intégrale  la  transformation  purement 
imaginaire,  dans  laquelle  nous  n*envisagerons  que  des  valeurs 
positives  de  ty 

*V  =1-1*,  l*=  1  ~  *'V,  t  =  \/\  —  ifc'V, 

A'*    ^         A»         ""  A'»  A'« 


(72)     yyY-F^\/     ^^'     n_y/=r^V^^i^)_y^ii^ku^y 


kk' 


\ 


I  ^-----— -  rfz  =  i  7"; —  =  -  , 


laquelle  donnant,  toujours  d  après  la  dernière  équation  de  la 
seconde  ligne,  ^  «■  1  pour  2  =  0,  et  ^  =  0  pour  z  =»  p,  trans- 
formera dès  lors,  sans  aucune  incertitude  encore  quant  aux 
signes,  Tintégrale  en  question  (71),  dans  laquelle  les  radicaux 
sont  supposés  pris  positivement,  dans  Texpression  suivante 

^      *  i/riri*        •/    -f-tV(i~o(i— *'0 

et  par  conséquent,  on  aura,  en  reportant  cette  expression  dans 
XVII  ii 
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légalité  précédente  (71),  et  renversant  les  deux  membres, 

j»fe[K;-j;-t-i(K'-j')], 

d*où,  en  ayant  égard  au  groupe  précédent  (70),  et  permutant 
encore  une  fois,  le  dernier  type  de  relations  : 

j— /j,=a-(k;— j;),      j'— tj;=A'(K;'-j;'),      j"— tj;'=A-"(K— k 

Notre  seconde  méthode  nous  a  donc  bien  conduit,  ainsi  que 
cela  devait  arriver,  sans  aucune  incertitude  à  aucun  instant  quant 
aux  signes,  exactement  aux  mêmes  résultats  que  la  première 
méthode. 

Expression  de  l'élément  dé  masse  (ou  de  volume)  dans  les  trois 

SYSTÈMES  :  des  COORDONNÉES  ELLIPTIQUES  X,  |UL,  v;  DES  COORDONNÉES 
TIIERM0MÉTR1QUES  U,  V,  W  ;  ET  DES  COORDONNÉES    CONIQUES    DU    SECOND 

ORDRE  U,  Vy  ET  T.  —  La  réalité  et  les  conditions  pratiques  de 
remploi  de  nos  nouvelles  formules  de  transformation  (10)  ou 
(It)  étant  désormais  assurées,  il  ne  nous  reste  plus  qu*à  en 
montrer  Futilité  par  des  exemples,  choisis  de  telle  sorte  qu*ils 
se  prêtent,  pour  certains  cas  particuliers,  à  des  vérifications 
faciles.  Cest  ce  que  nous  allons  faire  à  présent,  en  choisissant 
pour  ces  exemples  un  genre  de  questions  qui  se  présente  dans 
toutes  les  sciences  d*application,  à  savoir  le  calcul  d*intégrales 
triples,  telles  que  celles  qui  expriment  la  masse  ou  les  moments 
principaux  d'inertie  en  Mécanique,  les  quantités  de  chaleur  ou  la 
dilatation  totale  d'une  masse  donnée  en  Physique  Mathéma- 
tique, etc.  (*). 

Pour  cela,  il  nous  sera  nécessaire  de  posséder  tout  d'abord 
l'expression  de  l'élément  de  volume  analogue  à  dxdydz  dans 
ledit  système  de  coordonnées  ti,  t;,  u;;  mais  comme  le  meilleur 


(*)  Voir,  par  exemple,  les  équations  (i4)  et  (SO)  du  Chap.  I  de  cet  Ouvrage,  et  aussi 
notre  ÉTUDE  sur  le  mouvement  permanent  des  FLUIDES  {Thè$e  de  Mécanique,  4874), 
pp.  î27,  en  haut,  et  44-45. 
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moyen  d*apprécier  justement  la  facilité  procurée  pour  les  calculs 
en  question  par  ce  nouveau  système  de  coordonnées  consistera 
évidemment  à  recommencer  les  mêmes  calculs  avec  les  autres 
systèmes  actuellement  employés,  et  à  comparer  la  suite  et  le 
développement  correspondants  de  ces  divers  calculs,  nous  allons 
chercher  en  même  temps,  afin  de  nous  permettre  une  semblable 
comparaison,  l'expression  analogue  de  Télément  de  volume  dans 
les  deux  systèmes  précédemment  envisagés,  savoir  celui  des 
Coordonnées  Elliptiques  >,fx,v,  et  celui  des  Coordonnées  Coniques 
du  Second  Ordre  ti,  w,  ei  r. 

\^  (Coordonnées  Elliptiques).  —  Rappelant  encore  une  fois 
que  ces  coordonnées  ne  sont  autre  chose,  par  définition,  que  les 
trois  fonctions  4>;  W,  U  déterminées  dans  notre  Chapitre  IV, 
avec  la  particularisation  de  la  constante  d  qui  figure  dans  nos 
résultats  par  Thypothèse  d=l,  les  formules  (73)  et  (74)  de  ce 
même  Chapitre  nous  donneront  dès  lors,  avec  ce  changement  de 
notation  et  cette  supposition,  pour  les  trois  quantités 

H.  =  Ar'A,  K.  =  AfV,         J4  =  Ar'v, 

déjà  considérées  relativement  à  ce  système,  les  expressions 

n 

Avec  ces  valeurs,  les  éléments  de  normale  aux  trois  surfaces 
coordonnées  étant,  comme  dans  les  formules  (19)  de  notre 
Chapitre  I, 


(')  Nous  désignons,  à  la  Térité,  deux  de  ces  quantités  par  les  mêmes  lettres  K|  et  J| 
qui  nous  ont  déjà  servi  pour  deux  des  intégrales  complètes  envisagées  dans  le  para- 
graphe précédent;  mais,  le  Lecteur  étant  prévenu,  il  ne  saurait  se  produire  en  aucun 
endroit  des  calculs  qui  vont  suivre,  aucune  confusion  de  notations,  entre  ces  deux  couples 
de  quantités  représentées  par  les  mêmes  symboles. 
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rélément  de  volume  aura  donc  pour  expression,  en  employant 
de  nouveau  la  notation  (115)  de  notre  Chapitre  V, 


dndn'fin"  =  H,«rfx.K,îrfA*./i«rfv  =  (H,K,/,)i//ArfA*rfy 


II 


4       A*)      '*      f(f*)       ■* 


/■(-)    J 


dxdfjcdv 


L(2')' 


•e   rfA 


fw  m  M 

dfjL        dv 


r 


dkdfjid 


V  ' 


2    l//-(A)  1/Aa*)  l/7W 


et  par  conséquent,  si  Ton  fait  attention  que  le  produit  6  peut 
aisément  être  présenté  sous  forme  de  déterminant,  ainsi  qu*ii 
suit 

1  ,     A  ,     A« 

(74)       e  =  — ['/u  — v)A«-4-(v~A)^«^(A  — A*)v«]=      1,      M,      A*' 

et  que  Ton  convienne  de  désigner  par  D  la  densité  du  corps. 
Ton  aura  dés  lors  pour  Pélément  de  masse  cfJB  cette  première 
expression  : 


(75) 


''^  =  ^1 


dx 


IW 

d/LL 


Xdx 

fJLd/JL 


A*</A 


Ma 


1//-{a.)  \/Â^)  l/^) 


;y 


vay 


i^f(.)        \/TQ) 


v^dv 


^M 


s**  {Coordonnées  Thermométriques). —  Désignant  de  même  par 
H„  K„  J„  les  quantités  analogues  dans  ce  système  à  H,  K,  J,et 
à  H|,  K|,  J|,  c*esl-à-dire  les  expressions 


II, — Ar'w,       K,  =  Ar*r,      J,  «  Ar*ti7, 
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qui  donneront,  en  comparant  les  valeurs  du  même  élément  d*are(/«, 
soit  avec  les  coordonnées  <p,  ^,  or,  soit  avec  nos  coordonnées  n,t;,u;, 

nous  aurons  donc,  en  raisonnant  de  nouveau  exattemcnt  comme 
nous  Pavons  fait  à  la  fin  de  notre  Chapitre  IV  pour  les  quantités 
précédentes  H|,  Ki,  Ji,  et  tenant  compte  des  définitions  (1  )  de  ti,  v,  k;, 

et  nous  en  conclurons 

les  valeurs  des  quantités  H,K,  J/étant  les  expressions  (69)  du 
Chapitre  IV,  dans  lesquelles  <I>,  T,  Il  doivent  être,  eu  égard  au 
changement  de  notation  rappelé  tout  à  Theure  dans  le  numéro 
précédent,  remplacés  par  X,  jui,  v,  c*est-à-dire»  par  conséquent,  les 
quantités 

H  =  6y  (y  —  X)  (A  -  A*).  K  =r«  (A  -  fz)  (,i  —  v), 

J  =  «6  (^  —   y)  (v  —  A). 

En  reportant  alors  ces  valeurs  dans  les  égalités  précédentes, 
nous  en  tirerons  donc  pour  la  première,  par  exemple,  en  tenant 
c>ompte  des  valeurs  (67)  et  (74)  dudit  Chapitre  IV,  ainsi  que  des 
définitions  (2)  (.'e  celui-ci, 

H  ey 

9  i    « 


fm' 


a 


=  -; ' (v-A)(A-^)=  (v-A)(A-A*); 

rr         s  na 

et  du  moment  que  nous  avons  reconnu  è  la  fin  du  Chapitre 
précédent  que  Ton  pouvait,  sans  restreindre  en  quoi  que  ce  soit 
la  généralité  des  résultats,  supposer  la  constante  (/=1,  Ton  voit 
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donc  que  nous  obtiendrons  de  cette  façon  définitivement  les  trois 
valeurs 

n  i  m 

dans  lesquelles  >,  fz,  v  tiennent  lieu,  pour  abréger,  respectivement 
des  trois  fonctions  de  n,  t;,  te;  définies  par  les  égalités  (3),  et  qui 
correspondent,  avec  cette  acception,  aux  trois  expressions  (73)  de 
H«,  K|,  J|  obtenues  tout  i  Theure  pour  le  système  des  Coordon- 
nées Elliptiques. 

Avec  ces  valeurs,  les  éléments  de  normale  aux  trois  surfaces 
coordonnées  étant  encore,  comme  tout  à  Pheure, 


dn  =  Ar*«.rfti  =  Hft.du  , 


dn'  =  Ar*  v.dv  =  K,« .  di; , 
dn"  =  Ar*ii7.dti?  =  /f«.  dw^ 


réiément  de  volume  sera  donc  semblablement 


dndn'dn 


ft 


H,«  du .  K,«  dv .  J,«  dw 
i 


I7^n    : 


[ 


i 


il  (a*  -  y?  (^ 


(H,KsJ,)i(/(idvdii7 

\i 


~  X)»  (A  -  mA 


dvdvdw 


e 


l/7vv 


(yu — y)  (v — A)  (a— /t«)  I  dudvdw^^^  — zLdudvdw^ 

J  l/G 


en  faisant  usage  de  nouveau  de  la  notation  (70)  du  Chapitre  IV. 
Si  donc  Ton  prend  encore  pour  le  produit  6  Texpression  déjà 
introduite  tout  à  Theure  (74),  et  que  Ton  désigne  encore  par  D 
la  densité  du  corps,  Ton  voit  ainsi  que  Télément  de  masse  sera 
représenté,  dans  notre  système  de  coordonnées  u,  t;,  u;,  par  cette 
autre  expression,  analogue  è  (75), 


(77) 


dM 


D 
\75 


du  ,  A(/ei  ,  AVti 
dv  ,  fidv ,  fj^dv 
dw ,       vdw ,       y^dto 


(«) 
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X,f/y  V  tenant  lieu  cette  fois,  pour  abréger,  des  trois  fonctions  (3) 
des  coordonnées  u,  v^  w. 

3®  {Coordonnées  Coniques  du  Second  Ordre.)  —  Enfin ,  nous 
aurions  semblablement  Texpression  de  Télémenl  de  volume, 
dans  le  système  des  Coordonnées  Coniques  ti,  v,  r,  défini  par  les 
formules  ci-dessus  (32),  en  calculant  les  valeurs  des  trois  quan- 
tités analogues  à  H,  K,  J  dans  ce  système,  savoir 

valeurs  que  Ton  conclurait  aisément  de  Fcxpression  de  Télé- 
ment  d'arc  ds  è  Taide  des  mêmes  procédés  qui  nous  ont  permis 
de  déduire  lesdites  formules  (32)  comme  limites  des  formules 
précédentes  (10)  relatives  au  Système  Ellipsoïdal  (*),  car  c'est 


(')  En  effet,  il  résulte  des  valeurs  obtenues  tout  à  l'heure  (76j  pour  le  système  des  Coor- 
données Thennométriques  u,  V,  Wf  que  le  carré  de  l'élément  d'arc  aura  pour  expression  dans 
ce  système 

i  \  1 

n"  /*  m* 


fi  i  1  dw* 


Partant  de  là,  l'on  remarquera,  d'une  part,  qu'en  faisant,  comme  dans  l'équation  (Si), 
(g)  »  =  ikti/  — KJ,  d'oU  dv=zkdv\ 

auquel  cas  l'on  aura,  par  la  première  formule  (S6)  :  sn  (v,  A^  ~  —  en  {v*,  Ar|),  les  deux  pre- 
mières équations  de  gauche  (8],  qui  pourront  s'écrire  tout  aussi  bien 

1  =  — a«-i-/*sn«(M,  A:),  ^  =  — 6*-4-m«sn«(v,  k") 

donneront,  eu  égard  aux  premières  égalités  {%  et  (5), 

1  — ^=s  — (o«  — 6*)-*-/*8D«(i4,  it)  — m«sii*{t7,  k') 

=  —  /•-«-/«  sn«  (m,  k)  -  m»  li  —  sn«  (v',  k,)] 

=  —  (/"  -i-  m») -^  /•  sn*  (tt,  k) -4-  m*  sn*  {tf,  kj 

r        /•  m«  1 

=  n«    1  -*.  —  sn»  (tt,  *)-♦-  —  sn»  {v\  *,)  , 
L        «•  w"  J 

c'est-à-dire  que  l'on  aura,  en  tenant  compte  encore  des  valeurs  (3)  de  k*  et  (46)  de  A-f, 
(T)  a  — /t»  —  n«N.  N  «  l  -  Af«  sn«  (ti,  *)  —  *•  sn«  (©',  A-,). 
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ainsi,  Ton  s^en  souvient,  que  nous  avons  obtenu  ces  mêmes 
quantités  dans  notre  Mémoire  sur  CEmploi  des  Coordonnées 
Curvilignes  (pp.  79-80)  pour  le  système  des  coordonnées  >.,  fx,  r. 


D'autre  part,  la  troisième  équation  de  gauche  (8)  donnant  successif  ement,  en  ayant  égard 
aux  valeurs  {%  de  m'  et  n*,  ainsi  qu'à  la  valeur  (3)  de  k'**, 

V-+-C*  .  V-4-C*        1   ^   .       ^  — (v-i-a*) 

n*   V  -+-  c'         1                                      V  -♦-  6* 
dn*ir=arl— Ar"«sn«M?  =  H •    = — [m«-4-(vH-c«)]=5s       , 

puis,  tirant,  par  le  moyen  de  ces  valeurs,  de  la  différentiation  de  la  même  équation  (8), 

dv  -B  /t'.â  sn  w CD  w  dn  w dWj 

y  •*-  c*    —  (v  -t-  a*)    y  -¥•  b* 

dv'  =  n* ,  A  f^n*  w  en*  w  tïtr  w  dw*  ^=  n*  .4 . . ,dw* 

n*  «•  m* 

dw* 

m* 
l'on  en  déduira  la  valeur 

dw*  i  cfv* 


m"  4  (v  -t-  a")  (v  H-  6«)  (v  -f-  c«) 

de  sorte  qu'en  substituant  les  valeurs  (y),  (6),  et  (c?)  dans  l'expression  obtenue  en  premier 
lieu  U),  celle  ci  deviendra  : 

L  /*  J       4  (y  H- a")  (v -t- 6«)  (v -I- c*) 

Cela  posé,  si  l'on  y  change  encore,  comme  plus  haut  (p.  423),  a<,  b*,  c*,  1,  m,  et  v  en  (f*a<, 
€«6«,  f*c*,  é*i,  €*/!,  r*,  comme,  eu  égard  à  la  valeur  (3)  de  **,  elle  se  trouvera  trans- 
formée par  là  dans  la  suivante 

L  A-*  J      4  (r*-4-»»a«j(r«-t-i*6*)(r*-«-eV) 

il  est  bien  clair,  qu'en  faisant  enfin  dans  cette  dernière  «  «  0,  et  remplaçant  en  même 
temps  N  par  sa  valeur  de  définition  (r),  cette  égalité  se  réduira  définitivement,  en  effaçant 
alors  l'accent  de  t^,  à  la  suivante 

d'où  l'on  conclura,  par  conséquent,  pour  le  Système  des  Coordonnées  Coniques  u,  v,  r,  les 
valeurs 

H,  =  K,  =  r«tl— A*sn*(u,  A;)  — A:»  SD*(t?,  AJ],  J,  =  l, 

qui  reproduisent  exactement  celles  que  nous  allons  obienir  un  peu  plus  loin,  à  l'aide  d'un 
autre  procédé  plus  rapide.  • 
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qui  ne  diffère  du  système  aeiuellement  envisagé  u,  v,  r  quen  ce 
que  les  premières  ne  sont  pas  des  coordonnées  thermomé- 
triques. Toutefoisy  le  calcul  sera  plus  simple  et  plus  rapide  dans 
le  cas  actuely  en  déterminant  directement  ces  quantités  H3,  K3,  J3 
à  Taide  des  formules  de  définition  du  système  considéré  (33),  et 
nous  servant  à  cet  effet  des  trois  dernières  formules  de  la  note 
de  la  page  23  de  notre  Chapitre  I  (page  34). 

En  effet,  les  formules  précitées  (32)  donnant,  étant  différen- 
tiées  en  ti, 

(ix 

—  =s  r.cn(ii,  A) du  (w,  A').dn(y,  A,), 

dy  ^  _ 

-7-  =  r.[—  dn(ii,  k)  sn  (m,  A:)]. en  (v,  A,), 


I 


dz 

---=r.r — /c*sn(«i,  i)  en  (u,/c)J.sn  (w,  A*,), 
du  ■■ 


si  Ton  élève  au  carré  ces  trois  dernières  égalités  ,  et  qu  on  fasse, 
pour  un  instant,  en  vue  d*abréger  les  écritures,  comme  à  la 
page  246  du  Chapitre  III, 

(78)  sii(ti,A:)=U,  sn(v,  A:,)  =  V, 

puis  qu'on  les  ajoute  ensuite  membre  à  membre.  Ton  obtiendra 
de  la  sorte,  en  vertu  des  formules  précitées 

=ar\[\  -U')(i  —  A-»U*).(!-.fcîV«) 

^  r«.  (I  —  A"'U')  Vi\(\  —  V*)  ^  r*.^*U*  (i  —  U*) .  V» 

^  (U«  —  A'U*)  (1  —  V*)  -^  (k'\}^  -  ^U*)  V*], 
c'est-à-dire,  en  réduisant,  puis  ordonnant  par  rapport  à  U  et  V, 
H,=  r«[l  -A'U'-  A-ÎV'-*- jA-î(i  -♦-  k*)  —1  -+.it*|U'V» 
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expression  dont  les  deux  derniers  coefficients  sont  nuls»  car  I  on 
trouve  aisément 

itî(i  4-A')— i-+.A'*=itî-*-it'(A-î-i-it')— i=itî  +  )t«— i  =0, 
k]k^^k'  ^  it*  =  A«(Ai-+.A'«  — 1)  — 0, 

et  qui  se  réduit,  en  conséquence,  à  Tune  ou  à  Tautre  des  deux 
expressions  suivantes 

H,  =  r*  (i  —  A*U'  —  A;;v^  =  r«  [(1  -  A'U*) -4-  (i  —  ^V)  —  i], 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  définitions  (78)  de  U  et  V,  simplement 
à  celles-ci  : 

H,  =  r*  I  «  —  A»  811»  (w,  A)  -  A'î  sn'  (»,  kM 

(79)  {  ,  1 

^  ^       =-r*[dn«(u,A)-*-dn»{v,A,)  -  «]. 

Pour  avoir  de  même  Texpression  du  second  coefficient  K^,  il 
ne  sera  pas  nécessaire  de  recommencer  ce  calcul,  car  ces  der- 
nières expressions  auxquelles  nous  venons  d'arriver  pour  H^  ne 
changeant  pas,  de  même  que  les  formules  originaires  (33),  lors- 
qu'on y  change  à  la  fois  u  en  v,  et  k  en  k^,  représentent  dès  lors 
aussi  bien  la  valeur  dudit  coefficient  Kj  «»  Ar*t^-  Enfin,  les 
mêmes  formules  (33)  qui  sont  linéaires  et  homogènes  en  r, 
donnant  par  conséquent 

dx       i  dy  dz       \ 

dr       r  dr       ^  dr       r 

il  en  résulte  immédiatement  pour  le  troisième  coefficient  Jj  la 
valeur  évidente 

et  réiément  de  volume,  en  conséquence,  sera  représenté,  dans  ce 
système  de  coordonnées,  par  l'expression 

dn dn' dn"  =  Hjî  du . Kj»  dv .  Jj»  dr  =  Hj du  dv.dr. 
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de  laquelle,  en  la  multipliant  par  la  densité  D,  et  tenant  compte 
alors  des  valeurs  trouvées  tout  à  Theure  (79)  pour  H3,  Ton 
déduira  par  suite  Texpression  correspondante  de  Télément  de 
masse  sous  Tune  ou  Tautre  des  deux  formes 

l  (IM  =  D .  r«  [1  —  A'  sn«  (m ,k)-^k\  sn*  (v ,  A,)]  r/u dv dr 
\  =  D.r'[dn'(M,A-) -t-dn'(v,*,)— Ijrfurfurfr. 

Semblablement  le  produit  plus  simple 

(81)  dndn=^^^*du.¥iiUv=>^^dudv 

représentera  Télément  de  surface  sur  la  sphère  de  rayon  r,  et 
conduira,  en  particulier,  par  une  intégration  immédiate,  à  une 
expression  que  nous  voulons  signaler  de  Taire  S  découpée  sur 
cette  surface  par  deux  cônes  de  chaque  famille  u  et  t;,  c*est-à-dire 
celle  comprise  entre  les  surfaces  coordonnées  ti^  et  v^  d*une 
part,  et  t'i  et  v,  d*autre  pal^t. 

En  effet,  il  est  bien  clair  que  Ton  obtiendra  Taire  en  question 
en  intégrant  ledit  élément  (81)  entre  les  limites  U|  et  ti)  pour  ti, 
et  vi  et  ^2  pour  r,  c*est-à-dire  entre  les  limites  constantes  et 
données  pour  chacune  des  quadratures  relatives,  soit  à  ti,  soit  à  v, 
opération  dont  le  résultat,  en  prenant  pour  H3  la  première  des 
valeurs  (79),  sera  dès  lors  représenté  par  la  formule 

S  =  /  "•/"%'  [1  —  A'«  sn«  (w,  ^)  —  ^î  sn'  (v,  k,)]  du  dv 
jgg     /         =  rM    /      du./      dv —  /      dv.t      k*sn*(u,k)du 


P,  U( 


^n^du  .r'''k\%ïï'(vX)dv 


«'i 


c'est-à-dire,  en  faisant  usage  de  la  notation  abréviative  très  con- 
nue 
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que  Ton  obtiendra  pour  cette  aire,  {^expression  simple  et  remar- 
quable : 

(83)  S  =  r*  [(u);  (t;)î  -  (v)\  [Z (ti .  A-)]î-(u)î  [Z  (v ,  A-.)]^] . 

Comme  vérification  de  cette  formule,  remarquons  qu  elle  devra 
fournir  Taire  de  la  portion  de  la  surface  de  cette  sphère  comprise 
dans  Tangle  trièdre  des  coordonnées  positives,  c'est-à-dire  la 
huitième  partie  de  la  surface  totale  de  la  sphère,  aire  partielle 
que  nous  désignerons  par  (S),  en  assignant  à  la  variation  des 
coordonnées  u  et  v  séparément  toute  Tamplitude  dont  elle  est 
susceptible  pour  les  valeurs  positives  des  coordonnées  x,  y,  z, 
c'est-à-dire,  eu  égard  aux  observations  présentées  dans  un 
paragraphe  précédent  (page  433),  en  faisant  u,  ==U,  U2=  K, 
t?|  «=  0,  t;2=  K|,  hypothèses  d'où  résulteront  les  valeurs 

(i/)î  =  K,  |Z(fi,A')|î  =  [Z(ii,A")|î  =Z(K.A'), 

(t;)î==K,,  [Z(t;,^.)]î=[Z(r,A'.)Jo"*=Z(K,,A-,)» 

auquel  cas  cette  formule  (83)  deviendra  : 

(84)  (S)  =  r'  I KK,  —  K,  Z(K,  A)  —  K  Z(K|,  ^,)  |. 

Or,  si  Ion  substitue  alors,  pour  les  fonctions  elliptiques  de* 
seconde  espèce,  à  la  notation  précédente,  qui  est  celle  de  Jacobi, 
la  notation  antérieure  de  Legendre,  ayant  alors,  comme  on  sait, 
pour  les  intégrales  complètes 

D 

E(A:)  =  K  —  Z(K,  A),  E(A:,)  =  K,  —  Z(K„  k,). 


(')  La  première  de  ces  deux  égalités  n'est  que  la  iiaduction.  soit  dans  un  mode  de  nota- 
tion, soit  dans  l'autre,  de  l'identité 


dx 


/* dx /^«  /^x*Ux 

1/(1— a:*)(l— ik«ï«i    •/ 


et  de  même  pour  la  seconde,  rn  y  changeant  seulement  Ar  en  ilr|. 
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Ion  en  conclura,  en  premier  lieu,  par  une  combinaison  facile, 

K,E(A-)  +  KE(A',)  =  !2KK,  —  K,Z(K,  A-)  —  K  Z(K,,  A-,), 

et  de  là,  en  faisant  à  présent  le  même  changement  de  notation 
pour  les  intéRrales  complètes  de  première  espèce,  à  l'aide  des 
égalités  K  =  V(k)  et  K-i  =  F  (ky),  cette  seconde  relation  : 

F(A-i)E(A')-i.F(^)E(A-,)-.F(^)F(A-4)=KK4— K,Z(K,Ar)— KZ(Ki,fc,). 

■/expression  obtenue  tout  à  Theure  (84)  sera  donc,  étant 
écrite  avec  les  notations  de  Legendre, 

(85)         (S)  ^  r*  [F{^)  E(A-,)  -♦-  F  (A',)  E(A')  -  Fl^)  F(A'0]  «  %», 

ainsi  qu*on  devait  le  trouver,  car  Ton  a,  en  vertu  d*une  formule 
connue  du  Traité  des  Fonctions  Elliptiques  (*)  : 

F(^)E(A'.)  ^.  F(^,)E(A:)~  F{Ar)F(A-0  =  ^ 

La  formule  obtenue  ci -dessus  (82)  étant  étendue,  ainsi  que 
nous  venons  de  le  faire  à  tout  Tangle  trièdre  des  coordonnées 
positives,  représente  sous  ces  conditions,  traduite  dans  notre 
système  de  notation ,  la  formule  finale  du  §  CI V  des  Leçons  sur 
les  Fonctions  Inverses  (page  134),  mais  elle  est  infiniment  plus 
claire,  comme  Ton  voit,  à  cause  qu*elle  ne  renferme  que  des 
éléments  analytiques  connus,  circonstance  qui  nous  a  permis,  en 
premier  lieu,  Taccomplissement  effectif,  réalisé  par  la  formule 
suivante  (83),  des  quadratures  simplement  indiquées  par  la 
formule  en  question  (82),  puis,  en  second  lieu,  sa  vérification 
immédiate  mise  en  évidence  par  la  dernière  formule  (85),  opé- 
rations qui  échappaient  aussi  bien  Tune  que  Taulre,  avec  les 
types  de  transcendantes  adoptés  par  Lamé  pour  la  définition  de 
ses  Coordonnées  Thermométriques. 

(*)  Legemdre,  Traité  des  Fonctions  Elliptiques,  Tome  I,  Chapitre  XII,  page  61. 
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Application   des  coordonni^es   thermométriques    ti,   v,  w  ao 

CALCUL  D*INTÉGRALES  TRIPLES  ANALOGUES  A  CELLES  QUE  L*ON  REN- 
CONTRE EN  MÉCANIQUE.  —  Lcs  éxprcssions  de  l*ëlémenl  de 
volumeyet  par  suite  aussi  de  I  elémeni  de  masse,  que  nous  venons 
de  donner,  permettent  de  ealeuler  à  la  fois  dans  les  trois  sys- 
tèmes de  coordonnées  curvilignes,  successivement  envisagés  tout 
à  rheure,  les  intégrales  triples,  relatives  à  un  corps  homogène 
quelconque,  telles  que 

kJf/JB,        ^xdM,        ^x^dMy     ...     ^yzdM,    ... 

qui  serviront  à  la  détermination  de  la  masse ,  du  centre  de  gra- 
vité, des  moments  ou  des  plans  principaux  dlnertie  de  ce  corps, 
à  Taide  de  celui  de  ces  systèmes  que  Ion  aura  choisi ,  en  rem- 
plaçant à  la  fois  dans  ces  diverses  sommes  les  coordonnées  x,  y^  z 
par  Tune  des  valeurs  fournies  par  les  équations  (9),  (10),  ou  (33), 
en  même  temps  que  Télément  djB^  par  Texpression  relative  à  ce 
système,  puis  effectuant  ensuite  Tinlégration  dans  toute  I  étendue 
du  corps. 

L*emploi  simultané  de  ces  trois  systèmes  de  coordonnées  à  un 
même  calcul  de  ce  genre  démontrera  dans  beaucoup  de  cas, 
croyons-nous,  la  supériorité  du  système  de  coordonnées  u,  t;,  u;, 
que  nous  proposons  pour  tenir  lieu  de  celui  de  Lamé,  et  qui 
réunit  seul  les  trois  avantages  que  nous  avons  signalés  au 
début  du  présent  Chapitre.  Nous  ferons  ressortir  encore  mieux 
cette  supériorité  en  déterminant  complètement,  par  le  moyen 
de  ces  coordonnées,  une  classe  d^intégrales  triples  analogues, 
mais  d'un  ordre  plus  élevé,  savoir  celles  qui  rentrent  dans  les 
types 


K^x'^dM,  l5(y- 


(86)  kJx-t/JB,   ^[yzY^'^'dM, 


Texposant  a  étant  un  entier  positif  quelconque,  et  le  volume 
envisagé  étant  choisi  de  telle  sorte  que,  comme  pour  le  calcul 
précédent  qui  nous  a  conduite  la  formule  (82),  les  limites  d*in- 
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tégration  soient  encore  constantes  pour  les  trois  variables  simul- 
tanémenty  hypothèse  qui  équivaut  évidemment  à  prendre  pour 
ce  volume  le  parallélipipèdc  cui*viligne  découpé  par  trois  couples 
de  surfaces  appartenant  chacun  à  une  famille  coordonnée  diffé- 
rente, ainsi  que  dans  le  calcul  précité. 

La  simplification  introduite  par  cette  hypothèse,  aussi  bien 
avec  Tun  des  systèmes  de  coordonnées  qu'avec  Pautre,  sera  de 
double  nature,  et  permettra,  sans  trop  de  peine,  de  pousser  jus- 
qu'au bout,  pour  l'évaluation  de  sommes  telles  que  celles  (86)^ 
le  développement  effectif  des  calculs,  qui  seraient  sans  cela  d'une 
extrême  complication. 

En  effet,  dans  les  formules  précitées  (9)  ou  (10),  l'expression  « 
de  chaque  coordonnée  rectiligne  étant  composée  de  trois  facteurs 
dépendant  exclusivement  chacun  d'une  coordonnée  différente 
fi,  V,  w,  ou  \  /x,  V,  il  en  sera  évidemment  de  même  des  coeffi-. 
ci^nts  a*  ou  (j/jz^^*  de  l'élément  différentiel  rfj©,  dans  chacune 
des  sommes  (86).  Or,  cet  élément  pouvant  être  pris,  d'après  les 
formules  (75)  et  (77)^  sous  la  forme  d'un  déterminant  dont 
chaque  ligne  ne  dépend  que  d'une  seule  coordonnée  curviligne, 
il  en  sera  donc  évidemment  de  même  des  produits  tels  que 

ac^rfJB {yz)'^'^dM^y  qui  s'offriront  en  conséquence  sous  la 

forme  de  déterminants  dont  chaque  élément  sera  composé  de  trois 
facteurs  ne  dépendant  chacun  que  d'une  seule  coordonnée,  et 
qui  pourront  ainsi  être  représentés  par  des  sommes  telles  que 

(87)  2  (A(/A .  M(U .  Nrfv),       ou  bien         ^  (Urfu .  \dv .  Wdw) , 

suivant  que  l'on  partira  des  expressions  (9)  et  (75),  ou  bien  de 
celles  (10)  et  (77). 

Cela  posé,  les  limites  de  l'intégration  étant  constantes  par 
hypothèse  pour  chacune  des  coordonnées  curvilignes,  il  est  bien 
clair  que  le  résuhat  de  la  triple  intégration  ou  l,  fx,  y,  ou  ti,  v,  ti', 
opérée  sur  les  expressions  précédentes  (87),  sera  figurée  de  la 
même  façon  par  celles-ci 

2  (  y      ArfA.  A"  Mrf/u. /^  *Nrfy],     ou        ^{f''*\^du.r\dv.n*^diÀ. 


Vé  Wt 
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c'est-à-dire  encore  par  des  déterminants  dont  tous  les  éléments 
seront  les  résultats  de  quadratures  effectuées  séparément  par 
rapport  à  une  seule  variable,  et  dont  chaque  ligne  ne  comportera 
de  nouveau  que  des  quadratures  relatives  à  la  même  coordonnée 

Ainsi  donc,  réduction  des  intégrales  triples  à  des  intégrales 
simples,  et  mise  en  évidence  de  prime  abord  des  résultats  sous 
forme  de  déterminants,  de  manière  à  pouvoir  profiter,  pour  leur 
évaluation  définitive,  des  nombreux  procédés  de  calcul  propres 
à  ce  puissant  instrument  analytique,  telles  sont,  comme  on  le  voit, 
les  simplifications  qui  résulteront,  pour  les  calculs  que  nous  nous 
proposons  d*effectuer^  de  la  délimitation  très  particulière  du 
volume  auquel  nous  supposerons  expressément  que  s*étendront 
nos  intégrations. 

De  là,  pour  chaque  cas,  deux  séries  d'opérations  entièrement 
distinctes.  Tune  de  calcul  intégral,  l'autre  simplement  algébrique, 
que  nous  allons  accomplir  successivement,  et  qui  feront  ressortir, 
aussi  bien  Tune  que  l'autre^  les  avantages  pratiques  de  nos  coor- 
données fl,  v,  w. 

Détermination  des  quadratures  auxquelles  se  ramènent  les- 
DiTES  INTÉGRALES  TRIPLES.  —  En.  vuc  dc  faciliter  fout  à  l'heure 
autant  que  possible  l'une  et  l'autre  de  ces  deux  opérations,  nous 
substituerons  provisoirement  comme  variables,  pour  le  calcul 
de  l'une  des  intégrales  de  chaque  type  (86),  à  nos  coordon- 
nées u,  t;,  k;  elles-mêmes,  les  fonctions  très  simples  de  ces 
variables 

o 

(88)      ;>  =  / . sn  (fl,  A),         9  -=»  d=  / .  dn  (v,  k'),        r=db  in  en (u?,  fc"), 

avec  la  condition  expresse  de  prendre  exclusivement  dans  les 
deux  dernières  de  ces  définitions  le  signe  supérieur  ou  le  signe 
inférieur,  suivant  que  la  variable  correspondante  v  ou  w  sera 


(*)  Le  Lecteur  verra  un  peu  plus  loin  comment  l'on  se  trouve  amené  tout  naturellement 
à  ce  changement  de  variables. 
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elle-même  positive  ou  négative.  On  reconnaîtra  plus  loin  Putilité 
de  cette  distinction  de  signe  dans  ces  définitions. 

Toutefois  ces  mêmes  définitions  appellent  nécessairement  deux 
observations  essentielles. 

En  premier  lieu,  à  la  vérité,  les  nouvelles  variables  que  nous 
venons  d^introduire  ne  satisfont  pas  entre  elles  (*) ,  quant  aux 
équations  qui  les  définissent,  à  la  loi  de  permutation  circulaire 
constamment  observée  par  nous  jusqu*ici,  à  laquelle  nous  sem- 
blons  ainsi  renoncer  provisoirement.  Mais  ce  défaut  apparent  se 
trouve  racheté,  comme  on  le  verra,  par  un  avantage  très  grand 
pour  le  calcul  effectif  des  déterminants  sns-mentionnés,  dont  nous 
nous  proposons  de  trouver  Tex pression. 

Cet  inconvénient, d'ailleurs,  qu'on  est  naturellement  amené  à 
leur  reprocher  au  premier  abord,  ne  constitue  pas  en  réalité  une 
pierre  d'achoppement  pour  la  réalisation  du  programme  que  nous 
nous  sommes  tracé,  car  il  est  bien  clair  qu'une  intégrale  de 
chaque  type  (86),  en  particulier,  étant  supposée  obtenue  à  Taide 
des  variables  auxiliaires  p,  7,  r,  rien  n'empêchera  d'exprimer  de 
nouveau  à  ce  moment,  par  la  substitution  des  valeurs  (88),  le 
résultat  en  question  à  Taide  des  variables  primitives  u,  v,  w, 
lesquelles  permettront  alors,  pour  le  calcul  des  autres  intégrales 
du  même  type,  la  permutation  circulaire  que  nous  avions 
escomptée  comme  Tun  des  avantages  principaux  de  ce  système 
de  coordonnées  pour  la  réalisation  des  calculs  liés  à  la  considé- 
ration de  trois  axes  coordonnés. 

En  second  lieu,  il  résulte,  il  est  vrai,  de  la  convention  posée 
au  sujet  du  signe  qu'il  faudra  prendre  dans  lesdites  expres- 


(*)  Nous  disons  entre  elles,  car  il  est  clair  qae  l'on  pourra  aussi  bien,  lorsque  l'on  t 
U^QTera  un  avantage  quelconque,  introduire  simultanément  deux  autres  séries  de  variables 
aoiiliaireSy  déduites  de  celie-ci  par  permutation  circulaire  de  tous  les  éléments  qui  y 
flforent,  savoir 


1 


p'  «11180(1?,   *'),  q'  *=d:iiidn(ti7,  Àr"),  r*  -=±  t7cu(t«,  *), 

p"=  nsD  (w.  Âr").  ç"  =dbn  dn(t«,  *  ),  r"  «  ifc  tmcn  (»,  JP). 


et  qui  jmieront  évidemment  an  r6Ie  analytique  complètement  analogue. 
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sions  (88)  de  q  et  de  r,  que  ces  variables,  considérées  comme 
fonctions  de  t;  cl  de  w,  subissent  Tune  et  Tautre  une  discontinuité' 
manifeste  pour  la  valeur  0  de  ces  coordonnées;  car,  lorsque 
celles-ci  passeront,  en  croissant,  par  la  valeur  0,  il  résulte  de 
celte  convention  que  la  variable  q  sautera  brusquement  de  — lk[ 
à  +  //ri,  et  la  variable  r  sautera  semblablemcnt  de  —  ta  à  +  m  : 
en  sorte  que  Ton  peut  craindre  au  premier  abord  que  cette 
discontinuité  ne  crée,  en  général,  un  obstacle  irréductible  à  rem- 
ploi de  ces  variables  auxiliaires  pour  l'opération  de  Tintégration 
triple  que  nous  avons  précisément  en  vue.  Il  nous  faut  donc, 
avant  d'aller  plus  loin,  indiquer  d  abord  comment  Ton  devra  s'y 
prendre  dans  chaque  cas  pour  éluder  cette  grave  difficulté. 

Dans  cette  pensée,  marquons  sur  le  plan  des  yz,  par  les  chiffres 
1,  2,  3,  4  placés  dans  Tordre  amené  par  une  rotation  directe 
(c'est-à-dire  de  y  vers  z),  les  quatre  régions  de  ce  plan  séparées 
par  les  axes  coordonnés  ;  puis  considérons  ces  quatre  régions 

commcs  les  bases  ou  sections  médianes  de 
quatre  prismes  parallèles  aux  x,  infinis 
dans  les  deux  sens, et  embrassant  ensemble 
des  lors  tout  l'espace,  lesquels  seront,  avec 
ces  conventions ,  suffisamment  définis  par 
les  mêmes  numéros  1,  !2,  3,  4. 

Cela  posé,  il  est  bien  clair  à  présent  que 

toute  intégrale  triple,  telle  que  O  F  (u,  t\w)dudvdw^  F  (u,  v,  ii?), 
désignant  une  fonction  continue  quelconque  des  trois  coordon- 
nées ti,  i\  w,  loule  intégrale  semblable,  disons-nous,  supposée 
étendue  à  un  volume  tel  que  les  limites  de  v  ou  de  Wy  correspon- 
dantes à  ce  volume  pour  l'opération  de  l'intégration  triple,  soient 
Tune  négative  et  l'autre  positive,  pourra  toujours  être  décom- 
posée en  quatre  sommes  partielles,  correspondant  chacune  à  une 
portion  du  champ  d'intégration  ou  volume  donné  comprise  en 
entier  dans  l'un  des  quatre  prismes  que  nous  venons  de  définir, 
selon  que  l'indique  Pégalité  suivante  : 


z 

N 

2 

1 

0 

y 

3 

i 
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S/'«i    /'t'a     /'w* 
F(i/,  V,  w)dudvdw  ==  /        /         /       F(f<,  v,  w)dudv(li 


(88"*)    '  ~/        /        /     ^^^'^^^^^^  -*-  /       /       I       Vdudvdw 

/•««    /^«'*     /•"  /^«'«     /^"t     /^"s 

/        /     Fdudvdw  -*-   /        /        /       Fdudvdw. 

Or,  dans  chacune  de  ces  quatre  sommes  partielles^  pour 
retendue  des  coordonnées  t;  ou  k;  qui  y  est  envisagée,  les  deux 
variables  auxiliaires  ç  et  r  sont  alors  Tune  et  l'autre  des  fonctions 
continues  de  ces  coordonnées.  En  admettant  donc  que  la 
fonction  ^{p,  q,  r\  dans  laquelle  se  sera  transformée  la  fonction 
F(u,  t;,  vo\  soit  elle-même  une  fonction  continue  des  variables 
p,  9,  r  entre  les  limites  correspondantes  aux  limites  données 
de  Uy  Vj  w^  dans  ces  conditions,  disons-nous,  rien  ne  fera  plus 
obstacle  à  Femploi  desdites  variables  auxiliaires  p,  q,  r  pour  le 
calcul  de  chacune  des  quatre  sommes  partielles  en  particulier,  et 
par  conséquent,  en  suivant  cette  voie,  à  celle  de  la  somme  totale 
proposée  elle-même. 

Nous  supposerons  donc  dans  toutes  les  applications  que  nous 
allons  présenter  que  Ton  ait  effectué,  toutes  les  fois  qu'il  en  sera 
besoin,  la  décomposition  que  nous  venons  de  spécifier. 

Gela  posé,  Ton  déduira  immédiatement  des  définitions  (88) 
des  variables  p,  9,  r,  et  (3)  des  modules  A:,  A:',  k'\  en  ayant  égard 
en  outre  à  la  relation  de  gauche  (5),  en  premier  lieu,  ces  autres 
valeurs 
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en*  ti  «=  1  —  sn*  M  —  1  —  •=•  =  — z —  ' 
/onv  f*    P*  p'       n*-*-p' 

dp  =  lcnudnu.du^l  (  ±:-t  V^/*  -  pM(±  -  */«'  +  p*J  .  du 

—  d=il/(r  — p*)(n'  +  p»).rfii; 
II 


?'- 


(90) 


l  sn*» 

(     ^9 


9»— r 


cn'r  =  1  — 


■*  f 


fw*  m' 

±.  l(  —  fc**  sii  t?  en  r) .  dv 


m' 


m' 


^'•tK^'^^K^Î'^^^^)"" 


j^(P-r){n*'*'q').dv; 


r'  =  (di  iny  en*  «?  =  —  w'  (\  —  sn*  tr)  =  —  n*  -+-  #i'  sn*  ir, 


n^ 


sn'  07  = 


n' 


dn'ir  =  i  —  A'"sn«U7  =  i  -h  — 


n*  fi«  -*.  r» 


m'      n* 


=  i 


m'  -♦-  n'  -*-  r* 


(9«) 


m' 


n*  -«-  r' 


m' 


{/r  sa  d:  tn( —  dnw sn U}).dw 


in  (=fc  ~  1^—  P  -♦-  f*)(±lv^n«-4.r').dti) 


ifc- »^(r— r*)  (n'-+- r").</ti?; 
m 
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d'où  Ton  conclura  9  en  vertu  de  la  dernière  équation  de  chacun 
de  ces  trois  groupes,  pour  les  différentielles  du,  dv^  dw,  les  trois 
expressions,  de  même  forme,  à  un  facteur  constant  près, 

±:  ndp  ,  ±  Ida 

du  —  — -— -— • f  dv 


•2) 


l/(/*  _  p*)  (n*  ^  p«)  V{P  —  9«)  {n*  -+.  9") 

±:mdr 
atr  — 


i/(/«_r«)(fi*-*-r») 


Puis,  en  second  lieu,  par  le  moyen  des  formules  (10),  et  en 
ayant  égard  de  nouveau  à  la  valeur  (3)  de  k'\  ces  deux  suites 
d^égalités,  dans  lesquelles  les  doubles  signes  sont  expressément 
ceux  introduits  par  les  définitions  (88)  des  variables  q  et  r, 

i  — t 

)3)      x=slsnu,dnv  cnw=»Y-r-Jsnu,ldnv.incnw^=a- — .p  (±:ç).(dbr), 

f.tit  i.ft 

y^samsn  vdn  tt7cn  u .  nsu  irdn  ucn  vsa  tnit.dn  ti  en  u .  en  vsn  o .  dnii;sn  ti; 
=  —  •  dn  u  en  ti .  ( —  fc"  en  v  sn  v) .  ( —  du  w  sn  w) 

ri 

'  \  mn     dsnu    ddnv    dcnw  i      d.lsnu    d.ldnv    d.incnw 

—  m'      du        dv         du;        ^im       du  dv  dw 


m     du    \     dv/    \     dwl 


c*est-à-dire,  par  conséquent,  finalement  les  deux  expressions 

=F  I  dbi  dp  dq  dr 

^    '  In  '^^  ^  m    du  dv  dw 

le  signe  supérieur  correspondant  dès  lors  manifestement  à 
rhypothèse  de  la  concordance  des  signes  dans  les  deux  expres- 
sions (88)  de  q  et  de  r,  c  est-à-dire,  d*après  nos  conventions,  à 
celle  des  signes  des  coordonnées  t;  et  u;  elles-mêmes,  et  le  signe 
inférieur  étant  de  même  expressément  relatif  à  celle  de  la  dis- 
cordance des  signes  entre  les  mêmes  variables. 
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Enfin,  en  troisième  lieu,  en  retranchant  deux  à  deux,  Tune  de 
Tautre,  eelles  des  équations  (8)  qui  contiennent  la  constante  a' 
dans  leur  premier  membre,  Ton  obtiendra  ces  nouvelles  égalités 

IJL  —  y  c=  a'  -4-  A*  —  (a*  -♦-  y)  =  f  dn*  r  —  (tn)*  en*  w  =  g* —  r* , 
y  —  A  =  o*  H-  y  —  (a*  H-  A)  =  (m)'  en*  ti? —  /■  sn*  m  «=r  r' —  p' , 
A  —  A«=a*-4- A  —  (a*-+-fA)  =»      Tsn^M—      /*dn*i?  =p«— ç*, 

d*où  Ton  conclura  dès  lors,  pour  le  produit  6,  cette  nouvelle 
expression  de  même  forme  en  />*,  7*,  r*  que  la  précédente  (74) 
en  X,  |x,y,  savoir  : 

(95)      e  =  (p-v)(v-A)(A-;*)  =  ((/*-l*)(r^-p«j(p«~,*;=       i,   7*-   ?* 

Ces  résultats  préliminaires  étant  acquis,  revenons  maintenant 
à  nos  sommes  proposées  (86),  que  nous  conviendrons,  pour  plus 
de  facilité,  de  représenter  par  les  notations 


(96) 


li«»  ^  Ox«c/jlB  .  J'«»  =  ^[yzf^^^dM , 


et  de  même  pour  les  quatre  autres  analogues,  issues  de  celles-là 
par  la  permutation  des  trois  coordonnées  x,  y,  z.  Et  nous  propo- 
sant de  calculer  à  la  fois  les  six  sommes  représentées  par  ces 
deux  types  pour  le  volume  particulier  que  nous  avons  défini, 
occupons-nous  tout  d*abord  du  second  de  ces  types,  dont  le 
calcul. mettra  tout  de  suite  en  évidence  le  très  grand  avantage 
de  nos  variables  ;i,  9,  r. 

A.  \lniégrah  JJ^'^j.  A  cet  effet,  remarquant,  d*une  part,  que 
la  seconde  expression  de  la  première  ligne  (93^^*)  donnera,  étant 
élevée  au  carré,  puis  en  ayant  égard  aux  valeurs  (89),  (90), 
et  (91), 
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}/*z*  =  mW.  dn*  u  en*  u  .en*  w  sn*  v .  cin*  w  sn*  w 

.  .  fi*-*-  p«  r— p'    —  n*—  û*  o*  —  /»    —  /*  H-  r«  n«-4-  r* 
s.  mVr, ' —  . — — 


n' 


m' 


m' 


114' 


n" 


—  1 


nous  ferons,  quel  que  soit  t, 


(97) 


T  =  (/*  —  I*)  (n*  H-  /*)  =  /V  ■*-  (/*  —  /,«)(*  —  «*, 


et  nous  conviendrons,  en  vue  d*abréger  les  écritures,  de  repré- 
senier  par  P,  Q,  R,  ce  que  devient  ce  trinôme  T  lorsqu'on  y  écrit 
successivement  p,  q^  r,  à  la  place  de  t  :  auquel  cas  Tégalité  pré- 
cédente s'écrira  simplement,  h  Taide  de  ces  notations,  ainsi  que 
de  la  quantité  G  déjà  réintroduite  plus  haut  (page  464)  : 


i,V«^PQR=|--^l  PQR. 
"^^  ml/G 


D'autre  part,  en  tenant  compte  de  nouveau  de  l'expression  de 
droite  (94),  de  celle  (76**'")  de  Télément  de  volume,  et  de  la 
dernière  valeur  (95)  de  6,  l'on  trouvera  pareillement  celle-ci 


yz  djtb  =  y« .  D  dn  dn'dn"= 


àzi  dp  dq  dr      D 


m  du  dv  dw   y/Q 


I,   r«.    r» 


dudodw 


iD 


m 


l/G 


».  P\  P' 
I,  f,\  ?' 
»,    r\     r* 


dp  dq  (Ir  = 


±iD 


m 


l/G 


dp,  p*dp,  p^dp 
dq,  q*dq,  q'dq 
dr^      r^dry      r^dr 


de  telle  sorte  que,  par  le  moyen  de  ces  deux  dernières  suites 
d'égalités,  la  seconde  des  sommes  (96)  se  présentera  sous  la 
forme 


AHi 
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(98) 


Ji«>=0(y 

-S 


z)'"''dM 


=  S  (yur. 


ifci 


ta 


»M 


l/G 


p«Qa||« 


tD 


ni 


l/G 


#/r,     r"dr,      r*</r 


-S 


/ 


tee+l 


\m 


l/G 


D 


c'est-à-dire  sous  celle  d'un  déterniinanl  dont  les  différents  élé- 
ments seront  des  intégrales  simples  prises  entre  des  limites 
constantes  données»  puisque  par  hypothèse  celles  de  u,  v,  w  le 
sont  elles-mêmes,  d'après  les  considérations  exposées  un  peu  plus 
haut  (pages  473-474),  en  sorte  que  Ton  aura 


(99)       Jf>  = 


m 


— 3         D 
|/G/ 


/R«f/r,    /R«r*c/r,    fWr'dr 


les  intégrales  qui  formeront  les  éléments  de  ce  dernier  détermi- 
nant étant  toutes  des  intégrales  définies  dont  les  limites  seront 
respectivement  pour  chaque  ligne  les  quantités  pi  etp^i,  q^  et  q^^ 
r^  et  r,,  correspondant  aux  limites  données  ti|  et  u^,  V|  et  v^^ 
u)|  et  te;),  en  vertu  des  égalités  de  définition  (88). 

Dans  l'expression  (99)  que  nous  venons  d'obtenir,  le  double 
signe  qui  figure  dans  le  premier  coeflicient  constant  étant  intro- 
duit par  l'égalité  de  droite  (94),  a  donc  expressément  la  même 
signification  que  dans  cette  égalité,  c'est-à-dire  que  le  signe  supé- 
rieur se  rapportera  ainsi  exclusivement  au  cas  où  les  deux  coor- 
données V  et  w  seront  de  même  signe,  et  le  signe  inférieur  au 
cas  où  elles  seront  de  signes  contraires. 

Chacune  des  quantités  P",  Q",  R"  étant  entière  en  p,  q^  r, 
toute  difficulté,  quant  à  l'intégration  proprement  dite,  a  donc 
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ainsi  disparu,  et  la  question  se  trouve  ramenée  par  le  fait  à  un 
simple  ealcul  algébrique,  à  savoir  celui  qui  consistera  à  déve- 
lopper d*abordy  puis  à  ordonner  suivant  la  puissance  de  tf  la 
puissance  entière  a  du  trinôme  T(97)»  c'est-à-dire  à  calculer 
les  divers  coefficients  du  développement 

(100)        T«  =  Ao  H-  A|/«  H-  Ait*  H-    ...  -f-  Ato-|/**"'-H  A«„l*«, 

que  nous  obtiendrons»  sans  trop  de  peine,  en  opérant  comme  il 
suit. 

Partons   de  la   formule  connue,  pour  Texposant  entier  et 
positif  n, 

0 

(a  H.  6  ^  cr  «  2  -; ^'^'^  " a«/iV, 

1  m2  al  .^  ..•..  o.  I  .  A 7^ 

cette  somme  étant  formée  en  prenant  de  toutes  les  manières 
possibles  les  trois  exposants  entiers  et  positifs  a.  S,  y  sous  la 
condition  aH-S-f-y  =  n,et  avec  la  convention  que  lorsque 
l'on  attribuera  la  valeur  0  à  Tun  de  ces  exposants.  Ton  écrira 
pour  ce  même  exposant  1  à  la  place  de  0  au  dénominateur  du 
coefficient  numérique  du  terme  envisagé.  Nous  trouverons  donc, 
sous  CCS  conditions,  ea  écrivant  ax^  au  lieu  de  a,  et  bx  à  la  place 
de  6,  pour  le  développement  de  (ax^-HÔx-f-c)",  la  formule 

(ttJi*  -♦-  hx  -¥■  c)"  =  2à  — 5 Tl^ z : (ax*j*(ox)  V 

-^  «!6!r! 

en  adoptant,  pour  simpliCer  récriture,  la  notation  abréviative 
1 .2.3.  ...  m  sa  m!  ;  et,  par  conséquent,  si  nous  posons 


(*)  Voir,  si  l'on  veut,  les  Leçom  d'Algèbre  de  Lefebure  ue  Foobcy,  7*  édition  (iStt), 
page  i8i. 
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le  coeflicient  A>i  du  terme  général  sera  représenté  par  la  nouvelle 

2a*  6    c^ 
n!  ------  »  formée  celte  fois  en  prenant  de  toutes 
a!  6!  r! 

les  manières  possibles  les  deux  exposants  entiers  et  positifs  a  et  6 
sous  la  condition 

2«  -+-  6  «- 1  ou  6  =  i  —  2« . 

laquelle  donnera,  par  conséquent, 

en  sorte  que  ladite  somme  pourra  être  écrite,  sous  forme  con- 
densée, l'argument  a  recevant,  par  liypolhèse,  toutes  les  valeurs 
entières  depuis  0  jusqu'à  ^  ou  ^^,  suivant  que  t  sera  pair  ou 
impair. 


002)  JU,=.2''î^;r 


tt 


a!    (l  — l'a)î   (w  — t  -t-a)! 


étant  entendu  alors,  quant  aux  dénominateurs  des  différents 
termes  de  cette  somme,  que  lorsque  Texposant  a  recevra  la 
valeur  0,  c  est  dans  le  seul  premier  dénominateur  a!  que  Ton 
devra  écrire  1  à  la  place  de  0,  et  non  dans  les  deux  suivants 
qui  tiennent  lieu  de  S!  et  de  7!,  la  même  convention  que  devant 
étant  d'ailleurs  maintenue  pour  ces  deux  derniers  dénominateurs 
relativement  aux  facteurs  6  =  1  —a  et  y^^^n — t -+•  a  eux-mêmes. 
D'ailleurs,  de  même  que  pour  la  formule  du  binôme  dont  il 
est  issu,  les  2/i-f-1  coefficients  du  développement  (101)  se  ramè- 
neront très  aisément  aux  n  +  1  premiers  d'entre  eux,  qu'il  sera 
en  conséquence  seuls  nécessaire  de  calculer.  Car  si  nous  dési- 
gnons, pour  un  instant,  par  (oHoi)  ce  que  devient  le  coefficient  Jk. 
lorsque  l'on  y  permute  les  deux  lettres  a  et  c,  on  aura  donc, 
d'une  part,  en  tenant  compte  ù  la  fois  de  la  formule  (101)  et  de 
cette  dernière  définition,  le  développement 

(cx*-^-6x-*-a)"«(JUa)-i- (Jbi)x-f- -♦-  (JUjx*-*- -h  (oIIî>4.«i)x*''*-+-(oId,.)xi,, 
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OU,  en  changeant  x  en  ^ , 

(I               I               Vu                                          à                                        A  J  I 

e— -v6-H-  uj  =«(oll>o)-»-(<A>i)-H fr-(<A>.)— -^ -^(«*>t.-i)-if:7-^(oiU„)— » 

et  enfin,  en  multipliant  par  x*", 

développenient  dont  la  comparaison  avec  celui  de  Pexpression 
identique  (101)  d*où  nous  sommes  parti  fournira,  par  consé- 
quenty  les  égalités 

(105)  cil>,^  =  (ol»o) ,      <J^>i--l  =  (c^i)»    <A>t»-é  =  (c^.)i    

qui  ramèneront  dès  lors  le  calcul  des  Sn  +  1  coefficients  dUi  à 
la  possession  desn  -f- 1  premiers  JUq»  ^i  »  <^it  —  <^n  seulement. 
Pour  tenir  compte  de  cette  remarque  et  simplifier  autant  que 
possible  récriture  des  résultats  qui  précèdent,  nous  mettrons 
alors  Tcxpression  (102)  du  coeflicient  général  <A>i ,  en  y  écrivant; 
comme  indice  à  la  place  de  a,  et  tenant  compte  de  la  significa- 
tion du  symbole  ml,  sous  la  forme  équivalente 

en  faisant 


(105)       JId,=  2  — 


7  (i  -^  ^)0'  -^  2) (7  -+-  f*  ^  .)  ;!  (1-^2/)!  j\ 

et  comme  Télément  de  cette  dernière  somme  olU»  est  symétrique 
en  a  et  c,  Ion  aura  donc  ainsi  à  la  fois,  en  vertu  de  la  définition 
même  du  symbole  (Jloi), 

d  où  résultera  par  conséquent,  par  les  égalités  précédentes  (103), 
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la  forine  très  simple  et  très  symétrique  des  diverses  égalités  (104) 

qui  fournit  Texpression  définitive  des  coefficients  demandés  de 
la  formule  générale  (101). 

Pour  faire  usage  à  présent  de  ces  résultats  pour  le  développe- 
ment (100)  qui  nous  intéresse  dans  la  question  proposée,  con- 
venant de  faire  désormais,  en  vue  d*abréger  récriture  des  résul- 
tats ultérieurs, 

(107)  9*  =  l'n\  A  =  r  — w«, 

notations  qui  donneront  alors  pour  notre  quantité  T  (97)  Tex- 
pression  simple 

(108)  T  «  9* -h /*/•  —  ^*, 

pour  avoir  le  développement  demandé  (100)  de  Texpression  T", 
il  suffira  de  faire,  dans  les  formules  (lOS)  et  (106)  que  notis 
venons  d'obtenir,  a^^  —  1,  b  ^^h^  c^^g'^^n^^'  a,  auquel 
cas  ces  formules  donneront,  pour  les  différents  coefficients^de  ce 
développement,  les  valeurs 

(409)    }  - 

A,«  =  (-4)«Ao,      Ato.,«(-4)«-«A,,      A,«.,=^(-4)«-«A. 


Ate.  =(—!)•-*  A,, 


(440)  A,-=2 


«!  (— 1)>      A'-V 


-(;h-4)(;^2) (;-*-«-0     ;!      (i-2j)!  j\ 

Targument/  prenant  encore  dans  cette  dernière  somme,  de  même 
que  largumenta  dans  la  somme  (102),  toutes  les  valeurs  entières 
depuis  0  jusqu'à^  ou  ^^^,  suivant  que  t  sera  pair  ou  impair. 
De  ces  expressions  Ton  conclura  en  particulier,  en  ayant  égard 
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aui  conventions  admises  relativement  aux  dénominotcurs,  pour 
les  cinq  termes  extrêmes,  de  part  et  d'autre,  les  valeurs  de  la 
quantité  Â.- (110) 

=  *  >  A,  =  T-T-z ; r:  r  =*  «*» 


I.2.3...0  l.â.3..   {«—1)  1 

T  «!       *'  -!       -IA9'      .(,-<)(, -2) 

^»  =  r7=:3r!3!  " (T^TlM— TT  =  — Til —  ''  —(—'>*?• 


A4 


a!       A*  «!       —1   A'  j*  2«!      (-1)'   j* 


(a  _  4);  4!       (a  -  5)!    1     1  2  »       (a  —  2)!    1.2     1.2 

«(«— 1)(«-2)(«  — 3)  ,(«-<)(,  — 2)  «(«-1)   , 

Tin * Ta *^  -^-n-»  ' 

lesquelles,  étant  remises  dans  les  égalités  (106),  redonnent  bien 
effectivement,  pour  les  coefficients  de  ces  termes  extrêmes,  les 
mêmes  valeurs  que  Ton  trouve,  sans  trop  de  peine,  pour  ceux-là, 
en  appliquant  iicrativement  la  forndule  du  binôme  au  développe- 
meftl  de  Texprcssion  (y*  -h  hz)  —  z*l",  ce  qui  permet  de  vérilîer 
suffisamment,  si  on  e  désire,  Texactitude  des  calculs  que  nous 
venons  de  présenter. 

L'expression  complète  du  développement  (100)  étant  ainsi 
obtenue,  et  ayant,  d*aprës  cette  formule  môme,  pour  toutes  les 
valeurs  entières  de  Tindice  t\  depuis  0  ju$qu*à  2a, 

T«  —  2  A,t«,  T«(*  «  2  Aif+S  T«i*  =  2  Alt*"* , 

i  •  < 

les  éléments  de  chaque  colonne  du  déterminant  en  question  (99) 
appartiendront  donc  ainsi  respectivement  aux  trois  types 

/"'^'"-?^"'">''  /"'"■•" -liés""-'!- 
("D  ; 
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desquels  Ton  conclura  par  suiie ,  en  faisant  successivement 
t  s=n  p^  q^  r,  tous  les  éléments  dudit  déterminant;  et  par  consé- 
quent, le  problème  sera  réduit  désormais  au  seul  calcul  effectif 
de  ce  déterminant,  en  tenant  compte  de  toutes  les  réductions  qui 
pourront  s*oiïrir  :  question  que  nous  allons  traiter  et  résoudre 
de  même  complètement  un  peu  plus  loin. 

A  titre  d'exemple,  examinons  le  cas  simple  relatif  à  Thypo- 
thèse  a  =  1 . 

Dans  ce  cas,  les  différents  éléments  du  déterminant  qui  figure 
dans  l'expression  (99)  de  i^*\  appartiendront  alors,  pour  les  pre- 
mière, deuxième,  et  troisième  colonne,  respectivement  aux  trois 
types  suivants 


'i 


'i 


desquels  on  déduira,  comme  nous  l'avons  dit,  en  faisant  dans  ces 
trois  dernières  égalités  successivement  t  =  p,  ç,  r,  tous  les  élé- 
ments du  déterminant  demandé. 

B.  [Intégrale  V'^].  Venons  maintenant  au  premier  type  de 
somme  (96),  et  dans  ce  but,  commençons  par  exprimer  de  nou- 
veau réiémerrt  dM^  à  Ystiàe  de  ne»  ¥iriablfis  auxiliaires  f>»  g,  r. 

A  cet  effet,  récrivant  les  dernières  valeurs  (89),  (90),  et  (91), 
ainsi  que  les  expressions  des  différentielles  (92),  à  l'aide  de  la 
notation  convenue  (97),  comme  il  suit 

(il5)  c/p  =  d= du,  dq=db-^dv,  rfr— =fc rftr, 

n  I  m 

.  ndp                 ,             Ida                              mdr 
(li4)  £/M  =  =fc— ^.  dv  =  db—^  dw  =  db . 

yp  l/Q  I/R 
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nous  commencerons  par  observer  que  le  signe  de  ces  expres- 
sions n*é(ant  évidemment  pas  arbitraire,  il  est  nécessaire,  avant 
d*en  faire  usage,  de  décider,  en  tenant  compte  des  distinctions 
de  signe  admises  h  loccasion  des  variables  p,  9,  r  (88),  quel 
signe  Ton  devra  prendre  dans  chacune  de  ces  expressions,  chaque 
radical  étant  entendu  toujours,  comme  nous  l'avons  dit,  expres- 
sément dans  le  sens  de  la  détermination  positive. 
Pour  la  première,  l'expression  de  la  dérivée 

d(lsnu) 
du 

étant  une  fonction  paire  réelle  qui  reste  positive  quel  que  soit  le 
signe  de  la  coordonnée  u  ( —  K  <  m  <  K),  montre  immédiate- 
ment: en  premier  lieu,  que,  dans  la  première  équation  (113), 

le  rapport  [^  est  une  quantité  réelle  positive  /c'est-à-dire  que  la 

quantité  l/P  est  une  quantité  purement  imaginaire,  de  manière 
que  l'imaginaire  t  dis|)araisse  dans  ce  rapport,  ainsi  que  dans  le 

rapport  inverserai  ;  et  en  second  lieu,  que  c'est  dès  lors  le 
signe  +  qu'il  faudra  prendre  constamment  dans  celte  équation, 
et  par  conséquent  aussi  dans  l'expression  de  la  première  diflë- 
rentielle  (1 14-),  quel  que  soit  le  signe  de  la  coordonnée  u. 

Pour  les  deux  autres  de  ces  différentielles,  il  sera  nécessaire 
d'examiner  séparément  l'hypothèse  des  deux  signes  relativement 
h  chacune  des  coordonnées  t;  ou  w. 

Pour  la  seconde  de  ces  expressions,  en  effet,  la  valeur  de  la 

dérivée 

d  il  dn  v) 
(\  i  G)  _^^ :  =  /  (_  k'*)  sn  «  en  t?  —  V 

dv 

étant,  au  contraire,  une  fonction  impaire  de  même  signe  que 
V  (—  K'  <  i;  <  K'),  eu  égard  à  la  valeur  (3)  de  A:'*  qui  est  néga- 
tive, il  résulte  de  là  que  l'on  aura,  d'après  nos  déûnitions  (88), 
suivant  l'hypothèse, 

dq 
V  >  0,  V  >  0,  7  «  -H  /  dn  t),  -1  «  ^  V, 

dq 
t7<0,  V<0,  o=-/dnv,  --i  =  — V, 

dv 
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la  valeur  de  la  dérivée  ^  étant  ainsi  toujours  une  quantité  posi- 
tive :  d*o&  il  suit  que,  dans  la  seconde  équation  (113),  et  par 
conséquent  aussi  dans  Tcxpression  de  la  seconde  didférentielle 
(114),  c'est  de  nouveau  constamnnent  le  signe  +  qu'il  faudra 
prendre  &  Texclusion  de  lautre. 

Pour  la  dernière  de  ces  niémes  expressions  enfin,  Ton  voit, 
en  tenant  compte  de  la  définition  (7)  de  n,  ainsi  que  de  la  pre- 
mière et  de  la  dernière  formule  (23),  que  la  dérivée 

...  ,  —iktsnl—yk] 

,..-,  d(inenw)  .-^ j-  \t,      /        „^ 

(447)  — ^— ; «=in(— snti?dn  U7)=  —  Ka*  — c*. ^^ —  =»  W 


en' 


est  encore  une  fonction  impaire  de  même  signe  que  w\  et  par 
conséquent  que  w  «a  iw'  :  d*où  il  suit  de  nouveau,  la  définition 
admise  pour  la  variable  r  donnant  semblablement ,  suivant  Thy- 
pothèse, 

tr  >  0,  W  >  0,  r  »  -H  tn  en  to,  -^  =  ^  W, 

dw 

dr 
u?<0,  W<0,  r»-tncnf0,  --«_w, 

dw 

Ar 

que  la  valeur  de  la  dérivée  ^  (*)  sera  encore  une  quantité  posi- 
tive dans  fun  et  Tantre  cas  ;  et  par  conséquent,  c'est  encore  le 
signe  +  qu'il  faudra  prendre  constamment,  à  l'exclusion  de 
l'autre,  dans  la  dernière  équation  (113),  et  par  suite  aussi  dans 
l'expression  de  la  troisième  différentielle  (114). 

En  résumé,  le  signe  —  devant  être  rejeté  à  la  fois  dans  les 


(*)  Nous  disons  expressément  ici  la  Yaleur  de  la  dérivée  -^^  et  non  pas  celle  de  la  déri- 
vée inverse  -^.  Cette  distinction,  qui  serait  sans  intérêt  à  propos  des  deux  premières 
expressions  (Ïi3)  ou  (ii4\  lesquelles  sont  toutes  les  deux  réelles,  ainsi  que  le  montrent  tes 
égalités  (ii5)  et  iii6),  est  essentielle,  au  contraire,  quant  à  la  troisième  des  mêmes  groupes 
oui  est  purement  imaginaire;  car  l'égalité  (i  17}  montrant  que  la  valeur  de  la  dérivée  précitée 
~  est  de  la  forme  /W,  W  étant  réel,  la  dérivée  inverse  t^  «  .-^r  «  ^  est  alors 

•w  '  '  ér  «W*  W* 

comme  on  voit,  de  signe  contraire  à  W,  et  par  conséquent  aussi  à  la  dérivée  en  ques- 
ti<m  j^  -  m\ 
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six  égalités  (113)  et  (114),  Ton  aura  donc  définitivement,  sans 
incertitude,  quel  que  soit  le  signe  des  coordonnées  ti,  v,  u?,  les 
trois  valeurs 


(418) 


du=:^ 


ndp 


dv 


Idq 


dw  = 


mdr 


chaque  radical  étant  entendu  expressément  dans  le  sens  de  la 
détermination  positive  (*). 

Ce  point  essentiel  étant  élucidé,  en  remettant  donc  à  la  fois 
ces  dernières  valeurs  et  celle  (95)  de  6  dans  Texpression  (76'''') 
de  réiément  de  volume,  celle-ci  deviendra,  étant  exprimée  à 
Taide  des  variables  p,  9,  r,  avec  la  même  interprétation  des 
radicaux. 


dndn'dn'* 


l/G 


1.    P\    V' 


1, 
1, 


7* 
r* 


ndp   Idq   mdr 
i/p  l/Q  î^ 


et  Ton  aura  dès  lors,  pour  Télément  de  masse,  en  supprimant 
haut  et  bas  le  facteur  constant  I/G  =  y^PmH^  =  Imn ,  cette 
nouvelle  expression,  sous  la  forme  d*un  déterminant  dont  chaque 
ligne  ne  dépend  encore  que  d*une  seule  variable, 


(419) 


rfja  =  D 


dp 


p'dp         p*dp 


|/P 

Vf 

dq 

qHq 

q'dq 

v/« 

V/Q 

V^Q 

dr 

r'dr 

r'dr 

l/R 

V'K 

l/R 

(*)  C'est  précisément  en  vue  d'arriver  à  ce  résultat  qui,  supprime  des  distinctions  de 
signe  embarrassantes  dans  les  calculs,  que  nous  nous  proposons  de  développer  et  l'inter- 
prétation des  formules  qui  en  ressortiront,  que  nous  avons  introduit,  dans  la  définition  de 
nos  variables  auxiliaires  9  et  r  (88),  la  distinction  de  signe  que  nous  avons  dite,  suivant  le 
signe  des  coordonnées  correspondantes  v  ou  u;  elles-mêmes. 

XVII.  13 
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chacun  des  radicaux  étant  toujours  entendu  dans  le  sens  arith- 
métique. 

Ces  préliminaires  étant  acquis.  Ton  aura  donc,  eu  égard  à 
l'expression  de  gauche  (94),  en  employant  celte  dernière  for- 
mule (119), 


li«'=i^x«f/,œ  =  i^  Ij-j  p^'q'r'.D 


In 


D.  »3 


q'dq 
r^dr 


dp 

P'rfp 

p*dp 

Vp 

Vp 

\/P 

di, 

q^dq 

q*dq 

l/Q 

KQ 

V-Q 

dr 

r'dr 

r*dr 

U^R 

\/R 

Vr 

p^'^^dp 

V'-^dp 

yp 

Vp 

q'^*dq 

q'+^dq 

\/Q 

VQ 

» 

r' 

» 

r'^^'dr 

l/R 


l/R 


expression  qui  se  décomposera  de  nouveau  en  intégrales  simples, 
d'après  les  explications  fournies  une  fois  pour  toutes  (p.  473),  et 
qui  pourra  dès  lors,  en  convenant  de  nouveau.de  désigner, 
pour  r  =  p,  g,  r,  par  T^  l'intégrale  définie 


(120) 


^=^    /  

l/ï      -/        [/nH'  -+-  (/*  —  II*)  t^  —  (* 


le  radical  étant  expressément,  comme  pour  chacun  de  ceux  de 
la  formule  (119),  supposé  pris  avec  la  détermination  positive, 
être  représentée,  à  Taide  de  cette  notation,  par  la  formule  simple 


(121) 


\fx) 


iV)'" 


P  P  P 

■  a  »  ■  a+t»  *^a+A 

Qa»  Qa+t'  Qa-H 

Rai  ■"a+t>  "a+4 
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les  symboles  P^,  Q«,  R^  désignant  encore,  par  définition,  comme 
pour  la  formule  (97),  ce  que  devient  Texpression  T^  (120), 
lorsque  Ton  y  écrit  respectivement  p,  q,r  h  la  place  de  t. 

Dans  cette  expression,  comme  dans  celle  précédemment 
acquise  (99)  de  lautre  somme  J^*^.  et  pour  les  mêmes  raisons, 
le  signe  supérieur  se  rapporte  encore  expressément  au  cas  où 
les  deux  coordonnées  t;  et  t^  seront  de  même  signe,  et  de  même 
le  signe  inférieur  à  Thypothèse  contraire. 

D'ailleurs  le  signe  des  coordonnées  t;  et  ti;  changeant  respecti- 
vement avec  celui  des  coordonnées  y  et  z,  il  est  clair  que  dans 
les  intégrations  triples,  ce  seront  les  plans  coordonnés  zx  eiœy 
eux-mêmes  qui  délimiteront  les  portions  du  champ  d'intégration 
pour  lesquelles  il  faudra  prendre  expressément  ainsi  Tun  ou 
rauu*e  des  deux  signes.  Et  comme,  d'après  ce  que  nous  avons  eu 
soin  de  faire  observer  précisément  dans  ce  but,  le  signe  de  la 
coordonnée  i;  est  toujours  celui  de  la  coordonnée  y  (p.  431),  tandis 
que,  à  Topposé,  le  signe  de  la  coordonnée  w'  ou  w  est  le  signe 
contraire  de  la  coordonnée  z  (p.  432),  les  portions  du  champ  d'in- 
tégration pour  lesquelles  t;  et  u;  seront  de  même  signe  sont  donc 
celles  pour  lesquelles  les  coordonnées  rectilignes  y  eiz  seront 
désigne  contraire,  et  inversement;  d'où  la  règle  suivante  : 

Règle  pratique. —  «  Pour  employer  les  formules (99)  et  (M\)^ 

•  après  avoir  décomposé,  comme  il  a  été  dit  (pages  476-477),  la 

»  somme  proposée  en  quatre  sommes  partielles  correspondant  aux 

»  quatre  prismes  infinis  parallèles  aux  x.  il  faudra  prendre  le 

»  signe  supérieur  pour  celles  de  ces  sommes  qui  seront  relatives 

»  aux  prismes  infinis  de  rang  pair,  et  le  signe  inférieur  pour 

»  celles  relatives  aux  prismes  de  rang  impair.  » 

La  question  est  donc  ainsi  ramenée  de  nouveau  tout  entière 
au  calcul  de  la  seule  quadrature  (120),  qui  est  de  celles  que  l'on 
sait  opérer  ;  car  une  formule  de  réduction  très  facile  à  obtenir 
permettra  sans  trop  de  difficulté  de  la  ramener  par  de  simples 
opérations  algébriques  aux  deux  éléments  les  plus  simples  de 
même  parité,  c'est-à-dire  à  des  intégrales  elliptiques  de  première 
et  de  deuxième  espèce,  comme  nous  allons  le  montrer. 
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En  effet,  partons  de  Pidentité 

/(«-«V/f  )  =  (a  —  i)  i«-M/T  H-  ««-'. 


dans  laquelle  la  dérivée  T'  du  trinôme  T  (97)  ou  (108)  étant 
Tex  pression 

r  =  (/*  —  n») .  2f  -  4e*  =  2f  (A  ~  2(*), 

le  facteur  entre  crochets  sera  dès  lors,  en  réduisant  et  ordonnant, 

i 

(a  —  I  )  T  -♦-  t .  -  T'  =  (a  —  i  )  (gf«  H-  A«'  —  0  -^  «*  (^  —  20 

=  (a  -  1)  J*  -♦-  aA(»  —  (a  H-  i)  (*, 

identité  qui  deviendra,  par  conséquent,  en  y  remettant  cette  der- 
nière valeur, 


Si  on  la  multiplie  alors  par  dt^  et  qu  on  Tintègre  entre  les 
limites  ^|  et  t^,  Pégalité  obtenue  par  là  8*écrira,  avec  notre  nota- 
tion (120), 

(i-«l/T)î  =  («-i)flfM«..  +  «A.T«-(«  H- i)T,+., 
et  donnera  par  conséquent  la  formule  de  réduction 

(122)         T,^. ^  f-  (p-«l/f)î  H-  «AT„  ^  (a  -  i)ff*T«..] , 

a  -t-  1  -■ 

qui  ramènera  de  proche  en  proche  le  calcul  de  Tintégrale  T^^ 
aux  trois  seules  dernières,  savoir,  si  a  est  pair,  à 


— r  et  Tj^  /     — , 

l/T  ^      \/t 
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et,  si  a  est  impair,  à  la  seule  intégrale 


(123) 


•-/ 


•'•  tdt 


car  rintégrale  T^sera  donnée  elle-même  par  ladite  formule  (122) 
en  fonction  des  éléments  irréductibles  T4  et  T_, ,  dont  le  premier 
interviendra  seul  en  réalité  dans  Texpression  de  T3  ainsi  fournie 
pour  a=  1  par  cette  formule  (122),  puisque  le  second  T_,  y 
serait  affecté  du  coefficient  a —  1=0. 


La  détermination  de  ces  trois  éléments  ultimes  Tq»  T|,  T, 
s*imposant  dès  lors  en  premier  lieu,  envisageons  d*abord,  dans 
ce  but,  les  deux  quantités  d'indice  pair,  Tq  et  T^,  dont  a  priori 
les  expressions  en  n,  v,  w  ne  sauraient  dépendre  du  signe  que 
Ton  adoptera  dans  les  valeurs  (88)  des  variables  p,  9,  r,  puisque 
la  variable  t  ne  figure  dans  Texpression  de  leur  différentielle  que 
par  son  carré.  Pour  celles-là,  ces  mêmes  valeurs  de  défini- 
tion (88),  étant  introduites  dans  Texpression  des  différentielles 
en  question  ainsi  que  celles  (118)  que  nous  avons  obtenues  un 
peu  plus  haut  pour  les  différentielles  des  mêmes  variables,  don- 
neront, en  tenant  compte  en  même  temps  des  valeurs  (3)  des 
différents  modules,   successivement   pour  les   hypothèses  de 


(124) 


J       l/p       nj       [/p       nj 

Pi  Pi  "i 


-  («)î. 
n 


9i 


Rc 


■/ 


tir 


9i 


^*mdr 


dv 


"i 


1  r* 

mJ 


1  ("«• 


■>•' 


Wt 
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P, 


=./ 


Pt 


Pi 


\    r^*  ,  ndp       I    /       , 
nJ       ^    1/ p       nj  ' 

Ut 


A*  sn*  (M.  k)  dw  =  —  «  [Z  (tt,  A:)]î, 


Wi 


7« 


9i 


l/Q 


-  /^     (=b/dno)'.(/r 


(125)     ( 


r/r-/  /      ^'*sn«(r,A-')(/t'=/(i;)î-/[Z(i;,A-') 


"^^   .    ««/r       I 


,/        1/r       m./  i/n       me/ 


m  Cil  tr)'.f/tr 


.«     >^''"« 


/       (I  — sii'u?) 

mj 


dw 


Wi 


^ /       dw  —  ml 1  sn'  «'  dw 

mJ  J        \      mV 


W 


w, 


^1  x."'. 

= (ti?)î  -  w  /       A:"*  sn'  (w,  k")  dw 

m  ./ 


Il», 


~Or)«-m[Z(ti?,A")l;. 


Semblablement,  pour  les  éléments  d'indice  impir  du  type  T^, 
dont  les  expressions  en  ti,  t;,  w  dépendront,  au  contraire,  pour 
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une  raison  analogue  (quant  à  deux  d*en(re  elles,  il  s*entend),  du 
signe  adopté  dans  les  définitions  (88)  de  q  ou  r,  Ton  trouvera 
sans  peine,  en  interprétant  dans  les  formules  qui  vont  suivre  les 
doubles  signes  ainsi  que  nous  Pavons  fait  à  Poccasion  desdites  défi- 
nitions, c*est-à-dire  le  signe  supérieur  correspondant  exclusi- 
vement à  rhypothése  des  coordonnées  v  ou  w  positives,  et  le  signe 
inférieur  de  même  à  Thypothèse  contraire,  Ton  trouvera,  disons- 
nous,  en  tenant  compte  de  nouveau  des  mêmes  valeurs  (88) 
et  (114)f  ainsi  que  de  la  formule  (29**^),  les  trois  expressions  : 


/^^*pf1p       f^^p   ndp        /^•"•/sni/  /^ 


I 
*  —  tksnui 


|/p     */         w   ^/p     J  n  J  dn  ti 

Pi  Pi  tt,  II, 

/"«  ifedcnti  _    z^"»       d.tfccnii 

V\  -k\\  —  cn*w)     -J        V  A?  —  (i*  en 

=  I  arcsin  I--  en  w  1      =■-    arcsm  I—  en  ii  I     , 

r'^^qdq         r'^^q    Idq  /•*'*  ,  /•*'*  dn  v  c 

/  9t  7i  "1  *'i 

=  dz  /  -  =  dbl arcsm  1 

y        l/l-sn*t;  *■ 

/'''•rc/r         /•'**  r    mdr             /•"'«iwcnu?     , 
_-  =  / iz  — ±  /       ''^ 


«'i 

n 


/•«^^  -.  A"  en  vj  dn  m;  ,  y^*"*      // .  A "  i 

^  ±1  I        dw  =  =p    /        

,/  dn  u;  t/         l/l 


U/i  M-, 

[arc  sin  {k"  sn  u^)]}  «=  =p    arc  sin  ( su  w\ 


(')  Eo  effet,  eu  égard  aux  valeurs  (3)  de  A-*  et  (7)  de  »,  le  module  k  étant  ftontif^x 
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(128) 


Ces  expressions  des  divers  éléments  appartenant  aux  trois 
types  irréductibles  Tq,  T|,  T^i  étant  ainsi  désormais  acquises, 
occupons-nous  donc  à  présent  d'obtenir,  à  Taide  de  ces  quantités 
et  par  le  moyen  de  la  formule  de  réduction  (122),  la  valeur 
explicite  de  Tintégrale  demandée  T^  pour  un  indice  entier  et 
positif  quelconque. 

A  cet  effet,  convenant  de  faire,  en  vue  de  simpli6er  les  écri- 
tures, dans  la  formule  en  question  (122),  pour  n  ^3, 

(127)         T, (r-»|/T)î,       A:=(n  -  2)/i,       A:=(n~3)sf% 

puis  chassant  les  dénominateurs,  et  n*y  gardant  au  second 
membre  que  les  termes  intégrés  ou  connus  du  type  T.,  cette 
même  formule,  étant  supposée  récrite  de  proche  en  proche  en  y 
réduisant  à  chaque  fois  Tindice  a  de  deux  unités,  fournira  de 
cette  façon  la  suite  d*équntions 


(a  —  1)  Ta      —  a;     .  Ta^,  —  A«     .  Ta^  =  Ta     , 

1 

(a         3)  Tac_t  —  Aa-t  .  Ta_4  —  A^.»    .  T^-e   =  Ta-j, 

B... 

(a  —  5)  Ta_4  —  Aa_4  .  T^-t  —  Aa_4  .  T^-s    =  T^  -4  > 

(a  —  2l-t-1)Ta_jf4.j    — ^a-li+f   ^'^oc-v        — ^oc-V+f ''^OL-V-t 

=  Ta. 

-if+t  9 

BflUi-» 

(a       2i      IjFa.j,       — A«_,^      ''^oc-v-t    — K-U      -Ta-u-i 

=  T« 

-1/       9 

Ki 

• 
(a  —  2t — 3)  Ta_«_j   —  Aa.î,_ t  .  Tg^^ti^    —  Aa_^_ j  .Ta_M.  « 

•      • 

-ti-t  9 

•     •     • 

Ba.i+« 

•       •      • 

définition,  sa  valeur  est  donc  sans  incertitude  k^~  «»  v'o«-«.t  ^  ^^  ^^  ^^^  ^  valeur 
*  ■■  ^,  =       --^--  ;  d'où  il  suit,  en  mullipliani  la  première  de  ces  égalités  par— <,  que  l'on  a, 

toujours  sans  incertitude,  légalité  —<*«;,  et  non  pas  cette  autre  :  /A  «  ^  qni    ré- 
sulterait au  contraire  de  la  seconde  valeur  rcjeiée  pour  k, 

(")  Tour  la  même  raison  que  tout  à  l'heure,  étant  donné  la  valeur  (3)  de  Jlr"«,  savoir 
*"*~  —  Si  »  des  deux  expressions  de  signes  contraires  -et  ^  "=«  ~=,  c'est  la  se- 
conde  qui  est  positive  et  qui  représente  en  conséquence  la  valeur  de  k";  en  sorte  que 
I  on  a  Af"  =  —  a=  -^ ,  ou  —  *"  — i  £  »  ainsi  que  nous  récrivons  ci-dessus  dans  chicane 
des  deux  dernières  lignes  de  ces  équations  (laSj. 
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les  deux  dernières  équations  de  la  série  étant,  si  a  a>  gy, 


5t.-a;.t,-a;'t,  =  t„ 

0T4  —  A4 .  Tj  —  A4  10  =  T4, 


Ba.»_ 


a,  y- S 


B 


a,v-« 


pu  bien,  si  a  =  2v  -t-  1 , 


/ 


4T|  —  AJ .  Tj — AJ'.T)  =  T,, 
2T,— A',.T,—     0     ==T;. 


"Xt  v-i 


Cela  posé,  si  l'on  ajoute  ensemble  ces  différentes  équations 
respectivement  multipliées,  la  première  par  Tunité,  et  les  sui- 
vantes par  les  coefficients  indéterminés  B^|,  B„^,,  ...  B^^  ..., 
inscrits  en  marge  en  regard  de  chacune,  de  manière  à  former  la 
combinaison 

(«~  1  )  T«  H- 1  (a  -  3)  B,, .  -  Ai]  T«_,  H-  [(«-5)  B„. ,  -  a;_,  B„.  .  -  A'„']  T«., 
(129)  ^         -4.  ...  H-  [(a  -  2i  ~  5)  B«.  ,^,  -  A;.^  B«.  ,  -  Ai'_«^,  B«. ,_,  ]  T„_... 
-♦-..=  Tjj  -+-  Ba, ,  ïa»i  -♦-  Bjt.,  Ta_4  -♦-•••  -4-  Bjj,  i  Ta.i,  -♦- , 

il  est  clair  a  priori  que  Ton  pourra  toujours  assigner  aux  coeffi- 
cients actuellement  indéterminés  Bo^i,  B^e^,  ...  B^^ ...  des  valeurs 
telles  que,  dans  le  premier  membre,  toutes  les  quantités  du 
type  T«  disparaissent,  sauf  la  première  que  nous  nous  proposons 
de  déterminer,  et  la  seule  dernière  T|  si  a  est  impair,  ou  les  deux 
seules  T]  et  Tq  si  a  est  pair.  En  effet,  la  série  des  conditions  à 
poser  pour  cela,  savoir 

(«  —  3)  B«. ,  -  a;  =  0,  (a  —  5)  B...  -  a;.,  B^,  —  Aï  —O, 


(i 30)     («  —  2i  —  3) B,..^.,  —  a;.„  B,. ,-K_^B^,  t  =  0, 


déterminant  séparément  et  successivement,  en  premier  lieu  B^„ 
puis,  celte  valeur  acquise,  B^,,  puis,  à  l'aide  de  ces  deux  valeurs, 
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de  proche  en  proche  tomes  les  autres  quantités  analogues,  four- 
nira donc  de  la  sorte,  sans  que  Ton  ait  h  redouter  aucune  impos- 
sibilité ni  indétermination,  toute  la  série  des  coefficients  Bg^^  qui 
vérifieront  ces  conditions  ;  de  manière  qu*avec  lesdites  valeurs» 
réquation  formée  tout  à  Theure  (129)  fournira  elle*mème  immé- 
diatement Texpression  demandée  de  la  quantité  T^,  en  fonction 
des  quantités  intégrées  du  type  T.,  et  des  seules  quantités  T|  ou 
Tq  et  T2,  suivant  la  parité  de  a. 

On  trouvera  sans  peine,  en  agissant  ainsi,  et  tenant  compte 
des  définitions  (127)  des  coefficients  A,  pour  les  trois  premiers 
coefficients  en  question  B„,^,  les  valeurs 

«-2  (a_2)(«-~4)A^-i-(«-5)«3f' 

a  —  3  (a  —  3^  (a  —  0) 


(«_3)(«_S)|_         {«_2)(«_4)^J' 


_(«-2)(,-4)(a-6)A'-^[(«-6)(«— 5)'-*-(«-2)(«-5)']Ag'' 

(«-3)(a-5)(«-7) 
(a-5)(a— 5)la  — 7)1  \(a  — 2)(a  — 4)        {a  —  4)(a-6)/    ^J 

Quant  à  lexpression  du  coefficient  B«,<  du  terme  général,  qui 
est  sensiblement  plus  difficile  à  obtenir,  on  peut  la  représenter, 
ainsi  que  nous  allons  le  montrer,  par  les  formules  connexes 

B  M     N  'm  («-2)(— *)(«-6)...     («-2.-) 


(131){     "•         "•    ""  -•       (a-5)(«-5)(«-7)...{«-2t-i) 


•••> 


dans  lesquelles,  Tindice  /  étant  au  plus  égal  au  plus  grand 
nombre  entier  compris  dans  ^,  c'est-à-dire  étant  supposé  rece- 
voir successivement  toutes  les  valeurs  entières  depuis  1  jusqu'à 
î  ou  -^  suivant  que  i  sera  pair  ou  impair,  la  définition  des 
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nouveaux  coefficients  B^J^  du  polynôme  entier  JH^^^i  est  la  sui- 
vante. 
Supposons  que  Ton  ait  écrit  toutes  les  fractions  numériques 

du  type  -tj:z^(^  -T^—rs)  »  po""'  toutes  les  valeurs  entières  de  ik 
depuis  1  jusqu'à  t  —  1  telles  que  chacun  des  facteurs  qui  y  figurent, 
a  —  SA,  a  —  2*  —  1 ,  a  —  24  —  2  soient  positifs  :  la  quantité 
Bfîlt  sera  la  somme  de  tous  les  produits  /  à  /  de  semblables  frac- 
tions prises  de  telle  sorte  que,  dans  chacun  des  produits  ainsi 
formés,  chaque  facteur  du  dénominateur  n'entre  qu*à  la  pre- 
mière puissance  seulement. 

De  cette  définition  très  nette  résulteront,  en  premier  lieu,  les 
valeurs  des  trois  premiers  coefficients  B«^, 

.  («-3)*  («-.5)«  («-2,-^1)« 


(«  — 2)(«— 4)      («_4)(a  — 6)  («  — 2t -f-  2)(«  — 2t) 

(«-3)*  («-7)'  («-3)'  («-9)' 


(a  —  2)  (et  —  4)  («  —  6)  (a  —  8)       (a  —  2)  («  —  4)  («  —  8)  («  —  i 0) 

{a  —  Sf  (ot  — 2t-f.i)« 


(a  —  2)  (a  —  4)  (a  —  2t  h-  2)  (a  —  2t) 
(„_5)*  («  —  9)'  (a  — 5)«  («  — 2l  +  i)' 


(«_4)(«  — 6)  (a-8)(a— 10)  (a  — 4)(«  — 6)(«-2t-+-2)(a— 2i) 

(«  —  7)*                («  — nr 
(«-6)(a  — 8)  (a— IO)(a— i2)"*" 

(„  — 2t  +  5)'  («  — 2l^i)» 


(ot  —  2i  ^  6)  (a  —  2i  -f-  4)  («  —  2t  -^  2)  (a  —  2i) 


(a  — 3)«  (a-?)'  («—H)' 


(«  —  2) («—4)  («  — 6)(«  — 8)(«-iO)(a-  i2) 

(g  —  2*  -<-  9)' («  —  2»  -I-  »)' («  — 2t-»-l)* 

(a_2i+  10) (a  —  2i  -t-  8) (a  — 2»  -♦-  6)(a  —  2i  H-  4)(«  —  2»  •+- 2j (a  —  20* 

puis,  en  second  lieu ,  les  relations  évidentes  entre  les  quanti- 
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tés  B^^,  relatives  à  trois  valeurs  consécutifs  de  i, 


(13!2) 


BSc% = Bi^^ 


BS...  =  B£), 


(a  — 2i)(a  — 2t  — 2)' 


(a  —  2tJ  (a  —  2t  —  2) 


BS*>,  . , 


B^\^  =  B^!, 


(a~-2t  — 1)« 
(a  —  2l)  (a  —  2t  —  2) 


no-  «), 


analogues  à  celles  que  Ton  rencontrerait  en  algèbre  entre  les 
sommes  de  produits  d*ordres  consécutifs  relatifs  aux  racines  de 
deux  équations  algébriques  de  degrés  t —  1  et  t,  dont  la  seconde 
ne  différerait  de  la  première  que  par  Tintroduction  d*un  seul 
facteur  nouveau  (*). 

En  partant  de  ces  relations  il  est  aisé  de  vérifier  Texaetitude 
de  Tcxpression  générale  (131)  donnée  tout  à  Pheure  pour  le 
coefficient  B^^^. 

En  effet,  le  facteur  M^^  qui  y  figure  satisfaisant  manifeste- 
ment aux  relations 


a  — 2t  — 2 

Ma.<+|  =  M«,< — T' 

a  —  2t  —  3 


Ma,,  =  Ma,  ^4 


«  —  2i' 

a  —  2l  —  I 


qui  multipliées  entre  elles  fourniront  par  conséquent  celle-ci 


Ma,  •+!  —  "'a,  I- 1 


(a  —  2t)  (a  —  2f  —  2) 
(a^2t—  1)(a-2t-3) 


pour  que  Texpression  en  question  Ba.,  =  Ma,<Na^<  vérifie,  comme 


(*)  Voir,  si  l'on  ?eut,  à  titre  d'exemple»  les  équations  de  gauche  (S)  de  notre  Note  Sur 
une  expression  explicite  de  l'intégrale  algébrique  d'un  système  hyperelliptique  de  la 
forme  la  plus  générale,  rCoMPTES  rendus,  6  février  1893.) 
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il  est  demandé,  la  condition  (150),  ou,  en  d*autres  termes,  en 
tenant  compte  de  la  défmition  (137)  des  coefficients  A,  pour  que 
Ton  ait 

-  («  -  2i  -  1)gV  M«.,_,N^^.==0, 

il  sera  donc  nécessaire  et  suffisant ,  eu  égard  aux  valeurs  précé- 
dentes, que  Ton  ait 

(«  —  2i)  la  —  2i  —  2) 
(a  —  2i  —  i  )  (a  —  2t  —  3) 

- (« -2.- - 2)  A .  M,. ^.    '  ~.^'     . N^ , - (« - 2.- 1  )  3' .  M^ ,_,N^ ,., 

c*est-è^ire,  en  supprimant  le  facteur  commun  Mg^j.«y  A  multi- 
pliant ensuite  par  a  —  2i  —  1 , 

(«-2i)(«-2i-2).N,.,+,-(«-2i)(«-2i-2)fc.N«., 

_^,^^-^^  ''  '-^  •  -' 

ou,  en  séparant  en  deux  m^fiiHres  : 


=0. 


N 


a,  •■M 


/  («  -2i  — i)*         , 


Or,  îjf^ésulie  à  première  vue  de  la  définition  (131)  du  fac- 
teur Nr^  que  cette  quantité  vérifie  bien  effectivement  la  condition 
*  '"ftjelle  nous  venons  d'arriver,  car,  en  vertu  de  cette  défini- 
Jjfn,  ladite  condition  équivaut  à  la  suivante 


<-B^i 


^^•  +  B<î.',^..fc'-y-»-B2;,+.fc'-v 


\ 
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laquelle  est  manifestement  vérifiée  lorsqu'on  admet  que  les 
relations  (132)  lèsent  elles-mêmes,  ce  qui  a  lieu  effectivement, 
ainsi  que  nous  Tavons  remarqué,  en  vertu  des  définitions 
ci-dessus  posées  pour  les  coefficients  B^J« . 

En  entendant  donc  désormais  que  le  symbole  B^^^,  représente 
l'expression  définie  par  les  égalités  (131)  avec  cette  signification 
précise  du  symbole  B^^^,,  l'équaiion  obtenue  en  premier  lieu(199) 
se  réduira  donc  alors  simplement,  savoir  :  si  a=  2v,  à  celle-ci 

(132"')    \  =Ta-»-  B«.|  Ta,  -+-  Ba,,T«.4H -^B«,,.Ta.„H 

c'est-à-dire,  en  tenant  compte  des  valeurs  (127)  des  coeffi- 
cients A,  que  Ion  aura,  pour  ce  cas,  définitivement  la  formule 

(*'')      \  -*■  B„.,.T,(,-o  +  •••  +  Bh,,.,.T,  +  B.,.,  ,.T, 

(  -•-'(âj'B.v., ..  +  2AB„,,..).T,  +  ff«B„.,...To> 

et  de  même,  si  a  «=  2v  +  1,  la  mémt»*l"al»on  se  réduisant      ^ 
alors  à  la  suivante 

(«  -  1  )  T«  -  (Ai  B«.  V-.  -♦-  a;'  B„.  ,. ,) .  t. 

=  Tgj  -4-  Bflt,  i  Tfif.j  -♦-  Bgj,  2  .Ta  4-4- 

"♦•  B«.v_,.T 

donnera,  eu  égard  encore  aux  valeurs  (127)  des  A,  la  formi 
analogue 


1 


(134) 


_  I     _  _ 

■*-  Biv+i,(.T,(,.fl^,  H h  B,,^,.,.,  T,  4-  Bi,+,,,.,  % 

*  (2s* B«v+i. »  t  +  AIW.,.-.).T,], 


i 
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le  symbole  T.  tenant  lieu  toujours,  dans  ees  formules,  de  la  quan- 
tité connue  ou  intégrée  (127),  et  les  symboles  Tq,  T|,  T^  repré- 
sentant pareillement,  suivant  la  détermination  adoptée  pour  la 
variable  /,  les  expressions  obtenues  en  premier  lieu  (124),  (126), 
el(125)(*). 


(*)  Le  calcul  que  nous  venons  de  développer  n'offre  pas  d'intérêt  seulement  quant  à 
l'objet  spécial  en  vue  duquel  nous  avons  été  amenés  à  la  présenter;  mais  il  fournit  en 
même  temps,  par  le  moyen  d'un  simple  changement  de  constantes,  un  résultat  important 
de  Calcul  liU<^gral,  à  savoir  l'expression  explicite  de  la  quadrature 


/ 


sn"*  (tf  (/(M  =  û,; 


m  9 


pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  l'exposant  m ,  expression  dont  il  sera  facile  ensuite 
de  conclure,  ainsi  que  nous  le  montrons  dans  la  Note  VI  qui  termine  cet  ouvrage,  celle 
des  quadratures  connexes 

cn^cucfcu  et  .    /    dn"*oi»d(o. 

O  0 

En  effet,  l'expression  (108)  de  T  étant  récrite  ainsi 

\        9*         Sr»    / 
l'on  voit  qu'il  suflSra  de  faire 

h  i  1  i-^A* 

pour  que  le  radical  V^T  prenne  la  forme  canonique 

K 

auquel  cas,  si  l'on  pose  alors  f  =  sn  (u,  et  que  l'on  convienne  de  prendre  dans  la  for- 
mule (120),  pour  les  limites  ^|  et  t^  de  l'intégrale,  les  valeurs  0  et  sn»,  d'une  part  ladite 
quantité  T,  se  changera  dans  la  suivante 

r^tt^dt     C^      du.    k  r"^ 

Ta=    /       — ^=/      sn«to-r  =  T  /      sn«û»crcM  =  — /A-.n^, 
#  ^       0  -  0 


(r) 


(ô) 
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Possédant  donc  ainsi  désormais  Texpression  complète  de  l*in- 
tégrale  T^  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  a,  il  suffira 


d'autre  part,  le  symbole  Tu  flST)  et  les  quantités  intégrées  Tq,  T|,  T^  defiendront 
respectivement 

(6)  T„  =  --(f"-*^'ï)î  =—  [8u"-*tti.-cn»dnu)l    =r  —  cnwdiico.sn"-»*, 


To  = 


da)=: —  l'A.  a», 
^  0 

I  T,  =^ik.a.^=z^ik.  f       sn«torf(o=s  —    /      it«SD*airfeo  =  — Z(«»), 

0  0 

..    /""                   /•«  — iJksnwdno» 
Tj  =  —  lA .  û|  =  —  i/r.  /      sn  (u  do»  =  /       do» 

J  J  dn*- 

0  0 

=  /  =  1  arcsin    --  cdo»)    î 

»^1— *•(!— cn«to)    •/        l^ikî-(iitcn<»)«     L  ^«i        Mo 

et  dès  lors,  en  substituant  à  la  fois  ces  différentes  valeurs  (ê),  (a),  et  (>0  ou  ($)  dans  les 
deux  formules  trouvées  ci-dessus  (133)  et  (134),  puis  les  multipliant  alors  Tune  et  l'autre 

par  le  facteur  | ,  Ton  obtiendra  de  cette  façon  l'expression  de  l'intégrale  Çi^  ^J  str  »  d^ 

o 

pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  l'exposant  a ,  savoir  :  si  a  »»  2y ,  celle-ci 

û^.^  = en  0»  do  (tt  (sn*^-*  o»  -f-  Bjv,  i  su**-*  o»  -«-  Bjv,  i  sn**-'  t»-\ 

(2v —  \)k^  L 

(e)        {  -♦- Bfv.fsn*^-"' 01-1- .••-♦- Bïv.v-asn'to -h  Biv.v-fSno») 

—  -  (  3Bfv.  v-8  —  2  (1  .*-  *•)  Bjv,  v-1^  Z  (»)  —  Btv,  v-î .  «  1  ; 

et  si  ir  s  Sv  -4-  i ,  la  suivante 

ûjy+i  = 1  CD  (u  do  (u  (sn*"-*  ctt  -♦•  B«v4.|,  I  sn'^-* tu  -♦-  Bjv^-i, %  sn*'-*  a»  -♦-  •  •  • 

(If)        \  -h  Btv+i,  i  sn'^-  *'~*  w  H h  Bf a+i.  V  -ï  sn*  (u  -♦-  Biv+i.  v-0 

-f- - 1 --2Biv+i.  v-i  H- -j^  Bjv^-i,  v-i  I  .«*    arcsin  ( —cntol 

l'expression  générale  des  coeflScicnts  B^.i  étant  donnée  par  les   formates  ci-dessus 
(130*>")  ou  (131),  dans  lesquelles  les  constantes  h  et  9*  représenteront  alors  les  valeurs 
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(6) 


dès  lors,  pour  avoir  tous  les  éléments  du  déterminant  pro- 
posé (121),  de  changer  successivement  dans  Tune  ou  Tautre  de 


de  droite  (a),  le  symbole  fi«,o  tenant  lieu  toujours  de  l'unité,  d'après  la  manière  même 
dont  nous  afons  introduit  dans  nos  raisonnements  le  symbole  B»,i  (page  4i)8). 

Comme  exemples  d'application  de  ces  nouvelles  formules,  considérons  pour  l'une  et 
l'autre  le  cas  de  y  «r  3,  qui  est,  d'un  e6té,  assez  compliqué  pour  faire  interTenir  dans  le 
calcul  un  élément  analytique  tout  au  moins  de  chaque  type,  parmi  ceux  qui  constituent 
l'ensemble  des  formules  en  question,  et  qui  est,  d'un  autre  c6té,  assez  simple  pour 
permettre  d'une  façon  suffisamment  sûre  la  vérification  directe  des  résultats  qu'elles 
nous  fourniront. 

Cette  hypothèse  donnera,  en  tenant  compte  de  la  valeur  susmentionnée  B«,o  «■  i,  quant 
à  la  première  formule  (£),  l'expression 

û,=  —    cnwdn«(sn»u.H-B,^,sntt)— -j3— 2(i-f-*«)B,^.(Z(c«)  — B,,,.<«   , 

dans  laquelle  le  coefficient  B^  i  aura  pour  valeur,  d'après  la  première  formule  (4dO^(«)  et 
ta  valeur  (a)  de  h, 

6  —  2         41-t-ik« 

et  qui  sera  par  conséquent  sous  forme  définitive,  en  réduisant  à  un  dénominateur  unique, 

Îû^  «.  /     sn«  to  dcu  «  — - 1  en  (w  dn  u  j  Zk*  sn»  <»  ^  Àk*  (i  -♦-  &•)  sn  a>{ 
0  -  j9/r»— 8(14-A«)«  jZ(c-)— 4A*(l-^A«).cu  I; 

et  de  même  quant  k  la  seconde  formule  (t))  cet  autre  résultat 

û,b:~— I  cntt  dn  (0  (SD*  M  4-  B,  ,|  su*  o» -4- B,  ,) 

^  (-  2B,. ,  ^  -^  B,,  ^  .  i  Tare  siu  f  ~ en  j]  J, 

dans  lequel  les  deux  coefficients  671,67,1,  auront  de  même  pour  expressions,  en  vertu 
des  mêmes  formules  (i3(M»*}  et  des  valeurs  («)  de  h  et  de  9*, 

7—2      m-t-k* 

■■,-"-'^:X-r^'''-ô('"--'-) 

XVII.  i4 


(0 
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ces  deux  dernières  formules,  suivant  la  parité  de  a,  en  premier 
lieu  a  d'abord  en  a  +  2,  puis  en  a  -4-  4,  et  en  second  lieu,  dans 
les  trois  expressions  ainsi  obtenues,  t  successivement  en  p,  p.  r; 
et,  cela  fait,  le  problème  se  trouvera  réduit,  par  conséquent,  è  un 
simple  calcul  algébrique,  dont  nous  allons  tout  à  Theure  nous 
occuper  et  donner  également  les  résultats  définitifs. 


et  qui  par  conséquent  se  réduiront  de  la  même  façon,  après  que  l'on  y  aura  remis  ces 
Taleurs.  à  l'expression  définitive  : 

£i^zs  I     su' fM (/<«  =s -\  cDtodnci*!  8 itr* sn*  o» -t- 10 A* (1  -♦- A"*)sn*to 

-♦-l5Af(lH-A:«)— 16^'î— |36A*«(t^-A^— t5(t-f-*N»j.tTarcsin[^cn«^^   T 

Or,  l'on  parvient  sans  trop  de  |)eine  à  vérifier  directement  l'exactitude  de  ces  deni 
derniers  résultats  (0)  et  (0.  si  l'on  prend  la  dérivée  des  deux  membres  de  ces  égalités,  en 
observant  que  l'on  a 

d 

—  (co(a»dnM)=CD  b»  d.do  ov-f-dno»  (f.cncs 

'  sa  CD  (M  ( —  A*  SD  te  en  (m)  4-  dn  ùi  ( —  sn  m  do  ») 
=  —  sn  •»(ilf*cn*ciii-4-  dn*<i»)  =  —  sno»  { (1  —  *•  sn*»)  -♦-  jfe*(i  —  sn*M)| 
sr  —  sntttd  -+-  A-*  — 2*«sn*c«), 

et  si  l'on  écrit  ensuite  iiartout,  pour  la  facilité  de  la  lecture,  i  k  la  place  de  soe» .  On 
reconnaît  ainsi,  sans  grande  difficulté,  que  les  seconds  membres  de  ces  deux  formalesi, 
qui  sont  alors  des  polynômes  en  f,  de  degré  6  pour  la  première  et  7  pour  la  seconde»  ne 
contenant  chacun  que  des  termes  de  même  parité,  c'est-à-dire  par  conséquent  respectÎTe- 
ment  de  la  forme 

a;  -♦-  a;i«  -♦-  a;/«  -h  a;/«  ou  a;'^  h-  a'/i»  -«-  a;'«*  -i-  Ajr, 


se  réduisent  l'un  et  l'autre  exclusivement  à  leur  dernier  terme,  dent  le 
a;  ou  A'/  est  précisément  égal  à  l'unité. 

Observons  enfin  en  terminant  que  le  second  facteur  du  dernier  terme  de  la  deoxième 
formule  \X^\  qui,  eu  égard  à  l'équivalence  des  deuxième  et  dernier  membres  de  la  suite 
d'égalité  ($),  représente  exactement  la  quantité  /le  A|  »  kj  sn  m  doi,  est  donc  par  consé- 
quent assurément  réel,  nonobstant  la  double  présence  de  Timaginaire  /  danf  son  écritiire 
(ce  qui  provient  de  ce  que  l'arc  sinus  est  comme  le  sinus  une  fonction  impaire»  ainsi  qn'eo 
témoigne  son  développement  connu  en  série).  11  est  facile  d'ailleurs  de  donner  à  cette 
même  expression  une  autre  forme  dans  laquelle  ne  figure  plus  l'imaginaire  tf,  car  l'on 
trouve  aussi  aisément  l'autre  formule  de  quadrature 
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Afin  de  permettre  au  Lecteur  d*appréeier  exactement  le  ser- 
vice rendu  dans  le  calcul  des  int^ales  triples  du  genre  (86) 
parnos coordonnées  ti,  v,  w,  ou  les  variables  intermédiaires  />,  9,  r 
que  nous  leurs  substituons  à  titre  provisoire,  examinons  rapide- 
ment, avant  d*aller  plus  loin,  quelles  opérations  eût  exigées,  pour 
le  calcul  de  cette  même  somme  VJ'\  lemploi  des  Coordonnées 
Elliptiques  X,  p,  y  (*). 

Pour  cela,  la  première  des  équations (9)  devenant,  étant  récrite 
à  Taide  des  notations  (2),  puis  élevée  à  la  puissance  ^ a, 

i  (tu)* 


0  0 

I 

=  /     *.2sni(«cnicdni<».(- —_—-«-- -___]. |</^ 


Cift  Cil 


1— *sn*ib* 
0  0 


Iog(l  -f-ilf  8u« i  (1.)  —  log  (i  —  k  sn*  {-  m)  sa  log 


expression  que  l'on  pourra  substituer  aussi  bien,  si  on  la  préfère,  à  la  place  du  dernier 
facteur  de  ladite  formule  (0- 

(*)  C'est  en  se  posant  une  question  toute  semblable  à  propos  de  la  seconde  somme 
(96)  J^"^  que  l'on  est  conduit  tout  naturellement,  pour  faciliter  les  intégrations,  à  introduire 
le  système  des  variables  auxiliaires  (88)  p,  9,  r,  dont  noos  avons  fait  choix  plus  haut. 

En  effet,  pour  celle-là,  la  seconde  et  la  troisième  des  équations  (9)  donnant,  en  tenant 
compte  des  définitions  (3),  et  introduisant  de  nouteau  la  constante  G  »  /'in'ii* , 

^  _  (6* -»>  A)  (y -f- A*U^ -H  y)  (c*-*-A)(c*-»-i«)(c*-*-v) 
^***  m«.(-/«)  II»,  (—m») 

W  <  . 

d'où,  en  extrayant  les  racines. 
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Toi)  eût  donc  trouvé  pour  cette  somme,  en  prenant  pour  Félé- 
ment  de  masse  dJ0^  Texpression  (75)  relative  à  ce  système  de 


l'on  en  conclura  tout  d'abord,  en  employant  de  nouveau  l'expression  (75)  de  djHA,  et  sup- 
primant les  facteurs  communs  aux  numérateurs  et  dénominateurs  des  différents  éléments. 


(6) 


yzdM=^ 


i       tD 


m 


1/g2" 


dl 


XdX 


X*dX 


fida 


l/S^ 


vdi 


i/: 


l/a« 


V/a« 


Cela  posé,  si,  par  analogie  avec  ce  que  nous  avons  fait  plus  haut  pour  nos  variables 
p,  7,  r,  nous  convenons  de  représenter  par  R  le  trinôme 


(r) 


R=(6»-4-p)(c«-«-p)s=  6»c«-*-(6*-f-  c«)p  -f-  p\ 


et  par  A,  M,  N,  ce  que  devient  ce  même  trinôme  lorsqu'on  y  remplace  p  successivement 
par  2,  p.,  V,  auquel  cas  l'expression  ci-dessus  (a)  s'écrira,  avec  ces  notations. 


Uv/g/ 


l'on  aura  donc,  par  le  moyen  de  cette  dernière  égalité  ainsi  que  de  celles  (6),  toi^ours  en 
vertu  des  mêmes  considérations,  pour  la  somme  en  question  y^\  l'expression 


Ji«)=  S  (y3)««+«  dM  =  S  (y*«*)«.  yzdM 


O) 


(ml/G) 


t«-M 


/; 


A«d> 


dfi 


f 


A«>e/a 


/A«AW 


2V/?TÂ 

2\/o»-4-u'     t/    2V/â* 


v/; 


/11"" 


N*vdw 


2l/i? 


Or,  l'on  aperçoit  tout  de  suite  que,  pour  chacune  des  intégrales  qui  constituent  les  élé- 
ments de  ce  dernier  déterminant,  la  différentielle  pourra  être  rendue  non  seulement  ration- 
nelle, mais  entière,  en  faisant,  o  désignant  toujours  par  hypothèse  Tune  quelconque  des 
variables  >,/»»  v. 


{^)         i  =  \/o*-Hp,  ^  =  a*-f-p,  psas— a«-Hl%  d/= 


2V/Ï 
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511 


coordonnées, 


|C«) 


s 


3fdJB& 


1      t'D 


l'iihf  « 


f 


(a*->-x)^''rfA 
^  \//û) 


/ 


A*i 


/ 


VJÇ) 


s 

f 


>. 


H 


/'- 


v)î*yrfy 


.  •  1^1 


1//W 


/ 


**(o»+a)Î«âVa 


». 


V/7Û) 


/ 


/«l 


/ 


.A4 


•    (a«-*-A*)«Vrf^ 


d'où,  en  remettant  «  dans  l'expression  ci-dessus  (y),  l'on  trouvera,  eu  égard  aux  défini- 
tions {% 

=  —  (/•—/•)  (n«-+./«)=—T, 

en  introduisant  de  nouveau  la  notation  déj4  usitée  ci-dessus  (97). 

En  effet,  par  ce  changement  de  variables,  les  types  des  différents  éléments  du  détermi- 
nant en  question  deviendront  respectivement,  pour  chaque  colonne» 

/'^"^'^^     -  (—  !)•  /  T«  (—  a«-+-r«) d/  «X  (—  l)«+«.a«  /t«^I  4-  (—  1)«  f  VMi, 


■/ 


et  se  composeront,  par  conséquent,  d'intégrales  qui  seront  exactement  celles  que  nous 
avons  eu  à  calculer  plus  haut  avec  nos  variables  p,  ç,  r,  multipliées  chacune  par  un 
facteur  constant  très  simple,  d'oh  résultera  dès  lors,  par  une  réduction  éridente  de  ce 
déterminant,  pour  la  somme  envisagée  J^*^  la  même  expression  déjà  obtenue  plus  haut  (99). 
Le  groupe  d'équations  (8)  fait  voir  très  clairement,  en  effet,  que  les  dites  variables  auxi- 
liaires p,  q,  r  ne  sont  autres  que  celles-là  mêmes  représentées  synthétiquement  par  t  dans 
l'équation  posée  tout  à  l'heure  (o),  car  cette  équation  tenant  lieu,  en  réalité,  si  l'on  spécifie 
la  variable  p,  de  tiois  équations  analogues  telles  que 


p  =:\/a«-M, 


v^ 


f. 


=\/^ 
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expression  sous  forme  de  déterminant  dont  tous  les  éléments 

r^*  R(  étant  un 
polynôme  entier  en  p  de  degré  t\  et  R  un  autre  polynôme  sem- 
blable,  du  troisième  degré  si  a  est  pair  et  égal  à  2t\  et  du  second 
degré  seulement  si  a  est  impair  et  égal  à  2t  +  1,  car  dans  ce 
dernier  cas  un  facteur  (a*  +  p)i  disparaîtra  au  numérateur  et  au 
dénominateur  de  chaque  élément,  et  Ton  aura  ainsi,  pour  les  trois 
valeurs  0, 1,  2  de  Texposant  n,  Tégalité 


/•  ■  (aMj)i«pVp  ^     j^'        (a'.4-py-^ip''rfp         _    r    _J<^ 


I/ÂP)  •/        l/(a«^p)(6«H.p)lc«-p)      /        l/(6«H-p)(c«-p) 

Pt  ?i  Pi 

Dans  Fun  et  Tautre  cas,  Tintégrale  qui  représente  chacun  de 
ces  éléments  se  décomposera  donc,  à  la  vérité,  en  termes  simples 
de  la  forme /^Çt^'  m  éiani  entier  et  positif^  à  l'égard  desquels 
Ton  pourra  sans  doute  instituer  une  formule  de  réduction  ana- 
.logueàcelle(122) donnée  plus  haut  pour  le  type  d'intégrales  (120). 
Mais  ion  voit  que,  même  avec  cette  ressource,  le  calcul  des  inté- 
grales en  question  sera  encore  notablement  plus  compliqué 
qu'avec  nos  variables  ;>,  9,  r,  puisque  la  formule  de  réduction 
dont  nous  parlons  ne  s'appliquerait  que  successivement  et  isolé- 
ment à  chacun  des  termes  dans  lesquels  se  trouvera  décom- 
posée l'intégrale,  après  le  développement  effectif  du  polynôme 


ou 

p»Œa*-i-i,  g*  =  o»-f-/*.  r<  =  a»-i-v, 

la  comparaison  de  ces  trois  dermères  équations  avec  celles  du  groupe  (8)  qui  contiennent 
la  constante  a<  fournira  les  égalités 

ju*  =  /*  sn*  M,  g*  =  /*  dn*  r,  r*  =  (m)*  en*  m?, 

ou,  conformément  à  nos  définitions  (88), 

p  =  ±  /  sn  tt,  g  =  db  /  dn  r,  r  =  db  m  en  m?. 

L'on  est  donc  ainsi  assuré  qu'en  introduisant,  avant  l'intégration,  ces  dernières  varia- 
bles p,qf  r  k  la  place  de  u^  v,  w  dans  l'élément  différentiel  de  la  seconde  somme  (96),  les 
quadratures  à  effectuer  pour  l'obtenir  seront  celles  de  polynômes  entiers,  et  par  une 
induction  toute  naturelle,  l'on  est  dès  lors  conduit  en  même  temps  à  essayer  si  l'intro- 
duction de  ces  mêmes  variables  ne  faciliterait  pas  également  d'une  manière  appréciable 
le  calcul  des  quadratures  relatives  à  la  première  somme  Ix"*  • 
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R^  es  (a*  +  p)'y  tandis  qu*avec  notre  système  de  variables,  ees 
mêmes  termes,  ou  les  intégrales  T^^  (120),  constituaient  au  con- 
traire les  éléments  du  déterminant  à  calculer  eux-mêmes. 

Nous  croyons  donc  avoir  prouvé  d*une  façon  péremptoirc,  par 
cet  exemple,  que  les  calculs  d*intégration,  impossibles  avec  les 
Coordonnées  de  Lamé,  telles  qu'il  les  présente,  étaient  singuliè- 
rement plus  faciles  avec  les  Coordonnées  Thermométriques  ti,  v,  w 
que  nous  proposons  de  leur  substituer  qu^avec  les  Coordonnées 
Elliptiques  de  Jacobi. 

Calcul  effectif  ou  réduction  des  déterminants  qui  forment  les 

ÉLÉMENTS  DES  MÊMES  INTÉGRALES  TRIPLES.  —  Il  UOUS  l'CSte  à  fairC  VOlr 

que  pour  ce  second  problème  purement  algébrique,  les  variables 
auxiliaires  p,  9,  r,  dont  nous  venons  de  faire  usage,  c'est-à-dire 
au  fond  les  coordonnées  u,  t;,  to,  dont  elles  tiennent  provisoire- 
ment la  place,  seront  encore  celles  qui  permettront  d'apercevoir 
le  plus  facilement  les  réductions  éventuelles,  et,  par  conséquent, 
de  pousser  jusqu'au  bout  la  solution  totale  de  la  question  proposée. 
Nous  allons  mettre  en  évidence  ce  dernier  point,  successive- 
ment à  propos  des  deux  mêmes  sommes  (96),  en  nous  occupant 
encore  en  premier  lieu  de  la  seconde. 

I.  [Intégrale  J^"^].  Comme  le  fait  voir  la  formule  ci-dessus 
(100),  la  puissance  T^  étant  un  polynôme  complet  en  fi  de 
degré  2a,  contient  par  suite  2a  -h  1  termes.  Il  en  est  évidem- 
ment de  même,  quant  au  nombre  des  termes,  des  produits 
T^fi  et  T"(\  ainsi  que  de  leurs  intégrales  définies  (111),  en  ne 
comptant  alors  que  pour  un  seul  terme,  bien  entendu,  l'intégrale 
définie  de  chacun  des  termes  des  polynômes  correspondants  en 
question.  De  plus,  sur  les  ia  -i-  i  termes  appartenant  ainsi  à 
chacun  des  trois  polynômes  précités  T",  T"f*,  T"/*,  il  y  en  a  évi- 
demment Sa  qui  correspondent  aux  mêmes  puissances  de  fl,  et 
dès  lors  ne  différent  que  par  le  coefiicient  constant,  soit  en  pas- 
sant du  premier  polynôme  au  second^  soit  en  passant  du  second 
au  troisième,  et  la  même  circonstance  se  produira  par  conséquent 
encore  relativement  aux  trois  intégrales  définies  des  polynômes 
ci-déssus  mentionnés. 


MA  —  2i6  — 

Il  suit  de  là  nécessairement  que  lorsque  Ton  décomposera, 
comme  il  semble  naturel,  le  déterminant  (99)  en  un  nombre 
(3a  +  1)'  de  déterminants  partiels  ne  contenant  chacun  qu'un 
seul  terme  par  élément,  une  très  forte  part  de  ces  déterminants 
disparaîtront,  comme  présentant  deux  colonnes  identiques  à  un 
facteur  constant  près.  Il  ne  subsistera  donc  de  ces  déterminants 
partiels  qu\m  nombre 

représentant  le  nombre  des  combinaisons  distinctes  que  Ton 
peut  former  avec  Çîa  +  3)  objets  3 à  3;  et,  par  suite,  il  aura 
disparu  de  ce  chef  un  nombre  de  déterminants  partiels  égal  à 

(2«+ I)»  —  !(«-♦- 1)  (2a4-l)  (2a4.3)  =  ^^^[3  (î*-*-!)»  -  («-^  i)(^ 
2a -^  I 


3 


[3  (4a*  -^  4«  -♦-  I)  —  (2«'  4-  5«  -♦-  3)] 


2a  +  I  \ 

=  — (10a' -^  7a)=i-a(2«  H-  t)(IOa4-7); 

3  3 

nombre  qui  surpasse  le  précédent  (celui  des  déterminants  par- 
tiels qui  subsisteront)  de 

ia(2a^  |)(IO«.f.7)  — -(a-4-  t)  (2a -^  i)  (2a  +  3) 
3  5 

— -(2a-+-  l)|a(IOa^7)  — (aH-0(2«-^3)] 
3 

=  i(2a^  l)riOa«-^7«  — (2a*-*-  3« -^  3) I 

«=  l(2a+  l)(8a'-*-2«— 3)=-(2«-l)(2«-*-4K^-h3). 
3  3 

ce  qui  montre  rimportar.ee  de  la  simplification  due  i  cette  seule 
circonstance  que  les  coellicienls  dos  termes  correspondant  aux 
mêmes  puissances  de  p,  q,  r,  sont  les  mêmes  pour  les  trois  lignes 
du  déterminant  (99),  ou,  en  termes  plus  concis,  que  les  trois 
éléments  d*uiie  même  colonne  de  ce  déterminant  appartiennent 


—  217  —  5i5 

tous  les  trois  au  même  lype/T^Mt ,  quelle  que  soit  la  ligne  que 
Ton  considère. 

Finalement  Texpression  proposée  1^'^  se  réduira  donc,  comme 
nous  Tavons  dit  tout  à  Theure  ,  à  une  somme  de  déterminants 
partiels  en  nombre  |X«  +  I)  (Sa  +  1)  (2a  -4-  3),  multipliés 
chacun  par  un  coeflScient  constant,  qui  pourront  tous  être  repré- 
sentés par  la  notation  abrégée  (p\  q^^  r*)  en  la  définissant  par 
Tégalité 

(p')î,    (pOî.    (p*)Î 

(9')î.      {9')h      (?*)? 
(r^B,      (rOÎ.      (r*)ï. 


(135)  (p',9^r*)-. 


les  trois  exposants  t,  /,  A:  étant,  pour  l'instant,  trois  nombres 
entiers  positifs,  tous  impairs,  différents  entre  eux,  et  au  pitis 
^ux  à  ia  -f«  5. 

Partant  de  li,  et  ayant  égard  à  cette  notation  ainsi  qu'à  celles 
(107)  et  (108)  qui  nous  ont  déjà  servi  pour  le  calcul  des  élé- 
ments de  cette  intégrale,  si  Ton  a  égard  aux  développements 
calculés  ci-dessus  (111),  Ton  voit  que  la  somme  en  question 
Ji*^  (99)  se  présentera  définitivement  sous  la  forme 

n 

Texpression  des  coefficients  A  étant  celle  que  fournissent  les 
égalités  (110)  et  (109),  et  cette  dernière  somme  étant  formée 
en  y  attribuant  i  présent,  de  toutes  les  manières  possibles,  aux 
trois  indices  t,  /,  k^  toutes  les  valeurs  entières  (et  non  plus  seu- 
lement, comme  tout  i  Theure,  les  valeurs  impaires)  depuis  0 
jusqu'à  2a,  sous  la  seule  condition  que  ces  trois  exposants 
2t  -4- 1 ,  ^'  -h  3,  ik  -^  H  soient  tous  les  trois  différents,  ainsi 
que  nous  venons  de  le  dire. 


(*;  Nous  montrerons  on  peu  plus  loin  que  dans  cette  formule,  de  même  que  dans  celle 
(i40) ,  que  nous  en  déduisons  à  titre  de  cas  particulier,  il  ne  subsistera  plus  aucun  double 
si^  (ainsi  que  cela  semble  de? oir  être  a  priorf^,  après  que  l'on  7  aura  remplacé  les 
variables  auxiliaires  p,  9,  r  par  les  expressions  (88)  dont  elles  tenaient  provisoirement  la 
place.  [Voir,  dans  Tartiele  B  du  paragraphe  suivant,  la  note  concernant  les  expressions 
(itt^  relatives  au  centre  de  gravité.] 
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Ces  considérations  un  peu  abstraites  s^éclaireront  aisément  en 
les  appliquant  à  un  exemple. 

Considérons  de  nouveau  dans  ce  but  le  cas  simple  de  a»»  1 ,  pour 
lequel,  d*une  part,  le  développement  (109)  se  réduit  dès  lors  à 

T  =  j*  +  /il«  —  (*=»  Ao  -*-  A,t"  -♦-  A,(*, 

les  valeurs  des  différents  coefficients  étant  par  conséquent,  savoir 

(137)  K  =  g\  A,=A,  A, 1, 

et  d*autre  part,  les  trois  colonnes  du  déterminant  (99)  appar- 
tiendront respectivement  aux  trois  types  (112). 

Si  nous  faisons  alors,  pour  un  instant,  en  vue  de  faciliter  aussi 
bien  le  discours  que  les  écritures, 

(158)  a  =  (oî,     6  =  (t')î,     r  =  («%      ^-(Oî.     «f=(Oî. 

comme  avec  les  cinq  lettres  a,  6,  y,  e,  ti  Ton  pourra  former  les 

K     A     9 

--i-l-  =10  combinaisons  distinctes  qui  suivent 

(1391     i   (°^»^'>0j      (a»^»0»      («»^»v)»      {«fr,0»      («>r»»?)i     («,*.¥)> 
(  (6,  r ,  0»      (€>  r,  »î),     (6,  f ,  ïf),      (r,  f ,  f)» 

et  dans  lesquelles  nous  avons  soin^  pour  plus  de  clarté,  d*éerire 
les  lettres  dans  Tordre  habituel  de  Talphabet,  à  chacune  de  ces 
combinaisons  correspondra  un  déterminant  à  trois  colonnes 
entièrement  défini,  étant  entendu  que  chacune  des  lignes  en  sera 
formée  par  celles  des  quantités  (138)  qui  figurent  dans  Talgo- 
rithme  de  la  combinaison  envisagée,  en  y  attribuant  à  t  respec- 
tivement la  détermination  p,  9,  r.  Les  dix  déterminants  partiels 
ainsi  définis  seront  les  seuls  qui  subsisteront,  multipliés  chacun 
par  un  facteur  constant,  lorsque  Ton  décomposera  de  prime  abord 
le  déterminant  (99)  relatif  à  ce  cas,  dont  chacune  des  trois 
colonnes  renfermera  alors  trois  termes,  en  3'  =  27  détermi- 
nants partiels,  dont  chaque  élément  ne  comprenne  qu*un  seul 
terme.  Il  aura  donc  disparu  par  cette  réduction  27  —  10  >=»  {7 
déterminants  partiels,  comme  ayant  deux  colonnes  identiques,  è 
un  facteur  constant  près. 
Ce  premier  résultat  essentiel  étant  acquis,  le  développement 
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demandé  sera  fourni  très  aisément  par  la  formule  donnée  tout 
à  l*heure  (136)  en  y  prenant  les  trois  indices  t,  /,  k  au  plus 
égaux  à  9a  Bsa  2,  c*est-è-dire  par  conséquent  en  leur  attribuant 
les  trois  seules  valeurs  0,  1 ,  2.  Cela  poséy  Ton  observera  que 
sur  les  dii  déterminants  partiels  précités  (139)  que  Ton  aura 
ainsi  à  former  pour  les  différents  termes  de  ce  développement,  le 
plus  grand  nombre,  à  savoir  sept^  ne  pourront  être  déduits  du  type 
(p**+^,  çV+*,  r**"^)  qu'en  attribuant  un  seul  et  unique  système  de 
valeurs  aux  trois  indices  t\  j\  A;  qu'il  y  en  aura  deux^  à  savoir  les 
i*  et 8*  qui  pourront,  au  contraire,  être  déduits  de  ce  même  type 
(au  signe  près,  c'est-à-dire  sauf  transposition  de  deux  colonnes 
consécutives)  au  moyen  de  deux  systèmes  différents  de  valeurs 
desdils  indices;  et  enfin  qu'il  y  en  aura  un  seul,  le  7*,  qui  pourra 
être  obtenu  par  la  même  voie  de  trois  manières  différentes. 
La  preuve  de  cette  assertion  résulte  du  tableau  suivant,  dans 
lequel  nous  indiquons  les  différents  systèmes  de  valeurs  en 
question ,  en  inscrivant  en  regard  de  chacun  d'eux  la  valeur 
qui  en  résulte  pour  l'élément  de  la  somme  envisagée  (136), 
c'est-à-dire  pour  I.  quantité  -^-^^^^^^  (p«*',  ,n  r*^) . 

.  =  0,         j^i,  A=0.  M^"  (p ,  ,',  r"). 

,  =  i.         ;  =  1,  A  =2.  ^'(p',  <^,  O. 

.  =  2.         ;  =  0.  A  =  2,         ^J  (p..  ,>.  r*), 

0.0, i 
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car  il  résulte  manifestement  de  la  définition  (13K)  du  symbole 
(p\  q^,  f^)  que  Ton  aura 

(P,  ?•.  r') (p,  q\  r»),  (p\  9»,  r>)  «  ~  (p\  q\  r^ 

—  {p\  q\  r^  =  {p\  q\  r»)  =  (p»,  q\  r\ 

En  tenant  compte  de  ces  égalités,  et  formant  de  même  les 
autres  déterminants  partiels  (139)  qui  ne  peuvent  être  obtenus 
que  d'une  seule  manière  Jadite  formule  (136) donnera  donc  ainsi, 
pour  la  somme  demandée,  l'expression 


*"-(;l^)"''[?=^'<" '••'■' 


AOA0A1 

1.5.7 


(p.  9*.  »•') 


1.3.9 


/        B     ,x       /AoA|A,       AoA,Ao\  -     - 


AoA|A,  AoA^A, 

(p,  9»,  r»)  ^    T-ii-n^P^  9»  »  ) 


1.5.9 


1.7.9 


/A|AtA, AjA^Aq^     A,AoA|\     j      j 

\3.5  T^ÏÏTtTs        5.3.7/^^'  ''  ^' 

( 


A|A|A)       AsAoAt^ 


A|AjAj     j 


3.5.9       5.3.9/*'^'^'  5.7.9 

A 

■*■  5 


{p\  q\  r») 


^(PS  ,'.  ^)]. 


c'est-à-dire,  eu  égard  aux  valeurs  (137)  des  coefficients  A,  l'ex- 
pression définitive,  écrite  à  l'aide  de  la  notation  abrégée  (135), 


I 


(140) 


Ji" 


1.3.7 


(p.  9'>  n 


l/'A 


1.3.9 


1.5.7 

i:7:9^'«''^-^-3xr 

■*"   3.7.9 


1.5.9 


(P.  7*.  »*) 


(P*,  ?•.  r')  - 


(P%  q\  n  - 
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laquelle  est  bien  efTectivement  celle  que  Ton  trouvera  si  Ton 
cherche  à  calculer  directement,  dans  ce  cas  simple,  la  même 
somme,  à  Taide  de  la  formule  primitive  (99),  en  opérant  immé- 
diatement toutes  les  réductions  qui  s'offriront  alors  par  suite  de 
la  forme  (112)  des  éléments  de  chaque  colonne,  et  sans  déduire, 
comme  nous  venons  de  le  faire,  ce  résultat  de  la  formule  (136)  : 
ce  qui  constitue  dès  lors  une  vérification  péremptoire  de  Fexac- 
titude  de  cette  dernière  formule ,  ainsi  que  des  diverses  considé- 
rations sur  lesquelles  elle  a  été  fondée. 

Il  ne  restera  donc  plus  qu'à  remplacer,  tant  dans  la  formule 
générale  ci-dessus  (136)  que  dans  cette  expression  particulière 
(140)  que  nous  venons  d'obtenir,  les  trois  variables  provisoires 
p,  9,  r  par  leur  valeur  de  définition  (88)  en  u,  t*,  u;,  en  même 
temps  que  les  constantes  g'^  et  h  par  leurs  valeurs  convenues 
(107);  puis,  cela  fait,  possédant  ainsi  Texpression  définitive  soit 
de  Ji"^,  soit  de  l^i\  on  en  déduira  immédiatement  celles  de 
Ji,"'  et  i^^\  ou  de  y^^  et  JV^  par  la  permutation  simultanée  des  deux 
groupes  (P,  m*,  n*)  ou  (a\  6*,  c')  et  (u,  r,  w)  ;  et,  dans  l'un  et 
l'autre  cas,  les  trois  sommes  demandées  se  trouveront  ainsi, 
malgré  leur  apparente  complication,  entièrement  calculées,  et 
développées  sous  une  forme  qui  ne  sera  plus  susceptible  d'au- 
cune réduction  ultérieure. 

B.  [Intégrale  Ij;*^].  Conservant  encore  toutes  les  notations,  et 
notamment  celles  (127),  dont  nous  nous  sommes  servi  avec 
avantage  pour  le  calcul  des  éléments  de  cette  intégrale,  et  intro- 
duisant en  plus  celle-ci,  dont  on  reconnaîtra  l'utilité  tout  à  l'heure, 
savoir 

(141)  T  =  -T«^  =  (l«+-l^)î, 

notations  à  l'aide  desquelles  la  première  des  équations  ci-dessus 
(128)  donnera,  en  y  changeant  a  d'abord  en  a  -h  2,  puis  en 
a  -4-  i,  les  trois  valeurs 

(a-i)T«    =A«    .T«^i -«- A«   .T«.4-*-Ta, 

(142)  («  ^  1) T«^, « a:,,,.t«    ^  a;'^.t«.,  4-  T«,„ 

(a  -+-  3)  Tj,^  =a  Aa^4.Ta+i  -H  AflJ^.4.Ta^     —  T, 
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la  formule  (121)  qu'il  s*agit  de  développer  se  transformera  une 
première  fois,  si  Ton  multiplie  et  divise  le  second  membre 
par  a  -H  3,  ainsi  qu'il  suit 


Ift) 


fëT» 


(H3) 


3)  P«M 
3)  Q«..* 

3)  Ra44 


[inl  a-4-5 


P         P  A^     P 


A"    P 
A"    R 


P 

Q 

R 


-  mè.^^ 


en  posant  pour  un  nombre  entier  t  quelconque ,  sans  connexion 
admise  à  Tavance  avec  Tindice  a, 


(144)      Aïî  = 


Q..   Q<+..    -0 
R<»    R<+i»    — R 


(p«-^l/p)î 


Or  ce  dernier  délerminant  se  transformera  lui-même,  &  l'aide 
du  même  procédé,  et  en  tenant  compte  cette  fois  de  la  seconde 
formule  ci-dessus  (142)  dans  laquelle  on  écrira  t  à  la  place  de  a, 
ainsi  qu'il  suit 


Ai"  =  7 


t 


i  +  i 


Q„   («-*-i)Qh.. 


i 


i 


1 


i  •*•  i 


Po 

R<, 

P„ 
Q., 


A'tft  R* 


*:;. 


— p 

-Q 
— ï 

P.-, 


Aj^-i  Qi-s 


A4t  R*-t 


w+t» 


—  P 
-Q 


<+«> 


Q. 


R 


■hti 


N-ti 


—  R 


A" 
t-Hl 


Pi  I     P<-i , 

R»»    R*  «> 


—  P 

-I 
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de  telle  sorte  que,  si  l'on  pose  à  nouveau,  en  tenant  compte 
d'abord  des  définitions  (127)  et  (141)  des  symboles  T.  et  7,  puis 
changeant  ensuite  les  signes  des  deux  dernières  colonnes, 


(i45) 


Ht" 


P<.     P 


/+«» 


—  R 


R.,    (r'-'l/R)?,    (r«+'l/R)î 


régalité  précédente  donnera,  avec  ces  notations  el  celles  admises 
antérieurement  (144),  en  intervertissant  deux  colonnes  consécu- 
tives dans  le  second  déterminant  qui  figure  au  dernier  membre 
de  cette  égalité,  et  tenant  compte  en  outre  de  la  définition  (197) 
du  coefiicient  A^',  la  formule  de  réduction 

Ai'>  -  f^[^^'  -  (t  -  1  )  J'Ai/-»»] , 

laquelle,  en  y  changeant  successivement  t  en  t  —  %i  —  4,  ... , 
fournira  la  suite  d'égalités 


(t  l-  i)  Ag>        H- 

(»•-  D^AÏ-*»  -H?', 

(»  — l)Ai'-*'  -4- 

(i-3)9«Ai'-"   =H<'-»', 

{1  -  3)  A'.'-'>  -.- 

(t-  -  5)  9«Ai'-«  -  Ht|-'>, 

(,•  —  2;  ■+  1  )  AÏ-«>  -♦-  (i  —  tj  —  i ) j'Ai*-"-*»—  Hi'-« 


-9' 


.         •         • 


(-i)y' 


•    *     • 


les  deux  dernières  égalités  de  cette  suite  étant,  si  i  est  pair, 

6/^"-«-5j»A<*>  — Hi", 
3A?'+    9»A«  — H», 


•     • 


et,  SI  t  est  impair. 


4A?>  »■  2j*A<|>  =  H?', 


2A»> 


HJ». 


(- 

i)*-*,- 

(- 

1)»-'  j,'-« 

(- 

(- 

•    • 

»      • 

•  »    •  • 
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Cela  posé,  pour  déterminer  Texpression  A^.^,  il  suffira  évidem- 
ment d*ajouter  ensemble  ces  différentes  équations,  respective- 
ment multipliées  par  les  facteurs  inscrits  en  marge  en  regard  de 
chacune,  ce  qui  donnera,  toutes  réductions  faites,  dans  le  cas 
de  t  pair, 


•  •  • 


(i  -«-  i  )  Aï»  +(—<)•    g' à?  =  H<f'  — yHi'-«  +  9*Hi'-«  — 

et  dans  l'hypotlièse  de  i  impair, 

(i  +  1)  AI"  =  Hi«  -  9*Hi'-»'  -+-  9*Hi'-*' 

+  (-  iy  j*Hi'-W-i- ...  ^.(_l)~^-»H?'-»-{— 4)~5r'-«Hi,"; 

d'où  Ton  tirera,  par  conséquent,  dans  le  cas  de  i  pair,  la  valeur 

A<"=  r^Hi')  -  j*Hi'-'>  +  9*Hi|-*>  - +  (- 1  Yg^  Hg-*' 

(146)^  »-*■' 

+  ...  +  (_|)ï-V-«H!,«-4-(-<)^"V-*HÎ>+(-«)Wj. 

et  dans  le  cas  de  t  impair  celle-ci,  qui  ne  diffère  de  la  précédente 
que  par  les  derniers  termes  seulement  : 

\  Ai"  =  r^[H2'  -  g*Hi'-«  +  j^Hf)  - +  (-  lyjVHi'-w 


Ce  développement  étant  ainsi  obtenu,  la  formule  ci-dessus (143) 
donnera  donc,  en  tenant  compte  de  la  valeur  (107)  de  g*,  pour 
la  quantité  demandée  1'/',  l'expression 

n 


(*)  Même  observation  que  pour  la  formule  précédente  analogue  (136),  nous  voulons  dire 
celle  consignée  dans  la  note  de  la  page  5^5.  [Voir  encore  également  la  note  postérieure 
concernant  les  expressions  (109)  ci-après,  relatives  au  centre  de  gravité.] 
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dans  laquelle  le  symbole  Hl''  représentant  le  déierminaiit  (148), 
l'indice  j  recevra  toutes  les  valeurs  entières  depuis  0  jiisqu'i 
|ou  "-^  ,  suivant  que  a  sera  pair  ou  impair,  étant  entendu  en 
outre,  dans  le  cas  de  a  pair,  que  pour  le  dernier  terme  de 
la  somme  ainsi  développée  qui  serait,  au  pied  de  la  lettre, 
(—1)1  (/n)"H?'.  la  quantité  H'"  devra  être  remplacée  par  ti^T- 

L'expression  générale  des  quantités  T,,  aiinquelles  appartiea- 
nent  comme  type  les  éléments  de  la  première  colonne  du  déter- 
minant H^''  ()4S),  étant  fournie  plus  haut  par  les  formules  (133) 
ou  (134)  suivant  la  parité  de  t,  il  appert  de  ces  formules  que 
Tespreasion  (148)  â  laquelle  nous  venons  d'arriver  pour  1^*',  ex 
qui  ne  renferme  que  des  quantités  connues,  ne  sera  plus  suscep- 
tible  à  présent  d'auciTne  réduction  ou  simplification  ultérieure  : 
car,  même  en  supposant  que  Ton  ail,  après  substitution  de  ces 
valeurs  développées  (153)  ou  (134)  dans  la  première  colonne 
de  chacun  des  déterminants  H'j'  qui  entrent  dans  ladite  expres- 
sion (148),  décomposé  alors  chacun  des  déterminants  en  ques- 
tion en  une  somme  de  déterminants  partiels  ne  renfermant  qu'un 
seul  terme  par  élément,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  pour  ceux  qui 
composaient  la  somme  précédemment  envisagée  J^*',  même  après 
cette  opération  accomplie,  disons-nous,  aucun  des  différenis 
déterminants  partiels  ainsi  formés  ne  pourrait  disparaître  par 
suite  de  réduction  entre  eux.  En  efret,d'une  part, ceux  provenant 
de  la  décomposition  d'un  même  déterminant  H^''dilTéreraient  tous 
par  les  élémenis  de  leur  première  colonne  qui  seraient,  par  hypo- 
thèse, les  termes  successifs  d'une  expression  appartenant  à  l'un 
des  deux  types  précités  (133)  ou  (134),  et  par  conséquent,  eu 
égard  à  la  définition  (137)  du  symbole  T.,  ils  contiendraient 
en  facteur  dans  tous  leurs  termes  chacun  une  puissance  difTé' 
rente  des  variables  p,  q,ou  r;  et,  d'autre  pari,  pour  deux  déter- 
minants partiels  quelconques  provenant  de  deux  quantités  H^''  dif- 
férentes, leurs  secondes  colonnes  appartiendraient  de  nouveau  jt 
deux  types  T.  différents  par  l'indice  n,  et  par  suite  il  se  pro- 
duirait encore,  de  ce  fait,  à  leur  égard,  la  même  circonstance 
que  nous  venons  de  dire. 

xvu.  is 
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D'ailleurs,  si  Ion  tient  à  connaître  le  nombre  des  déterminants 
partiels  qui  seraient  ainsi  formés,  il  suffira  d*observer  que  le 
nombre  des  termes  des  développements  (133)  ou  (134)  est  en 
général  v  -h  1 ,  pour  a  =  2v,  ou  «  =  2v  -+-  1  ;  car,  dans  Thypo- 
thèse  de  a  pair,  les  formules  (125)  montrent  que,  sauf  pour  la 
détermination  /  =  p,  Tavant-dernier  terme  de  la  formule  (133) 
(abstraction  faite  de  son  coefficient  constant  entre  parenthèse),  à 
savoir  T^,  se  composera  de  deux  termes,  et  de  même,  pour  le 
cas  de  a  impair,  les  expressions  (126)  font  voir  que  le  dernier 
terme  de  la  fori;nule  (134),  à  savoir  T|,  ne  comprendra  qu*un 
seul  terme  (*);  et  par  conséquent  il  est  visible  que  le  nombre  de 
ces  déterminants  sera  pareillement,  dans  les  deux  cas  précités  : 

1 

(y  -♦-  1)  -♦-•/-♦-  (v —  1)  H-  •••  -♦-  2  H-  1  fi=-(y  -♦-  1)(y  -♦-  2). 

Les  formules  auxquelles  nous  sommes  arrivé,  (148)-(145) 
et  (133)  ou  (134),  donnant  ainsi,  étant  considérées  ensemble, 
Tcxpression  définitive  de  la  somme  de  li*^  à  Taide  des  variables 
auxiliaires  p,  9,  r,  il  ne  restera  plus  dés  lors  qu'à  remplacer  dans 
chacune  de  ces  formules  lesdites  variablesp,  9,  r  par  leurs  valeurs 
de  définition  (88),  et  en  supposant  celte  dernière  opération  accom- 
plie, la  permutation  simultanée  des  deux  groupes  (ti,  v,  w)  et 
(/,  »/,  n)  ou  (a^,  6^,  c')  fournira  à  la  fois,  en  premier  lieu  Tcxpres- 
sion  des  trois  déterminants  analogues  H^.'^'  H^%  Hi"\  puis  en 
second  lieu,  par  l'introduction  des  valeurs  ainsi  obtenues  dans 
la  formule  précitée  (148),  celle  définitive  des  trois  sommes  con- 
nexes V^\  V*\  If  ^  que  nous  nous  étions  proposé  de  calculer  à 
l'aide  de  nos  coordonnées  ti,  v,  w. 

Un  mot  encore  au  sujet  de  ce  dernier  calcul,  avant  de  passer 
à  un  autre  objet. 


(*)  Nous  n'avons  pas  égai-d,  dans  cette  supputation,  à  la  complexité  des  cœfficieDts  con- 
sunts  qui  multiplient,  soit  T|  dans  la  formule  (434),  soit  T^  dtns  celle  (iSSI),  pas  plas 
qu'il  celle  des  coefficients  Bc,  4  de  tous  les  autres  termes  qui  précèdent  ce  dernier,  ou 
avant-dernier  terme  des  formules  en  question. 
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L*exemple  qui  vient  d*étre  traité  fait  ressortir  clairement  le 
but  que  nous  avions  en  vue,  en  dérogeant  provisoirement,  dans 
les  équations  que  nous  avons  adoptées  pour  définir  nos  variables 
auxiliaires  (88),  à  la  régie,  invariablement  observée  jusque-là, 
de  formules  soumises  à  la  loi  de  permutation  circulaire.  En  main- 
tenant  encore  une  pareille  loi  relativement  à  ces  trois  équations 
comparées  entre  elles,  il  nous  eût  été  évidemment  impossible, 
pour  le  calcul  des  déterminants  correspondant  aux  sommes  (96), 
d*obtenir  entre  leurs  éléments  des  relations  linéaires  telles 
que  (1i2),  c*est-à-dire  dont  les  coeflicients  fussent  les  mêmes 
pour  les  éléments  d*une  même  colonne,  puisque  ces  coefficients 
eussent  dû  satisfaire  eux-mêmes,  en  passant  d*une  ligne  à  la  sui- 
vante, à  ladite  permutation  circulaire.  Or,  c'est  précisément, 
comme  on  vient  de  le  voir,  la  constance  de  ces  coefficients  dans 
chaqtie  colonne  qui  nous  a  seule  permis  d'apercevoir  les  réduc- 
tions que  comportent  ces  déterminants,  et  par  conséquent  d'en 
parachever  le  calcul.  Il  était  donc  indispensable,  en  vue  de  cette 
dernière  opération,  de  renoncer  provisoirement,  pour  le  choix 
des  variables  auxiliaires,  à  la  loi  de  permutation  circulaire,  sauf 
à  y  revenir  ensuite,  une  fois  ce  calcul  complètement  effectué, 
ainsi  que  nous  Pavons  dit  à  plusieurs  reprises  à  propos  des 
exemples  précédents. 

Exemples  et  vérifications  :  centre  de  gravité,  masse  (ou  volime), 

PLANS  PRINCIPAUX  ET  MOMENTS  d'iNERTIE,  DU  SOLIDE  DÉLIMITÉ  PAR  TROIS 
COUPLES  DE  SURFACES  APPARTENANT  RESPECTIVEMENT  AUX  TROIS  FAMILLES 

COORDONNÉES.  —  L'applicatiou  la  plus  utile  et  la  plus  intéressante, 
comme  signification  concrète,  des  calculs  que  nous  venons  d'ef- 
fectueri  sera  en  même  temps  la  plus  simple  au  point  de  vue 
analytique,  à  savoir  celle  qui  correspond  aux  valeurs  0, 1,  et  2  de 
Pexposant  a,  et  qui  fournit  les  déterminations  mécaniques  rela- 
tives au  centre  de  gravité,  à  la  masse,  aux  plans  principaux  et 
aux  moments  principaux  d'inertie,  d'un  corps  homogène  délimité 
par  la  portion  d'espace  à  laquelle  nous  avons,  par  hypothèse, 
étendu  nos  intégrations  dans  les  calculs  qui  précèdent. 

En  effet,  d*une  part,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
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seront  exprimées  par  des  rapports  ayant  pour  dénominateur  la 
masse  du  corps 

et  pour  numérateurs  les  sommes 

Oxr/J©  Oyr/J©,  0^(/Jl9, 

e*est-à-dire,  par  conséquent,  les  valeurs  des  sommes  du  premier 
type  (96),  considérées  relativement  aux  trois  coordonnées  x,  y^  z 
pour  les  deux  valeurs  0  et  1  de  l'exposant  a  ;  et,  d'autre  part,  ce 
point  étant  une  fois  déterminé,  il  suffira  de  posséder  Tellipsoide 
d'inertie  de  ce  corps  relatif  à  Torigine  des  coordonnées,  ellipsoïde 
dont  réquation  est,  comme  Ton  sait,  en  coordonnées  rectilignes 
X,  Y,  Z, 

(I4Î))( 

pour  pouvoir  en  déduire  très  aisément,  à  Faidedes  formules  con- 
nues de  celte  théorie,  Tellipsoïde  d'inertie  du  même  corps  relatif 
à  son  centre  de  gravité,  dont  les  plans  principaux  seront  par  défi- 
nition les  plans  principaux  d'inertie  dudit  corps,  et  les  inverses 
des  carrés  des  axes  (ou  les  coefficients  des  trois  termes  carrés 
dans  son  équation)  expriment  précisément  les  moments  princi- 
paux d'inertie.  Or  Ton  voit  que  Téquationde  cet  ellipsoïde,  auquel 
la  question  se  trouve  ainsi  ramenée,  sera  complètement  déter- 
minée si  l'on  possède  à  la  fois  les  six  sommes 


\3x%Mj     ^y^dM,     ^z*dM,      K^yzdM,      ^zxdM,     *5 


xydtÊt^ 


c'est-à-dire  encore  les  deux  sommes  (96)  à  la  fois,  considérées 
chacune  relativement  aux  trois  axes  coordonnés,  et  respective- 
ment pour  les  valeurs  2  et  0  de  l'exposant  a. 
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Outre  leur  intérêt  propre,  ces  évaluations  nous  permettront 
enpore,  en  envisageant  spécialement,  comme  cas  particulier,  les 
valeurs  auxquelles  elles  se  réduiront  lorsque  Ton  prendra  pour 
le  volume  en  question  Toctant  ou  huitième  partie  d*un  ellipsoïde 
donné,  de  comparer  les  valeurs  ainsi  calculées  aux  déterminations 
connues,  relatives  à  cet  exemple  classique,  et  nous  fourniront  par 
là  une  vérification  précieuse  des  résultats  généraux  obtenus  dans 
le  paragraphe  précédent,  comme  application  de  nos  formules. 

Pour  établir  avec  une  entière  rigueur  les  formules  auxquelles 
nous  allons  arriver,  nous  supposerons  tout  d*abord,  pour  chacun 
des  exemples  envisagés,  que  le  corps  considéré  soit  renfermé  tout 
entier  dans  Tun  des  quatre  prismes  parallèles  aux  x  dont  il  a  été 
parlé  plus  haut  (page  476)  ;  puis,  le  résultat  étant  acquis  avec 
cette  restriction,  nous  montrerons  aisément  qu*il  subsistera, 
quelles  que  soient  la  situation  et  retendue  du  corps  en 
question. 

A,  (MassCf  ou  volume).  La  masse  du  corps  supposé  homogène, 
ou,  ce  qui  revient  au  même  (à  un  facteur  constant  près),  son 
volume,  sera  exprimé  par  Tune  des  trois  sommes  appartenant 
au  premier  type  (96),  car  Ton  aura  évidemment 

(150)  \T  =  C  =  ^T  —  ^dM  =  JB. 

Pour  la  calculer,  faisant  donc  as=0  dans  la  formule  défini- 
tive (148),  le  développement  fourni  par  cette  formule  se  réduira 
littéralement  alors  au  terme  |  W^\  cVst-à-dire,  en  fait,  d*après  la 
convention  admise  pour  le  cas  de  a  pair  en  écrivant  cette  for- 
mule, à  la  quantité  ^  ùi^^\  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  eu  égard 
à  la  définition  (144)  du  déterminant  A|;\  à  celle-ci  : 


(151)        1?'=-A?'=- 


p.,     p„     -{pi/p)î 

0.,       0„       -(9l^Q)î 
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Or,  les  valeurs  (8Î)),  (90),  et  (Di)  donnant 

r  — p*  =  /*t'n'  »i,     /* —  f/*  ^=3  —  m*  sn*  r,      /* —  r*  =  —  w*  dn'  ir, 
/i'  -♦-  p*  ==  M* dn* M,     n*  -♦-  ç*  =  —  wi*  m*  r,      w*  -f-  r*  «»       m*  sn*  tr, 

Ton  en  conclura,  en  vertu  de  la  définition  (97)  de  T  et  de  la 
signification  convenue  à  ce  moment-là  pour  les  symboles  P,  Q,  R, 

!P  =  (/*— p')K-f-p*)=  /Vcri*  Il  dn*  M,  d=l/p=t  nUnudnu, 
Q -.  (f  — f,»)  (/«*-4-7*)  =  m*  sn*  t'  en* i?,  àz  ]/Q  -=  m»  sn  v  en  o, 
R  =  (/* — r*)  (w'-i-  r*)  =  —  m V  dn'w.' sn*ir,       dr  l/R  =  wt/i  dn  u> sn  w. 

De  ces  valeurs  combinées  avec  nos  déûnitions  et  conventions 
relatives  aux  signes  admises  pour  les  variables  auxiliaires  p,  9,  r 
(88),  il  résulte  à  présent,  en  raison  des  limites  assignées  à  chaque 
coordonnée  (pp.  425-426),  et  de  la  permanence  du  signe  des 
cosinus  et  delta  d'amplitude  (pp.  440-441),  que  Ton  aura,  san.s 
ambiguïté  de  signe^  chaque  radical  étant  entendu  toujours  expres- 
sément dans  le  sens  de  la  détermination  arithmétique  ou  positive  : 
d*abord  pour  u,  quel  que  soit  son  signe, 

Pl    p  =  /si)  u  .nldn  m  en  m  =  ni*  sn  ti eu  m  dn  m; 

puis  pour  Vf  en  examinant  successivement  Thypothèse  de  Tun  et 
l'autre  signe  pour  cette  coordonnée, 

r  >  0,  r/ i^'Q =(-♦-/ dnr)(-*- m*  sn  rem?)  =  j 

,  _  •  /w*snrcn  vdnr; 

(  V  <  0,  7^Q=( — ^dnr)( — w'snrcnv)  =»  ) 

enfin, en  agissant  de  même  à  Pégard  de  la  coordonnée  u;,  et  tenant 
compte  de  la  délîniiion  (7)  de  n  qui  donne  m  =  —  Vcfl^--^  <  0, 

ir  >  0,         rV  R=(4-</icnir)( — m*/<snwMlntr) 

_  mn*snwcnii7dnm; 

ti;  <  0,         rl^R««=( — i'/icntr)(-f-f>i//<sniodnttr)= 


—  î25l  — 


5:29 


e*e8t-à-dire,  en  résumé,  quel  que  soit  le  signe  des  trois  coorclon^ 
nées  : 


►2) 


pV^P  =  nl*  su  II  en  h  dn  m,  q[/Qs=  /m*  su  r  en  r  du  r, 

r  I/R  s=3  tTin'su  w  eu  w  dn  w. 


En  remettant  done  à  la  fois  ces  dernières  valeurs,  ainsi  que 
celles  (124)  et  (125),  dans  Texpression  (151)  de  l<%  celle-ci 
deviendra,  en  changeant  le  signe  de  la  troisième  colonne, 


iw, 


— D 


3) 


— D 


n 


-  («')î, 

m 


-  («)î. 
n 

I 


—  "  [^  (")]î>      '*'*  (*"  **  ^'"  "^  ^"  ")ï 


/  (r)î  —  /  [Z  (t))]î,     /m*  (sn  i?  en  r  dn  r)î 


—  (w)\  —  m[Z  (te?)]?,      mn*{su  ii^en  ii;dn  ir)î 
m 


0, 


7(«')î'  /(")î. 


m 


1 


«^ 


-  -  Wl 

m 


-(k)Î,    -w[Z(tO]î, 


1 


ni*  (sn  ti  en  M  dn  t/)f 


Im*  (sn  r  en  u  dn  v)î 


m/i^  (su  w  eu  ti;  dn  tr^. 


»/''  (sn  II  en  u  dn  ti)7 


_  (u)*,    _  /  |Z  (p)]î,         Im*  (su  r  en  »  du  v)\ 


l 


-{wil    —  m[Z(u7)]î, 


II? /i^(sntr  eu  todn  w)] 


—ï)  , 

—^^  Imn  (Ho  —  Ko), 


Hq  et  Kq  étant  alors,  pour  faciliter  récriture  de  cette  formule,  les 
deux  déterminants 
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H54) 


H„== 


(ISii) 


K„  = 


1 


0, 


t*{sn  ucnudnti). 


(v)î,  m*vsn  v  en  t;  dn  v)\ 


— ; (tt')î,      M*  (sn  wcnwdnin)] 


[Z(u)]l        /*(sn  1/  ciitidnv); 


[Z  (  V  )]},        wi'(sii  t)  en  V  dn  v)] 


[Z  (w)]î,        n*(sn  u;  en  ti;  dn  tr)î 


Le  second  Kq  n*est  évidemment  susceptible  d'aucune  simplifi- 
cation, et  il  n*y  a  aucun  intérêt  d^ailleurs  à  tenter  de  modifier 
la  forme  actuelle  de  son  expression,  dont  la  symétrie  est  mani- 
feste. Il  n*en  est  pas  de  même  pour  le  premier  H0,  dont  la  valeur 
développée  sera,  en  Tordonnant,  comme  il  semble  naturel,  par 
rapport  aux  transcendantes, 


H. 


0  ""  (  "  ~i  (^)î)  '  ^ (")î   •  ^*'(^"  »  en  V  dn  u)» 


[^,(«)î.K      -        0 


.]•"■ 


(snti;cnu7dntf7)| 


— (n'-4-/*) 
=» —  (v)î(u7)î.  (sn ti en  wdnt/'î -4- (iy)î(ii);.(snv en  i?dn  t?jî 

"♦"  («)ï(v)i.(snu;enti;dnii;)-, 
c'est-à-dire  définitivement,  eu  égard  à  la  relation  de  gauche  (5)  : 


(156) 


Ho  ^  (  v)\( M^)î(sn  M  en  «  dn  u)\  -¥-  (ti;)î(ii)î  (sn  v  en  v  dn  r)î 

+  (ti)4(i;)î(snK7caM;dnto),~ 
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En  résumé,  Hq  et  Kq  désignant  donc,  pour  abréger,  les  deux 
expressions  (1K6)  et  (1K5),  la  dernière  ligne  des  égalités  (153) 
donnera  pour  la  somme  1^^,  c'est-à-dire,  eu 'égard  à  celles  (IKO), 
pour  la  masse  en  question  JE,  Fexpression  remarquable 

(157)  M  =  —^  (—  Ho  -♦-  Ko) . 

expression  parfaitement  symétrique  par  rapport  aux  trois  coor- 
données u,  v^  Wy  ainsi  que  cela  devait  être  a  priori^  et  dont  on 
notera  Tanalogie  frappante  avec  celle  (83)  que  nous  avons  obte- 
nue antérieurement  pour  Taire  de  la  portion  de  surface  d*une 
sphère  délimitée  d*une  façon  toute  semblable. 

Cette  formule  étant  ainsi  établie  en  supposant  le  corps  consi- 
déré renfermé  en  entier  dans  Tun  des  quatre  prismes  infinis 
parallèles  aux  x  dont  il  a  été  parlé  (page  476),  il  est  facile  de  voir 
qu^elle  subsistera  encore,  de  même  que  les  trois  suivantes  que 
nous  allons  établir  par  la  suite,  quelles  que  soient  la  situation  et 
rétendue  du  corps  proposé,  en  raison  de  ce  que  cette  expression, 
comme  aussi  les  suivantes  que  nous  rencontrerons,  est  une  fonc- 
tion impaire  (abstraction  faite  des  limites)  séparément  par  rap- 
port à  v  et  à  ii;. 

Le  raisonnement  que  nous  allons  présenter  pour  cette  géné- 
ralisation s*appliquera  donc,  en  changeant  seulement  la  signifi- 
cation des  divers  symboles,  aux  deux  autres  exemples,  également 
intéressants,  que  nous  examinerons  à  la  suite  de  celui-ci. 

En  effet,  partant  de  ce  fait  que  chacune  des  deux  quantités 
Hq  et  Kq  dont  est  composée,  à  un  facteur  constant  près,  ladite 
expression  (157),  est  formée  visiblement  d'une  somme  de  termes 
tels  que  A(U)î(V)î(W)î,  le  coefficient  A  étant  une  constante,  et 
U,  V,  W  trois  fonctions  respectives  des  seules  variables  u,  t?,  u;, 
parmi  lesquelles  les  deux  dernières  V  et  W,  étant  des  fonctions 
impaires,  s*annulent  donc  pour  t?  «^  0,  ou  tusaO,  nous  repré- 
senterons en  conséquence  Texpression  elle-même  par  la  somme 
^  U  (V)|  (W)î,  en  réunissant,  pour  abréger,  le  coefficient  constant 
à  la  fonction  de  u,  et  supprimant,  pour  faciliter  la  lecture,  Tindi- 
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caiion  des  limiles  de  cette  variable  u  qui  n'interviennent  en 
aucune  façon  dans  la  difficulté  quil  s'agit  de  résoudre,  en  sorte 
que  le  symbole  U  tiendra  lieu  en  réalité  pour  nous  de  la  quantité 
A(U)Î. 

Ces  notations  et  conventions  étant  admises,  si  le  corps  considéré 
est  tel  que  son  volume  s'étende  sur  plus  d'un  seul  des  quatre 
prismes  précités,  le  résultat  en  question  (1K7)  ne  pourra  être 
appliqué  d'emblée  à  ce  corps,  en  raison  de  la  discontinuité  des 
variables  9  et  r  entre  les  limites  de  ces  variables  correspondantes 
aux  limites  données  des  variables  v  et  w,  discontinuité  qui 
n'aurait  pas  permis  les  intégrations  triples  auxquelles  nous 
avons  procédé  pour  arriver  à  ladite  formule  ;  mais  il  pourra 
être  appliqué  séparément  à  chacune  des  quatre  portions  du 
corps  comprises  dans  les  quatre  prismes,  conformément  au 
mode  de  décomposition  de  l'intégrale  triple  indiquée  plus  haut 
par  l'égalité  (88'*'*). 

Or  les  fonctions  V  et  W  étant  impaires  toutes  les  deux.  Ton 
aura  donc 

(V)î  =  -  (V.),         (V)*  =  V„         (W)î w.,         (W)î  -  wv 

Par  conséquent,  l'expression  que  Ton  obtiendra  de  celte  façon 
pour  la  masse  totale  du  corps  considéré  sera,  sans  difficulté  d*au- 
cune  sorte,  conformément  à  l'égalité  précitée, 

M  =  ïu  (V)î(W);  -^  su  (V)î)(W)î  ^  su  {V)J(W)î  ^  su  (V);(W); 

=  SUV,W,  —  SUV,W,  —  SUV.W,  4-  suv.w, 
=  SU(V.\V.  -  V.W,  -  V,W,  -H  V,W,) 

=  SU(V,-V,)(W,-W.)  =  SU(V)Î(W)Î, 

c'est-à-dire  identiquement  la  formule  proposée  (157)  elle-même, 
qui  se  trouve  ainsi  démontrée  dans  tous  les  cas. 

Pour  vérifier  cette  formule,  appliquons-la,  comme  nous  Pavons 
annoncé  un  peu  plus  haut,  à  l'octant  de  l'ellipsoïde 

X*      V*      ^' 


9) 
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renfermé  dans  Tangle  trièdre  des  coordonnées  planes  positives, 
lequel  représente  évidemment  la  huitième  partie  du  volume  total 
intérieur  à  cette  surface,  et,  pour  plus  de  clarté  dans  les 
notations,  convenons,  tant  pour  cette  vériûcation  que  pour  les 
suivantes,  de  désigner  par  les  mêmes  symboles  écrits  entre 
parenthèses  les  quc^ntités  déjà  envisagées,  lorsque  nous  les  consi- 
dérerons pour  ce  volume  particulier. 

D*après  les  explications  données  dans  un  paragraphe  antérieur 
sur  la  déformation  continue  des  surfaces  coordonnées  nécessaire 
pour  embrasser  tout  l'espace,  il  est  clair  que  Ton  atteindra  bien 
tous  les  points  du  volume  ainsi  déûni  en  donnant  aux  deux  coor- 
données u  et  Vj  qui  sont  les  paramètres  des  deux  hyperboloîdes, 
toutes  les  valeurs  positives  dont  elles  sont  susceptibles,  c*est-à- 
dirc  depuis  0  jusqu'à  K  pour  la  première,  et  jusqu'à  K'  pour  la 
seconde  (pp.  429  et  431);  et  pour  la  coordonnée  w,  depuis  la 
valeur  (négative  par  hypothèse)  Wq  ,  qui  correspond  à  la  valeur  U 
de  la  coordonnée  elliptique  v,  et  qui  appartient  à  tous  les  points 
de  la  moitié  de  la  surface  (158)  située  au-dessus  du  plan  des  xy^ 
jusqu'à  la  valeur  0  qui  correspond,  avons-nous  vu,  à  ce  même 
plan  des  xy  (page  432).  La  valeur  en  question  Wq  sera  d'ailleurs 
fournie  par  Téquation  de  gauche  de  la  troisième  ligne  (8),  dans 
laquelle  on  attribuera  à  la  coordonnée  elliptique  v  la  valeur  v=»0, 
pour  laquelle  la  surface  donnée  (158)  fait  partie  de  la  troisième 
famille  coordonnée,  d'après  les  équations  du  système  (156)  du 
Chapitre  précédent,  c'est-à-dire  que  l'on  aura  les  égalités  : 

i^^n* sn' (ti7o,  *"),  sn* (i^o,  /•")  -=  -» 

Wo  -»  Arg  sn    -  ,  k")  =  /         . 

cn«  tro,*  h=1 ;= ;— = ; =— 7"' 

rr  rr  nr  nr 

dn>cHn=1— ^"'sn«ti;o=1  ■+.-.--=— r-  =  ^^ j =  -• 

m*   n^  nr  w*  m' 

Les  limites  de  l'intégration  pour  les  coordonnées  u,t;,  w  seront 
donc  ainsi,  dans  la  question  actuelle, 
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(160) 


tl^BsO,  M^=K, 


V. 


0, 


i\ 


K', 


ti?,==ti; 


09 


tp.-o, 


et  non  pas,  pour  la  troisième  coordonnée,  w^  «>  0,  et  te;,  =»  wq  > 
car  dans  Tîntégration  triple,  chacune  des  différentielles  cfti,  dv^  dw 
éiant  supposée  essentiellement  positive,  chacune  des  variables 
indépendantes  Uy  v,  w  est  supposée  aller  en  croissant  dans  Tincé- 
gration,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  limite  inférieure  de  chacune 
des  intégrales  simples  dans  lesquelles  se  décompose  Tintégrale 
triple  est  a  priori  la  plus  petite  des  deux  limites,  la  limite  supé- 
rieure étant  donc  la  plus  grande  des  deux. 

En  introduisant  en  conséquence  ces  limites  (1 60)  dans  les 
expressions  (156)  et  (155),  comme  elles  donneront  tout  d*abord 

lZ(t/,  A-)]î  =  Z(i/.,  fc)-Z(ii.,  A-)-Z(K,  Ar)-Z(0,  Af)  =  J, 
[Z(v,  *')]?  =  Z(r„  A-')-Z(r„  A-')  =  Z{K',  A:')  — Z(0,  A-')  =  J', 


(160'") 


(sn  u  en  u  dn  u)\ 
(sn  V  en  v  dn  v)l 
(sntrcnti;dn  w)] 


\ 


sn  K  en  K  dn  K  —  sn  0  en  0  dn  0 
sn  K'  en  K'  dn  K'  —  sn  0  en  0  dn  0 
sn  0  en  0  dn  0 — snt(7ocnu7odnti7o 
—  sn  U7o  en  Wq  dn  ti?o, 


=  0, 
—  0. 


il  est  clair  que  lesdites  expressions  (156)  et  (i55)  se  réduiront, 
pour  ces  limites,  respectivement  aux  deux  valeurs,  dans  les- 
quelles nous  n'écrivons  que  les  seuls  termes  utiles, 

;  (Ho)  =  —  K  K' .sn  ujq  en  Wo  dn  tr^, 


(161)       /(Ko) 


1 


n 


i 


Ti  ^'' 


J, 


r. 


0 


0 


—  n^  sn  trocn  lubdn  w^ 


=  f— K.J'  — -  K'.jj.(— n*)sn  tCocntrodnti?o; 
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et  par  conséquent  la  formule  en  question  (157)  donnera,  avec 
la  notation  convenue  tout  à  Theure,  pour  la  masse  du  corps 
actuellement  envisagé,  c*cst-à-dire  pour  celle  de  la  huitième 
partie  de  Tellipsoîde  donné,  Texpression  : 

D\/G/  \ 

(M) 3-(-(Ho)-^(Ko)) 

Di/cr  i\         \     \  1 

KK'snti;oCnu'odnu;o —  |— ,  KJ' —  -K'Jl.n'snti^oCntOodiiirol 


(i<î:2)       = 


3 


1 


= I  K  (K  — J')-*--— K'J  LsniUoCnWodntDo. 


Or,  si  Ton  se  reporte  à  nos  relations  (52)  et  (42)  entre  les 
intégrales  complètes  de  première  et  de  seconde  espèce,  qui 
donnent 

A' 

la  quantité  entre  crochets  qui  figure  dans  Texpression  précédente 
se  transformera  successivement,  en  tenant  compte  de  la  valeur  (3j 
de  A:^  ainsi  qu*il  suit 

en  vertu  de  la  formule  classique  de  Jacobi  relative  à  la  fonction 
elliptique  de  deuxième  espèce  (*)  :  valeur  qui,  étant  remise  alors 
dans  Texpression  (162)  obtenue  tout  à  Theure  pour  («U^)»  la 
transformera  à  son  tour  dans  la  suivante  : 

Dt  l/G 

(163)  (JB)  =  -  â  *  "T"^°  ^®^"  ^^®      ^"' 

D*autre  part,  si  Ton  tient  compte  des  valeurs  (159)  et  de 


(•)  Voir,  si  Ion  veut,  Hekmite,  Sote  xur  la  Théorie  des  Fonctions  Elliptiquex,  déjà 
rirée  à  plusieurs  repi-ises  (notaiiiinent,  page  4îW,  en  nott),  à  la  page  Si  de  ladite  Note. 
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celle  (3)  de  k^f  Ton  trouvera,  en  réservant  tout  d*abord  la  ques- 
tion du  signe, 


l/G 


G  ^  /     i 

-- sn  u'o en  iTo dn  w^^-ài  V/  G  .  7-  .  sn'  ti?© . en*  u'q. dn*  ir© 
k  ^         kr 

^  '   \      r/   fr  \     rrl   nr 

et  quant  au  signe  lui-même,  il  suffit  pour  le  déterminer  d*obser- 
ver  que,  sur  les  cinq  facteurs  qui  composent  cette  expression,  le 
dénominateur  k  est  positif  par  définition;  que  en  Wq  et  dn  Wq  le 
sont  également  (pp.  440-441);  enfin,  qu*il  résulte  de  la  première 
formule  (23)  que  sn  w  est  de  la  forme  sn  u?  s=»  tW,  W  étant  une 
fonction  impaire  de  même  signe  que  w'  ou  u;,  et  que  par  suite 
Ton  aura,  dans  le  cas  particulier  actuel,  sn  Wq  b»  iWq,  Wq  étant 
de  même  signe  que  Wq^  c'est-à-dire  négatif  :  d'où  il  résulte  immé- 
diatement, eu  égard  aux  définitions  (7),  que  le  produit  des  deux 
facteurs  restants,  savoir 


l  G  sn  u;o=  /mn.tWo  =  Im.  im.Wo  =  tm  (—  l^a*  —  c*).  Wo 

est  également  positif,  et  par  conséquent  aussi  le  produit  en  ques- 
tion des  cinq  facteurs  (163^**),  de  telle  sorte  que  Ton  a,  dans 
rhypothèse  envisagée,  sans  aucune  incertitude  sur  le  signe  : 

l/G 

(1 64)  -7-  dn  Wq  en  tTo  dn  ITo  es  abc. 

K 

En  remettant  donc  cette  dernière  valeur  dans  Texpression 
précédente  (163)  obtenue  tout  à  Theure  pour  (JIB),  celle-ci  se 
réduira  simplement  à 

(165)  (JB)  — -^a6c, 

ainsi  qu'on  devait  bien  le  trouver  effectivement,  en  grandeur  et 
ef»  êigne^  pour  la  huitième  partie  de  la  masse  totale  de  Tellip- 
solde  donné  (158)  ;  et  Ton  s'assurera  sans  peine  que  les  mêmes 
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considérations  redonneront  bien  toujours  le  même  résultat,  quel 
que  soit  Toctant  de  la  surface  en  question  que  Ton  ait  envisagé  (*), 
ce  qui  confirme  pleinement  Texaciitude,  tant  des  nombreuses 
formules  de  notre  théorie,  que  des  diverses  distinctions  ou  règles 
pratiques  relatives  aux  signes  que  nous  avons  établies  pour  leur 
emploi. 

B.  (Centre  de  gravité).  Le  dénominateur  commun  des  coor- 
données rectilignes  de  ce  point  étant  déjà  obtenu  par  ce  qui 
précède,  nous  n*avons  donc  plus  qu*à  calculer  leurs  numérateurs, 
c'est-à-dire  Tune  seulement  des  trois  sommes  appartenant  au 
premier  type  (96)  pour  Texposant  a  ==>  i. 


(*)  En  effet»  tout  d'abord,  si  l'une  des  deux  coordonnées  u  ou  t;  (ou  les  deux  à  la  fois) 
était  supposée  négative,  les  limites  correspondantes  seraient  alors,  au  lieu  des  valeurs 
(160),  Ml  =  —  K,  Ui  =»  0;  ?'i  ==  —  K',  v,  =  0,  et  donneraient  encore,  par  conséquent, 

(u)\  =  «,  —  y,  =  0  —  {—  K)  =  K,  (v)\  =  t>,  —  t?,  =  0  —  (— K')=  K', 

[Z(u,&)]«=Z(w„A)— Z(ii».Ar)  =  Z(0,Ar)  — Z(— K,*)  =  0-(— J)=:J, 
[Z(»./f')]«=Z(i;„fe')-Z(r„*)  =  Z(0,Ac')~Z(-K',^')  =  0-(-J')  =  J', 

c'est-à-dire,  pour  ces  deux  coordonnées,  exactement  les  mêmes  valeurs  (iiiO'»'»)  et  (160'*') 
que  lorsqu'elles  étaient  supposées  positives. 

Enfin,  si  la  troisième  coordonnée  w  était  également  supposée  de  signe  contraii-e  k 
l'hypothèse  ci-dessus,  c'est-à-dire  positive,  comme  il  faudrait  prendre  dans  ce  cas  w^  »  0, 
w^-^Wq,  l'on  aurait  donc  alors,  d'une  part,  à  la  place  de  la  dernière  égalité  (iâO'*'), 
celle-ci 

(a)        (snti;cnw^dnu)î  =:snti;oCi:U7,dnfCo — snOcnOdDO==snu>,ciiu;o(lntOo, 

en  sorte  que  le  signe  — ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  facteur  —  i,  qui  figure  explicite- 
ment dans  les  expressions  (161)  dis  deux  quantités  {H^^  et  (Kq),  disparaîtrait  de  ces  expres- 
sions, et,  par  suite,  apparaîtrait  au  contraire,  après  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'expres- 
sion suivante  (d62)  de  la  masse  {JJSï)^  tandis  qu'il  n'y  figurait  pas  explicitement  dans  le 
calcul  ci-dessus.  Nais,  d'auire  part,  les  mêmes  raisonnements  qui  nous  ont  fourni  l'éga- 
lité (464)  dans  l'hypothèse  de  WQ<iO,  donneraient  actuellement,  pour  le  cas  de  u'o>  0, 
celle-ci 

(o)  — .  SI)  w^  eu  tt?,  du  n\  «s  —  abc^ 

K 

en  sorte  que,  par  l'effet  de  ce  double  changement  de  signe  des  deux  facteurs  (a)  et  (6), 
la  valeur  de  l'expression  (16^  en  question  resterait  exactement  la  même  que  devant, 
quel  que  soit  le  signe  de  chacune  des  trois  coordonnées  u,  v,  rc,  et  par  conséquent  aussi 
l'octant  que  l'on  considère  dans  la  surface  proposée  (158). 
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A  cet  effet,  les  formules  (148)  et  (145)  se  réduisant,  pour 
cette  hypothèse,  à  celles-ci 


m    Z.4 


H?  = 


H.,      (l/R)ï.      (r«V/R)î 


dans  lesquelles  on  a,  le  radical  étant  toujours  entendu  dans  le 
sens  de  la  détermination  positive,  eu  égard  aux  valeurs  (1  Si '^') 
et  (152)  déjà  calculées  pour  la  détermination  précédente,  ainsi 
qu'aux  définitions  (88)  de  p,  9,  r,  et  en  attribuant  dés  lors 
expressément  aux  doubles  signes  la  même  signiGcation  que  dans 
lesdites  formules  (88), 

|/Pe=M/cnMdn  M,      V/Q  =db  m'snrcni;,       l/R-=qpi«dnti?snir, 

p'VP  =.p.p\^P  tr=      tsnu.nP  snti  cnii  dnw  =       n/'sn*u  cnudnt/, 
(167)  l  f/*l^Q  =  (/.qf  W^Q  =  db /dni?./w*sni;  enr  dni?=db /*»!*  dn*w  snvcnr, 
r*  [/r  =  r.r  l'^R  =  dbincntt?.tnn*snw?cn  Mîdnti»==sqpw(i/i)'cnH<7dnti?snir, 

la  formule  de  droite  qui  précède  (1 66)  donnera  donc,  en  y  remet- 
tant, avec  ces  dernières  valeurs,  celles  (126)  de  P^ ,  Q^,  R^, 
pour  l'expression  du  déterminant  envisagé  H^'^,  jcelle-ci  : 


ni  (en  II  dn  w)},  nP  (sn*  tien  u  dn  u)î 


arc  sni  I—  en  w  I     , 
d=  [arc  sin  (8ni;)]J,  db  m'  (snrcnr)î,      db   /"m*  (dn*f;snt7cni;)|* 

=p     arcsin  1 sn  wj     ,      qp mm (dnti?snto)i,      =pni(tn)'(cn*t(?dnii;sntt7)î 

D'ailleurs,  dans  tous  les  cas,  le  signe  qu'il  faudra  prendre 
étant  ainsi  le  même  pour  tous  les  éléments  d'une  même  ligne, 
ce  signe  pourra  donc  être  remplacé,  pour  chaque  ligne,  par  le 


(*)  Nous  avons  déjà  écrit  et  justifié  les  trois  premières  de  ces  valeurs  dans  le  calcul  et 
le  raisonnement  qui  nous  ont  conduit  aux  valeurs  précitées  (ir>!2). 
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facteur  1  ou  —  1  affecté  comme  coefficient  au  déterminant  lui- 
même,  lequel  facteur  sera  dès  lors  différent  pour  les  deux  lignes 
si  Ton  doit  prendre  à  la  fois  dans  ces  deux  lignes  le  signe  placé 
de  la  même  façon,  c'est-à-dire  supérieur  ou  inférieur,  ou,  inver- 
sement, qui  sera  le  même  dans  Thypothèse  contraire  :  ce  qui 
revient  à  dire,  toujours  en  vertu  de  la  convention  admise  pour 
les  signes  (pp.  474-475),  qu'en  supprimant  ces  doubles  signes, 
le  déterminant  en  question  devra  être  affecté  du  cofficient  —  1 
quand  les  deux  coordonnées  v  ei  w  seront  de  même  signe,  et  du 
coefficient  h-1  lorsqu'elles  seront  de  signes  contraires. 

Or,  l'expression  précédente  du  déterminant  Hi*>  étant  supposée 
récrite  de  la  façon  que  nous  venons  de  dire,  comme  le  double 
signe  qui  figure,  dans  le  premier  facteur,  au  second  membre  de 
la  formule  de  gauche  (166),  a  précisément,  d'après  nos  conven- 
tions, la  même  signification  qui  vient  d'être  spécifiée,  c'est-à-dire 
comme  il  pourra,  lui  aussi,  être  remplacé  par  le  coefficient  —  lout 
exactement  dans  les  mêmes  circonstances,  il  résulte  évidemment 
de  là  que,  lorsqu'on  remettra  dans  cette  dernière  formule  la 
valeur  ainsi  récrite  du  déterminant  H^*^,  la  coïncidence  des  coeffi- 
cients —  1  ou  1  ainsi  introduits  à  deux  reprises  comme  facteurs, 
suivant  l'hypothèse,  pour  tenir  lieu  des  doubles  signes,  au 
second  membre  de  ladite  formule,  amènera  l'unité  pour  leur 
produit  dans  tous  les  cas,  en  sorte  qu'il  ne  restera  plus  aucune 
trace  des  doubles  signes  dans  le  résultat  définitif  (*). 


(')  Cette  disparition  finale  des  doubles  signes,  qui  semble  parfaitement  conforme  à  ce 
que  l'on  devait  attendre  a  priori^  n*a  pas  lieu  seulement  pour  les  quatre  cas  simples  que 
nous  traitons  dans  ce  paragraphe,  mais  il  est  aisé  de  reconnaître  qu'elle  se  produira  bien 
efTectivement,  quelle  que  soit  la  valeur  entière  et  .positive  de  l'exposant  a,  pour  les  deux 
expressions  générales  ci-dessus  calculées  J^*'  (ISë)  et  l|;f"  (148),  après  que  l'on  y  aura 
remplacé  les  variables  provisoires  p,  g,  r  par  leurs  valeurs  de  définition  (88). 

En  effet,  pour  la  première  tout  d'abord,  il  ressort  à  première  vue  de  la  définition  même  du 
déterminant  (dSn)  qui  en  fournit  les  différents  termes,  et  dans  lequel  les  divers  exposants 
sont  alors  tous  impairs,  que  les  mêmes  circonstances  que  nous  venons  de  spécifier  à 
l'instant  à  propos  du  déterminant  ci-dessus  envisagé  H^*'  se  reproduiront  identiquement, 
et  conduiront  dès  lors  à  la  même  conclusion  finale. 

Qua.it  à  l'autre  formule  (1V8),  il  faut  pour  le  voir  examiner  quelle  sera,  relativement 
à  a,  la  pariié  des  différentes  puissances  des  variables  p,  g,  ou  r  qui  entreront  en  fac- 
teurs, respectivement  avec  ^?,  *^Q,  ou  ^^K,  dans  chacun  des  termes  du  développe- 
XVII.  i6 
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En  introduisant  alors  cette  simplification  dans  les  écrilures,  et 
permutant  ensuite,  ainsi  que  nous  Pavons  expliqué,  à  la  fois  les 
deux  groupes  (u,  v,  w)  ei(l,  m,  n)  ou  (a',6^c^),  nous  aurons  donc 


ment  définitif  de  cette  quantité  {''^  (i4S),  après  que  l'on  y  aura  remplacé,  en  prenoier  lieu, 
chaque  symbole  H^'^  par  la  seconde  expression  (i4â),  puis  cela  fait,  semblabiement  chaque 
symbole  T|  par  son  développement  (433)  ou  (434),  et  enfin  de  même  chaque  quantité  T. 
ainsi  introduite  par  sa  valeur  de  définition  (427).  _^ 

Or,  d'après  celte  dernière  définition  (1S7),  ces  puissances  sont  dans  la  quantité  T^  de 
parité  contraire  à  celle  de  1  indice  n ,  et  comme  l'indice  de  toutes  lesdites  quantités  T, 
qui  composent  les  difi'érents  termes  des  seconds  membres  des  formules  (I3S^'*)  ou  (433^i*^, 
desquelles  nous  avons  déduit  dans  les  deux  cas  l'expression  de  la  quantité  T^est  précisé- 
ment de  même  parité  que  a,  il  s'ensuit  donc  que  le  développement  définitif  de  T«ue  contien- 
dra comme  facteurs  de  yj  que  des  puissances  de  tde  pariié  contraire  k  celle  de  a.  Cela 
posé,  comme  d'autre  part  l'indice  /  de  tous  les  déterminants  b!*^  qui  composent  les  diffé- 
rents tenues  du  développement  (448)  de  1^*^  sont  de  même  parité  que  a,  il  résulte  donc 
de  ce  que  nous  venons  de  voir,  et  de  la  forme  des  éléments  des  deux  dernières  colonnes 
de  la  seconde  expression  (445),  que  pour  toutes  ces  différentes  quantités  H^'^  les  puissances 
en  question  de  p,  9,  r  seront  de  parité  contraire  à  celle  de  a ,  et  par  conséquent,  l'expression 
proposée  I^''^  ne  contiendra  elle-même,  comme  facteurs  des  quantités  t^  P,  1^ Q,  ou  1^  K, 
que  des  puissances,  de  parité  contraire  à  a ,  de  la  variable  correspondante  p,  9,  ou  r. 

Cette  conclusion  étant  acquise,  on  reconnaît  k  présent  sans  peine,  en  examinant  sépa- 
rément les  deux  hypothèses  relatives  à  la  parité  de  a  :  que  si  a  est  pair,  d'une  part,  le 

coefiBcient  constant  qui  figure  en  tète  du  développement  (448),  savoir  (  ^-^J  n'intro- 
duira pas  de  double  signe,  et  d'autre  part  que,  chacun  des  facteurs  qui  composeront  ce 
développement  étant,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir  (abstrai^tion  faite  des  limites) 
de  la  forme  t**^*  ^  T^  r*".  t  ^T  pour  t  =^  p^q^  r,  il  résulte  immédiatement  des  valeurs 
calculées  ci-dessus  (452),  que  le  double  signe  n'apparaîtra  ni  dans  l'un  ni  dans  l'autre  des 
deux  facteurs  d'une  expression  semblable,  en  sorte  qu'il  ne  pourra  en  exister  aucun  non 
plus  dans  l'expression  envisagée(448)  elle-même;  et  que,  si  au  contraire  a  est  impair,  d'une 
part  le  double  signe  sera  introduit  en  tête  du  développement  par  le  coeflScient  susmen- 
tionné/^^^^  ,et  que  d'autre  part  chacun  des  déterminants  partiels  dans  lesquels  se  décom- 
posera chaque  déterminant  H^'^,  ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  (page  523),  présentera 
les  mêmes  caractères  que  le  déterminant  considéré  ci-dessus  H^*',  c'est-à-dire  que  le 
double  signe  y  apparaîtra  avec  la  même  signification  dans  chacun  des  éléments  soit  de  la 
seconde,  soit  de  la  troisième,  de  ses  lignes,  car  ces  différents  éléments  appartiendront 
tous  alors,  pour  f  =  g  ou  <  «  r,  au  type  f"  =  «*"'' .  t  ^Y,  et  dès  lors  le  second  facteur 
n'introduisant  encore,  comme  tout  k  l'heure,  aucun  double  signe,  le  premier  facteur, 
dans  lequel  t  tient  ainsi  lieu  de  l'expression  (88)  de  9  ou  de  r,  fera  apparaître  au  contraire 
le  même  double  signe  devant  tous  les  éléments  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  lignes. 
L'on  aperçoit  donc  clairement  ainsi  que,  dans  ce  second  cas,  toutes  les  mêmes  circon- 
stances déjà  rencontrées  deux  fois  ci-dessus,  à  propos  de  l'expression  I^'^  (466),  et  au 
commencement  de  celte  note  à  propos  de  l'expression  J^*^  (436).  se  reproduiront  encore 
une  fois  identiquement,  et  par  conséquent  la  seconde  expression  1^**  (448)  ne  renfermera, 
en  fin  de  compte,  elle  non  plus,  aucun  double  signe,  quelle  que  soit  la  parité  de  l'expo- 
sant a. 
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trouvé  de  cette  façon  pour  les  trois  sommes  envisagées,  savoir 


(i68) 


v:^ — o 


xdMy 


i;*»  «  O 


ydM, 


12»  — O 


zdM, 


les  trois  expressions  très  simples  s*appliquant  à  tous  les  cas 


•     « 


!?»• 


tD 

8w7 


[ 


arc  sm  I  — en  ul     , 
[arcsin  (sn  w)]î, 


arcsin  I snw?!     , 


69)  (!<«)  = 


tD 


[ 

arcsin  (  —  en  ri     , 
rarcsin(sn  u?)]}, 


n/  (cnt/dn  ti)',  «P  (sn'w  en  tidn  t/)* 

m*  (sn  V  en  v)?,        f  w*  (dn'v  sn  i?  cnt;)î 
mtn(dnii7snti;)î,     ni(tn)'(en'ti7dntrsnu7){ 


1^ 


tD 
8m  n 


/m  (en  v  dn v)\,  Im^  (sn*i;  cnt?  dnt?)î 

n*  (snircntc?)',  m  V  (dn'trsntijcntc?)? 

arcsin  f snw  1     ,       ni7(dntisnti)7,  «(i7)*  (cn'ti  dnt<snt<)« 

arcsin  l  r^"  ^/ 1  i 
[arc  sin  (sn  ii)]î, 

are  sin  f  ——  snt?  )     ,     lim  (dnr  sn»)î,  /(tm)*  (en'v  dnr  sn  v)î 


mn  (cntrdntc?)^,        tnn^  (sn'u7cnu7dntr)« 
P  (snu  en  w)*,         w  V  (dn*w  snu  en  ti)? 


formules  dont  on  démontrerait  la  généralité,  quant  à  la  première, 
exactement  par  le  même  raisonnement,  déjà  exposé  dans  l'article 
précédent  à  Poccasion  de  la  masse;  et  celle-là  subsistant  dés  lors 
dans  tous  les  cas,  il  est  bien  clair  que  les  deux  autres  qui  en 
dérivent  par  la  permutation  des  trois  coordonnées  présenteront 
également  le  même  caractère  de  généralité. 

Pour  les  vérifier,  appliquant  encore  la  première,  par  exem- 
ple, au  même  volume  que  tout  à  Tbeure,  c'est-à-dire  à  Foctant 
de  Tellipsoïde  compris  dans  Tangle  trièdre  des  coordonnées 
planes  positives,  volume  auquel  correspondent,  avons-nous  dit, 
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les  limites  0  et  K  pour  u^  0  et  K'  pour  v,  %Vq  et  0  pour  u;,  les* 
quelles  donneront  manifestement  cette  fois,  en  particulier, 

ni  (dn  u  en  t/)î  =  —  n/ ,  nP  (sn*  v  cnudn  w)î  ==  0, 

m*  (sn  V  en  v)î  =  0,  Pni*  (dn*  v  sn  v  en  v)î  =  0, 

[arcsin(sn  v)]*«=arcsin(snK')*— arc8in(sn0)  =  arc8in  i — arcsinO^ 

m  (inf  (en*  to  d  n  w  sn  w)]  =  —  m  [inf  cn'ti^od  n  Wq  sn  tOo, 

la  formule  en  question  (169)  donnera  dans  cette  hypothèse 
en  n*écrivant  encore  que  les  seuls  termes  utiles,  pour  la  pre- 
mière des  sommes  (168),  Texpression  suivante 


:  — I 


l 


n"= 


(170) 


•  •  •  •  f 

-ni, 

0 

îl) 

Snl 

—  » 

2 

0, 

0. 

•  •  •  •  1 

...         , 

—  m  (in)^  en*  M?odn  ti?o  sn  Wq 

=  —  .  n/  - .  (—  îw)  (m)^  en*  m^o  dn  Wq  sn  tr© 
Snl        2 


D 


TT 


-  ( —  »m'  en*a;o  dn  Wq  su  U7o), 


16 


dans  laquelle  le  produit  entre  parenthèses  peut  être  calculé  très 
aisément  à  Taide  des  résultats  déjà  acquis  à  l'occasion  de  Texem- 
ple  précédent;  car,  si  Ton  se  rappelle,  d'une  part,  que  la  fonc- 
tion cnu;  reste  constamment  positive,  quelle  que  soit  la  coor- 
donnée te;  (pp.  440-441),  et  d'autre  part,  que  le  module  k  est 
également  positif  par  définition,  comme  les  valeurs  (159)  et  (3) 
donneront  dans  ces  conditions,  sans  ambiguïté  de  signe,  eu  égard 
à  la  définition  (7)  de  n, 


ta 

cnu7o«='-  = 
n 


ta 


a 


iVa^-^i^      I/o*  — c* 


i/  __  tVV— 6*       .    /a*— 6* 


Ton  trouvera  donc,  en  tenant  compte  en  outre  de  la  valeur  précé- 
demment obtenue  (164),  er toujours  sans  aucune  incertitude 
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quanl  aux  signes,  la  suite  d*égalités 


Unn 


—  mn^  en* Wq  an  WosnWo  =  —  tncii  Wq.  —^  cnfCodn  tf7osnti7o 

u 

__  w 

V^G  ta 

=  —  in. en ti'o-  — r  sn  Wq  en  Wq  dn  icq «»  —  in .  —  •  abc  =»  o*6c, 

A:  n 

de  telle  sorte  qu'en  remettant  cette  dernière  valeur  dans  l'ex- 
pression en  question  (170),  celle-ci  se  réduira  à  la  valeur 


(1 


lu 


qui  est  bien  effectivement  de  nouveau ,  en  grandeur  et  en  signe^ 
celle  à  laquelle  il  nous  fallait  arriver. 

C.  {Moments  principaux  d'inertie).  Ces  quantités  n'étant 
autre  chose  que  les  sommes  deux  à  deux  des  trois  intégrales 
triples  du  premier  type  (96)  pour  Texposant  a  «=»  2  et  relatives 
à  chacun  des  axes  coordonnés,  il  nous  suffira  par  conséquent  de 
calculer  la  seule  somme  I^'^  pour  le  volume  convenu. 

A  cet  effet,  les  mêmes  formules  déjà  considérées  tout  à  Theure 
(148),  (145),  et  (144)  nous  donneront,  pour  cette  hypothèse,  en 
ayant  encore  égard,  quant  à  la  première,  à  la  convention  admise 
relativement  au  dernier  terme  de  cette  première  formule  pour  le 
cas  de  a  pair, 


t) 


p„   (pV/p)î.   (pVp)î 
Q.,   {qyQ)l   {q'^)\ 


A'." 


Qo,    Qt, 
R»»    Ri» 


(pVp)î 

(r'V/R); 


expressions  dans  lesquelles  on  aura,  toujours  sans  ambiguïté  de 
signe,  en  vertu  des  valeurs  (88)  et  de  celles  (152)  déjà  calculées 
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en  vue  d*un  exemple  préeédeniy    . 

p*|/p  =p*.pV/p  =  (*sn*  u.  n/^snii  cntidn  u 
qr'l/y  =  q*,q\/Q=  /Mn'w.  /m*  snt7cn  v  dn  v 
r'W^?=r*.  rl/^  =s(in)'cn*ti7.mn*snu?cnwdnu7 


n{*sn*  udnficnii, 

/*m'  dn*  v  CD  v  an  t?, 

—  iwn*cn'fi?  sQtrdntr. 


1 


de  telle  sorte  qu'en  remettant  ces  dernières  valeurs,  en  même 
temps  que  celles  (124),  (125),  et  (1S2)  dans  les  deux  détermi- 
nants précédents,  ceux-ci  deviendront 


—  n  [Z(ti)];,      nP(snu  cntidnu)?,  n/*(sn'tt  dnticnic); 


H? 


^(*^)?  —  ^  [Z(t?)]î,      /m*(sn  V  en  V  dn  v)?,         Pm*(dn'vcnr  snt){ 
—  (u;)? — mrZ(u?)'1î,     mn*  (sn  w  eu  tv  an  w)*i  y    — mii*(cu*ti?snu?dnw)î 


(172) 


!<•) 


-1     ("»' 

y  («)î. 
m 


—  rt[Z(M)]î, 

/(«)?-/  fZ(v)]î, 


n 


-(to)î-m[Z(tr)Jî, 


—  «/*  (sn*  u  dn  «  en  u jî 


—  /*m*  {dn*  i?  en  V  sn  »J5  , 


wn*(cn*  w  sniiî  dn  w)* 


Dans  le  premier  de  ces  déterminants,  Ton  fera  apparaître  le 

coefficient  constant  G*  =  (Imny  en  divisant  les  trois  lignes 
respectivement  par  les  facteurs  nP,  Im^  mn^,  et  si  Ton  y  change 
en  même  temps  tous  les  signes  de  la  première  colonne,  il  pren- 
dra par  là  la  forme 


(173) 


HSfï  =  —  PmW.  VG  .  H, , 


H,  désignant  alors,  pour  abréger,  le  premier  des  trois  détermi- 
nants suivants,  les  deux  autres  étant  déduits  de  celui-là  par  per- 
mutation circulaire  : 
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H,=: 


~[Z(u)]î,     (sn  «en  tidnii)f,         /*(sn*M  dn  h  en  u)' 


m 


i(z(«)if. 


I 


(sn  V  en  V  dn  v)] ,        /*  (dn'  u  en  u  sn  i?)î 


— -rZ(ti7)lî,      (snii;cnt(;dnii7)(,    —  n*(en'w7  8nM;dnti?)î 


:m)     H,: 


fn 


\\Z(v)  |î,      (sn  t?cn  V  dn  v)],         w'(sn'  v dn  v  en  v)î 


~[Z(ti7)l},     (snt(7en  v;dnt(;)f,         m*(dn^frenu;snti7)* 
--[Z(m)]',      (sn  uenii  dn  ii)î,      — /*(en'«  snridnti)i 


H 


I 


~[Z[U7)1|,  (sntt7enfrdnti7)î[,         w'(sn' wdnwcnu/)? 

i 

—  [Z(fi)J},  (sn  u  en  M  dn  w)î,         /J*(dn'iien  ti  sn  u)î 

V 

— -rz(u)lî,  (sn  wcn  r  dn  v)î,    — m*(cn*  w  snw  dn  «)* 
m  L        j 


Dans  le  second  des  mêmes  déterminants  (172),  il  sera  tout 
aussi  facile  de  faire  apparaître  en  facteur  la  constante l^  =  /mn, 
en  divisant  chacune  des  trois  lignes  respectivement  par  les 
facteurs  n^l^m;  puis,  cette  opération  étant  faite  en  changeant  en 
même  temps,  comme  tout  à  Theure,  tous  les  signes  de  la  dernière 
colonne,  il  se  décomposera  alors  en  deux  autres  de  la  façon 
suivante 
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Af=  — /iww. 


/r 

—  (w)1, 
m' 


(175)  \ 


=  — l/G 


n 


-,(")î> 


/ 


-  [Zl")]?. 


{*(sn'udnucn«/)J 


(e)î  — (Z(»)Jî,  rm'(dn»»cnusni?)î 
-(tc)î—  [Z(«j)]î,           —  «•(cn'uîsntrdntc),' 


0, 


,-(«)!.        (t')î, 


/^(sn^  tidn  u  cnti)î 


Pm'(dn'v  en  V  snt?)î 


n 


m 


-(u?)î, ï(wOiï       — ii*(cn'u;snti7dnu7)î 


[zMir 


/•(sn'w  du  ucn  tt)î 


-  (o)î,         [Z(i-)]î,         /W(d.i»i>  en  t)  sn  «)î 


m" 


[Z(îi;)]î,       —  n*(cn'ti7snti5dnu?)î 


V^GIC- 


en  désignant  encore,  pour  abréger,  par  G«  et  K.  les  deux  nou- 
veaux déterminants  ainsi  engendrés. 

Or,  comme  le  premier  ne  diffère  que  par  la  troisième  colonne 
seulement  du  déterminant  Hq  (liS4),  rencontré  ci-dessus  à  Toc- 
casion  du  calcul  de  la  masse,  son  développement  pourra  être 
obtenu  très  rapidement  en  le  déduisant  de  celui  (f  S6)  dudit 
déterminant  Hq,  récrit  à  cet  effet,  au  préalable,  ainsi  qu'il  suit 


1  1 

Ho  s  -  (  v)î(ti?)î./*(sn  ti  en  u  dn  u)l  -i — 
r  m 


-  {w}\  (i/)î .  m*  (sn  i;  en  V  dn  t;)î 


1  (w)î  (v)x .  H*  (su  w  Cil  w  dn  w)]  ; 


n 
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car,  sous  cette  forme,  le  deuxième  facteur  de  chacun  des  termes  étant 
précisément  Tun  des  éléments  de  la  troisième  colonne  de  ce  déter- 
minant Hq,  il  suffira  évidemment  de  substituer  à  chacun  Télément 
correspondant  de  la  troisième  colonne  de  G,,  pour  avoir  le  déve- 
loppement de  ce  dernier  déterminant,  opération  qui  donnera  pour 
résultat 

i  \ 

G,  =  -(r)î(u-)î./*(sn'MdniicnM)*-4-  — ;(u?)î(ti)î. /*m'(d nouent?  snv)* 

1 
H — («/)î(v)V(— w*)(cn'ti?snio(/nti7)î 

c*est-à-dire  simplement  la  première  des  trois  expressions,  dé- 
duites encore  les  unes  des  autres  par  permutation  circulaire  : 

G,=  (v)î(u?),*./*(sn'adnMcni<)ÎH-  {w)\(ttfi.  /*  (dn*  v  en  v  sn  t?)î 

—  (w  )î  (v  )î .  n*  (en'  ti7  sn  U7  dn  w)], 


Gy=(M?)î(ti)î.m'(snH-dnvcni;)î  -4-  (M)î(t')î.  m'(dn'ti;cn  ti?su  ti?)? 
<^^^^')  —  (»)î  Wî-  ^'  (<în'  w  sn  u  dn  u)l 


G.  =  (tt)î(i;)*  n'(sn'u;dn  u;cn  u?)î-4-  (v  )î  (w)\.  n*  (dn*  u  en  i/  sn  u)] 

—  (tr)î(«Oi  •  »»'  (en*  v  sn  v  dn  v)\ . 

Après  avoir  déduit  enfin,  toujours  par  le  même  procédé,  de 
l'expression  ci-dessus  du  second  des  déterminants  partiels  (175), 
que  nous  sommes  convenu  d'appeler  K.,  les  trois  expressions 
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K.= 


(177)     K,= 


K. 


1 

-M 

nr 


—  (t«) 
m* 


i 


n 


7  H 


1 


m 


-.(«> 


1   , 


n 


1 


yW 


[Z(r),]î, 


/*  (sn'  Il  fin  u  en  lOî 


rm'(dn'wcn  y  sn  u)* 


[Z  (U7)]î,  —  «* (en* tr su ti?  dn  tt')* 


Lzwiï. 

[Z  («')]?. 


TO*(Rn't?  du  «en  v)î 


m'/t*(dn*  ti7  en  u;  sn  ti')î 


fZ(u)|J,  — /*(cn*Msnudnw)î 


[Z(u)]î, 


n*(sn'tt7  dnt<;cn  te)? 


«V(dn'  M  en  m  sn  u)] 


[Z(w)]î,  —  m*(en*  V  sn  i;  dn  î?)J 


si  Ton  remet  à  la  fois  dans  le  dernier  membre  des  égalités  (171), 
à  la  place  des  quantités  W^  et  Aif^  leurs  valeurs  (173)  et  (175), 
Ton  voit  que  les  sommes  cherchées  se  présenteront  alors  sous 
la  forme  des  trois  expressions 

(*) 

I  w  =  !S  x^dM  ==  î^-^  f  —  G,  -*-  m' H,  -H  K,] , 


(17«) 


\f  =  O  y*dM  =  -î^  (-  G,  +  M*  H,  +  K,) . 
1?'  =  O  z\lM  =  ^^  (-  G,  -H  /'  H,  -«-  K,). 


(')  II  n'y  a  pas  lieu  d'éti'e  surpris  ici  de  la  dissymétrie  de  ces  expressions  par  rapport 


—  251  —  549 

dans  lesquelles  les  différents  symboles  qui  figurent  au  second 
membre  entre  parenthèses  tiennent  lieu»  pour  abréger,  des  quan- 
tités (i76),  (174),  et(177j, et  qui,  se  trouvant  ainsi  entièrement 
calculées,  fourniront  immédiatement,  par  leurs  sommes  deux  à 
deux,  les  expressions  demandées  des  moments  principaux  d*iner- 
tie  relatifs  au  solide  envisagé. 

Vérifions  encore  ces  formules,  en  comparant  avec  les  résultats 
connus  de  la  Mécanique,  à  Taide  des  calculs  déjà  réalisés  à  Tocca- 
sion  d*une  vérification  précédente,  les  expressions  qu'elles  four- 
nissent pour  le  huitième  du  volume  total  de  Tellipsoîde  (158). 

A  cet  effet ,  les  limites  de  l'intégration,  qui  seront  toujours 
celles  (160),  donnant  pour  les  mêmes  raisons  que  précédem- 
ment, comme  on  le  voit  tout  de  suite, 

(sn'tidnucnu)*«=s  0,       (dn*  vcn  vsn  tj)î  =  0, 

(en*  ii7snti7dnti7)«B= — cn'iOosniOodntOo, 

engendreront,  lorsqu'on  les  introduira  dans  la  première  formule 
de  chacun  des  groupes  (176),  (174),  et  (177),  en  ne  marquant 
encore  une  fois  que  les  seuls  termes  utiles,  les  valeurs  suivantes, 
qui  s'écriront  alors  très  simplement,  à  Taide  des  quantités  ana- 
logues déjà  rencontrées  dans  un  calcul  antérieur  (pp.  532-536), 


aax  coordonnées  w,  r,  w  qui  ressort,  tant  des  définitions  (176),  (174),  et  (177),  de  chacun 
des  trois  termes  dont  elles  se  coiniM)sent,  que  de  la  forme  de  ces  égalités  (178)  elles-mêmes. 
En  effet,  la  définition  même  de  ces  quantités,  ou  les  seconds  membres  de  ces  égalités, 
montrant,  a  priori,  ({u'elles  ne  sauraient  être  symétriques  par  rapport  aux  trois  coor* 
données  rectilignes,  il  est  bien  clair  que  cette  symétrie  ne  peut  exister  dès  lors  par  rapport 
aux  coonlonnées  thennométriques ,  puisque,  nos  formules  de  transformation  (10)  ou  (il) 
étant  complètement  symétriques  par  rapport  aux  deux  systèmes,  la  symétrie  d'un  groupe 
quelconque  <ie  formules  par  rapport  à  l'un  de  ces  systèmes  entraînera  forcément  la  symé- 
trie de  ces  mêmes  formules  par  rapport  à  l'autre,  tt  la  même  obsenation  s'appliquerait 
avec  la  même  raison  aux  résultats  précédemment  acquis  (169). 

La  considération  de  l'homogénéité,  si  elle  n'était  pas  obser>-ée,  pourrait  donc  seule,  en 
pareil  cas,  infirmer  a  priori  l'exactitude  de  ce  résultat.  Or  les  formules  en  question  (178) 
sont  bien  manifestement  homogène.s,  chacun  des  premiers  et  derniers  termes  dans  les 
parenthèses  étant  du  second  degré  par  rapport  aux  quantités  linéaires  a,  b,  c,  ou  /,  m,  n, 
et  les  termes  du  milieu  étant  au  contraire  du  degré  0  par  rapport  aux  mêmes  quantités. 
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KK'.  n*  en'  Wq  du  Wo  sn  tuo  =  —  w*  en'  u'q.  (Hq) , 


(H.) 


•    •    •    •    •  ^ 


0     , 
0     , 


0 
0 


=  0, 


(K.) 


1 

n' 
i 


J     , 


y  , 


0 


0 


J    ««5 


,        n*,  cn'u^osntt'o^^n  w© 


\  i 

=        KJ'— - 
W  l* 


—  K.J' :K'.J)  ./i*cn'ttJoSnWodnWo  =  —  n'cn'tOo.fKo), 


les  symboles  (Hq)  et  (Kq)  étant  de  nouveau  les  quantités  ci- 
dessus  (161). 

En  remettant  donc  ces  trois  valeurs  dans  la  première  des 
formules  (178)  que  nous  voulons  vérifier,  puis  tenant  compte 
successivement  de  l'expression  (157)  obtenue  plus  haut  pour  la 
masse  du  corps  Mt,  ainsi  que  de  la  valeur  (159)  de  cn^  u^q,  nous 
trouverons  donc,  selon  le  mode  de  notation  convenu,  pour  le  hui- 
tième de  rellipsoïde, 


m  «  IISxVJb)  =      -~  (-  (G,)  4-  (Kj) 


1    Dl^G 
5*     3 


(—  (Ho)  -^  (Ko))  (-  n«cn*uJo)  =  g  (cIB).ci*, 


c'est-à-dire,  en  permutant  les  trois  sommes 


5  a  « 
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et  par  conséquent,  pour  les  trois  moments  principaux  d*inertie 
relatifs  au  même  solide,  les  trois  expressions 


\^(y*  -^  z*)  (ImI  =  (M)  — ^  '        \^{z^ -^  x*)dMl  = 

5 


(M) 


c'  -+-  a* 


5 


ce  qui  est  bien  encore  cette  fois,  en  grandeur  et  en  signe,  le  résul- 
tat auquel  on  devait  arriver. 

D.  (Plans  principaux  d'inertie).  Nous  possédons  ainsi  déjà, 
par  le  calcul  que  nous  venons  d*effectner,  les  coefficients  des  trois 
termes  carrés  de  Tellipsoide  d*inertie  du  solide  considéré,  relatif 
àForigine  des  coordonnées.  Il  ne  nous  reste  donc  plus,  pour  avoir 
son  équation,et  par  suite  pour  pouvoir  déterminer  analytiquement, 
comme  nous  Tavons  dit,  ses  trois  plans  principaux,  qu'à  posséder 
de  même  les  trois  coefficients  des  termes  rectangles  de  cette 
même  équation  (149),  c'est-à-dire  les  trois  sommes  du  second 
type  (96),  pour  Texposant  a  =  0. 

Introduisant  donc  cette  hypothèse  dans  la  formule  (99), 
comme  Ton  aura  alors  P*  =  Q*  s=a  R**  =  i,  celle-ci  se  réduira 
simplement  à  la  suivante,  chaque  intégrale  étant  prise  entre  les 
limites  correspondantes  à  celles  données  de  p,  q,  r, 


yo)  =. 


iD 


m 


l/G 


/dp,  fp\ip.  fp'dp 
fdq,  JqHq,  Jq'dq 
Jdr,   fr'dr,   fr'dr 


tD 


m 


V/G 


(P)î, 
(?)î. 
(r)î, 


o 


liP^f, 


zif* 


H 


i 

5 

5  ^''>' 


le  signe  supérieur  étant,  comme  nous  Pavons  expliqué,  expressé- 
ment relatif  à  Thypothése  de  la  concordance  des  signes  des 
coordonnées  t;  et  ti',  et  le  signe  inférieur  à  Thypothèse  inverse 
(pp.  474-475).  Et  dès  lors,  en  remettant  à  la  place  dep,  q,  r  leurs 
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valeurs  (88),  et  raisonnant  alors  de  nouveau,  exactement  comme 
nous  Tavons  déjà  fait  à  propos  des  formules  (169)  relatives  au 
centre  de  gravité.  Ton  reconnaîtra  sans  peine  encore  qu*aucun 
dtmUe  signe  ne  subsistera  en  fin  de  compte  dans  cette  formule 
non  plus  que  dans  se?  homologues  ;  de  telle  sorte,  quVn  emprun- 
tant alors  un  facteur  t  à  chaque  élément  de  la  dernière  ligne, 
Ton  aura  dans  tous  les  cas  pour  les  sommes  ëemandées  les  trois 
expressions  définitives 


J(0) 


s 


d.  D 


D 


m 


l/G 


n{cnw)\^  — ii*(cn'ttj)î, 


(179)  (  ji;)  =  Ozxc/ja  = 


—  i      D 


3  5^^^G 


m(sn  «)', 
m(dnti;)î, 
/(cnu)î, 


m'(sn' t4)î, 
m'(dn'to)î, 


/•  (dn*  V) 
n"(cn'toj 

m'(sn*t?) 
m"(dn*io)' 
/•  (en»  w) 


Ji«^«lS 


xydMi  =  - 


5.5  i\/Q 


n  (sn  w)},  n'  (sn* w)î,  n'  (sn'to) 
n(dnM)î,  n'(dn'ti);,  n»(dn»w) 
fii(cnv)î,  — m'(cn'i;)î,      m"(cn'to) 


qui  complètent»  pour  le  solide  envisagé,  la  détermination  de 
rellipsoide  d'inertie  (149). 

Cette  dernière  détermination  n'étant  plus,  comme  les  précé- 
dentes, Tune  de  celles  que  Ton  a  coutume  d'effectuer  dans  les 
cours  d'Analyse  ou  de  Mécanique  pour  la  huitième  pak*tie  de 
rellipsoîde,  le  procédé  de  vérification  dont  nous  avons  usé  pour 
celles-là  nous  échappe  cette  fois  ;  mais,  à  défaut  de  vérification 
proprement  dite,  un  moyen  de  contrôle  qui  n*est  pas  sans  valeur 
consiste  dans  ce  fait  que,  étant  étendues  à  la  totalité  de  Fellipsoide, 
les  trois  sommes  en  question  devront  évidemment  se  réduire 
simultanément  à  zéro,  attendu  que  les  trois  plans  coordonnés 
étant  alors  des  plans  de  symétrie  pour  le  solide  considéré,  ces 
plans  seront  donc  précisément  les  plans  principaux  d'inertie  de 
ce  même  solide,  en  sorte  que  l'ellipsoïde  d'inertie  (1 49)  devra. 
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dans  celte  hypothèse,  se  trouver  rapporté  de  lui-même  à  ses  plans 
principaux. 

Or,  Ton  aperçoit  immédiatement  que  cette  condition  est  bien 
effectivement  remph'e,  attendu  que  les  limites 

ti|-=— K,      i/,=  H-K,      ri=  —  K',      v,=  -hK',    .  Wi=» — Wo,      ti^jsas-t- to,, 

qui  correspondent  à  cette  nouvelle  hypothèse,  donneront 

cnVl  =  (^       en  M,=0,       (rnii);=0,       (cn'ii)î=0,       (cn'M)î=0, 
dnii,=A„      dnv»=A„      (dnii)î  =  0,       (dn'ti)î  =  0,       (dn»w)î=(), 

et  de  même  en  changeant  u  en  t;  dans  ces  résultats  ;  d'où  il  suit 
que  les  deux  premiers  déterminants  (179)  ont  chacun  une  ligne 
dont  tous  les  éléments  sont  nuls,  et  le  troisième  deux  lignes  qui 
présentent  la  même  particularité.  Et  comme  cette  circonstance 
se  produira  quelles  que  soient  les  limites  db  wq  de  la  troisième 
coordonnée  n;,  Ton  découvre  par  là  même  cette  propriété  iniéres- 
sanie  des  plans  coordonnés  de  demeurer  des  plans  principaux 
d'inertie  pour  toute  écorce  ou  croûte  ellipsoïdale,  dont  les  deux 
surfaces,  intérieure  et  extérieure,  appartiendront  à  la  fois  à  la 
troisième  famille  coordonnée,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  seront 
homofocales  entre  elles. 

Enfin,  pour  clore  cette  série  d'applications,  le  LiCCteur  voudra 
bien  remarquer  que  toutes  les  déterminations  qui  font  Tobjet  des 
développements  précédents  ont  été  obtenues  sans  aucune  incer- 
titude sur  les  signes,  à  aucun  instant  des  calculs,  et  que  chacune 
des  vérifications  que  nous  avons  présentées  à  leur  sujet  nous 
ont  amené  constamment  au  résultat  voulu,  avec  le  signe  même 
que  Ton  devait  trouver,  quelle  que  fût  la  situation  du  corps 
envisagé,  ou  ce  qui  revient  au  même,  le  signe  des  limites  des 
coordonnées  u,  v,  w  correspondant  à  Thypothèse,  bien  que 
chacun  de  ces  calculs  eût  mis  en  jeu,  dans  chaque  cas,  comme 
on  Ta  vu,  des  facteurs  affectés  de  Tun  et  de  Tautre  signe. 

On  nous  permettra  donc,  comme  conclusion  de  ces  recherches. 
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de  souligner  de  nouveau,  en  quelque  sorte,  ces  diverses  circon- 
stances qui  mettent  bien  en  relief  la  supériorité  des  Coordonnées 
Thermométriques  inventées  par  Lamé  sur  les  Coordonnées 
Elliptiques  de  Jacobi  déjà  signalée  au  début  de  ce  Chapitre 
(page  402),  en  même  temps  qu^elles  fournissent  la  preuve 
incontestable,  croyons-nous,  que  les  formules  nouvelles  présen- 
tées par  nous  dans  le  même  paragraphe  pour  Temploi  de  ces 
coordonnées  satisfont  pleinement  aux  trois  desiderata  que  nous 
y  avons  §irticulés  (page  412),  et  remplissent  dès  lors  complète- 
ment le  programme  que  nous  nous  y  sommes  tracé. 

E.  {Autre  calcul  pour  la  détermination  de  la  niasse).  Ayant 
eu  pour  but,  dans  les  calculs  qui  précèdent,  de  faire  ressortir 
clairement  Tavantage  du  nouveau  système  de  coordonnées  que 
nous  proposons  de  substituer  à  celui  des  Coordonnées  Ellip- 
tiques de  Jacobi,  nous  avons  dû  naturellement,  pour  donner  plus 
de  force  à  notre  démonstration  et  présenter  comme  exemple  un 
emploi  plus  étendu  de  ces  coordonnées,  faire  usage  pour  lesdits 
calculs  exclusivement  des  coordonnées  en  question;  mais  la 
preuve  étant  faite  actuellement  aussi  complètement  qu'on  pou- 
vait le  souhaiter,  croyons-nous,  nous  pouvons  indiquer  à  présent, 
comme  pouvant  présenter  quelque  avantage  dans  certains  pro- 
blèmes, un  usage  mixte  de  ces  coordonnées,  consistant  à  les  faire 
intervenir,  dans  la  même  question,  concurremment  avec  lesdites 
coordonnées  ^,  u>  v  de  Jacobi,  chacun  des  deux  systèmes  pour 
les  portions  du  calcul  dans  lesquelles  son  emploi  offrira  le  plus 
de  commodité. 

Il  arrivera  parfois,  en  effet,  que  les  résultats  cherchés  seront 
obtenus  ainsi  plus  rapidement  que  si  Ton  avait  fait  usage  exclu- 
sivement de  Tun  ou  de  Tautre  des  systèmes  précités  de  coor- 
données, soit  parce  que  les  quadratures  seront  plus  faciles  et  la 
réduction  des  déterminants  plus  simple  et  plus  aisée,  soit  parce 
que  Ton  pourra  ainsi  faire  un  usage  plus  complet  de  la  permu- 
tation circulaire,  qui  permettra  alors,  dans  le  calcul  d^une  seule 
expression,  de  n'évaluer  qu'un  terme  sur  trois,  tandis  que,  dans 
les  déterminations  que  nous  venons  d'effectuer,  le  même  procédé 
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nous  a  permis  simplement  de  ne  calculer  qu'une  seule  des  trois 
quantités  en  question,  correspondant  aux  trois  axes  coordonnés^ 
mais  ne  nous  a  servi  en  rien  pour  le  calcul  de  l'une  des  quantités 
envisagées  en  particulier. 

Nous  allons  en  fournir  un  exemple,  en  procédant  encore  une 
fois  à  la  détermination  de  la  masse  du  même  solide  déjà  envi- 
sagé dans  les  différents  articles  qui  précèdent,  à  laide  d'un  calcul 
nouveau  reposant  sur  cette  donnée,  et  institué  spécialement  en 
vue  de  cette  seule  question,  c'est-à-dire  qui  ne  déduira  plus  ce 
résultat  comme  cas  particulier  d'une  formule  plus  générale  anté- 
rieurement établie,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  plus  haut,  avec 

'  nos  variables  auxiliaires  p,  9,  r. 

Dans  ce  but,  en  vue  de  faciliter  notablement  les  écritures  de  ce 
calcul  que  nous  allons  présenter,  nous  introduirons  tout  d'abord 

*les  deux  notations  suivantes  :  nous  ferons,  quelle  que  soit  la 
variable  p  et  l'exposant  entier  a. 


(180) 


le  radical  étant  toujours  supposé  pris  avec  la  détermination  posi- 
tive, et  nous  conviendrons  en  outre  de  désigner  par  A^,  M«,  IV«,  et 
par  A,  M,  M,  ce  que  deviennent  respectivement  ces  expressions 
Rgg  et  Ky  lorsque  l'on  y  remplace  p  successivement  par  X,  fx,v. 

Ces  définitions  étant  admises,  il  résulte  immédiatement  de 
l'expression  (75)  de  l'élément  de  masse  en  Coordonnées  Ellip- 
tiques, que  la  masse  JB  du  solide  en  question  sera  représentée, 
avec  ce  système  de  coordonnées,  par  le  déterminant 


(181)  ja  =  tD 


Ao, 

A., 

A, 

Mo, 

M,, 

M. 

No. 

No 

N. 

dont  les  différents  éléments  s'évalueront  beaucoup  plus  aisément, 

comme  on  va  le  voir,  en  introduisant  à  présent  nos  coordonnées 

XVII.  17 
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u,  v^  IV,  qu'en  faisant  usage  exclusivement  de  Tun  ou  de  Taulre 
de  ces  deux  systèmes  de  coordonnées. 

En  effet,  rappelant  une  fois  de  plus  que  les  Coordonnées  Ellip- 
tiques >.,  u,  V,  ne  sont  autre  chose,  par  définition,  que  les  trois 
fonctions  4>,  ^,  Il  de  notre  Chapitre  IV,  et  récrivant  en  consé- 
quence les  équations  (28)  de  ce  Chapitre  ainsi  qu*il  suit 

Q'-.,,,      i^)'-.r..      £)•-«.. 

nous  tirerons  de  la  première,  par  exemple,  en  ayant  égard  en 
même  temps  aux  définitions  (30)  du  même  Chapitre,  et  (7)  et  (i) 
de  celui-ci,  cette  nouvelle  égalité 

dans  laquelle  le  coefficient  ~  éiant  une  quantité  positive  d'après 
la  définition  (7)  de  n,  ce  sera  le  signe  supérieur,  ou  bien  le 
signe  inférieur,  qu'il  faudra  prendre  expressément  avec  la  déter- 
mination positive  du  radical,  suivant  que  la  variable  u  sera 
elle-même  positive  ou  négative,  du  moment  que  la  valeur  de  la 
dérivée  ^  déduite  delà  différcntiation  de  la  première  équation  (8), 

savoir 

j. 

(182*"')  -7-  =  /*.  2sn  ti  en  M  dn  M 

du 

est  manifestement  {P  étant  >  0)  de  même  signe  que  la  coor- 
donnée u. 

Partant  de  le,  nous  obtiendrons  tout  d'abord,  en  permutant, 
les  trois  valeurs  simples,  dans  lesquelles  Tinterprétation  du 
radical  et  du  double  signe  sera  dès  lors  celle  que  nous  venons 
dé  dire, 

dx          =1=  t                  dfL          =t  t                 dv          ^t^  «  . 
:z=:  «= du  , =  — ;-  dv ,       ^^^  =» dw , 

2l//'(A)         ^*  2l//^(A*)         *  2l//(v)        ^ 

et  qui  donneront,  en  premier  lieu,  eu  égard  à  la  définition  du 
premier  symbole  (180),  pour  les  éléments  de  la  première  colonne 
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du  déterminant  (ISl),  les  expressions  correspondantes 

(183)  A, -[u)\.  M, -^(»)î,  No  =  — Hî, 

n  l  m 

puis  en  second  lieu,  en  tenant  compte  de  la  première  équa- 
tion (8),  ainsi  que  de  la  valeur  (3;  de  k\  la  suite  d'égalités 

' '•     j» 


\     2WY(^)    ^,^     2^7(1)     ^^'i,  <ï\/f\}) 

=  /    /*sn*ii. —  du^=^zç.\n  I       -^  sn*  u  du  ^=>  zp  in  /    k*sn*udu 

«I  "l  W| 

=  q=  m  I    /  A  •  sn«  u  du  —  /  A  *  sn'ti  du\  «=  =p  t'n  [z  (i/,)  —  Z  (w,)] , 

*0  0 

d'où  par  conséquent,  en  permutant  encore,  les  trois  équations 

I  a*Ao  ■♦-  A,  =  ZF  in  [z(ti)]î ,  6'Mo  +  M,  =  qi  tV   [Z(»)]î , 

^^^^^     î  c'NoV  N.  «  q:  im  [Z(i«)]î , 

qui  fourniront  alors,  sous  les  mêmes  conditions,  les  valeurs  des 
éléments  de  la  seconde  colonne. 
Enfin,  si  Ton  fait,  pour  abréger, 


fi?)= 

(a*  +  p)  (6» 

■*-  P)  (c* 

+  p)- 

p^  -♦-  Jlop' 

-«-  f6p 

+  e 

de  l'idenlité 

dl/Ap) 

r(p) 

3p' 

-+-  2<A)p  •♦- 

« 

entendue  encore  avec  la  détermination  positive  du  radical, 
Ton  déduira  sans  peine,  en  la  multipliant  par  Scfp,  puis  Tinté- 
grant  entre  les  limites  pi  et  p^,  et  écrivant  alors  le  résultat  à 
Taide  des  notations  convenues  (180), 

-  1  -      2  < 

R  =  3R,  -^  2<A>Ri  -+-  SRo,       d'où       R,  =  - R  —  -  JtR^ 38R„, 

3  3  3 
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c*est-à-dire»  par  conséquent,  pour  les  éléments  de  la  troisième 
colonne,  les  valeurs 

/  1-2 

'      A,  =-A  — -JUA,  — SAo, 

0  3 

1  -       2 

{     M,  =-M  — -cAdM,  — SMo, 

1  -       2 

N,  =  -  N  —  -  JUN,  —  35  No. 
[  3  3 

Tous  les  éléments  du  déterminant  (181)  étant  ainsi  calculés 
ù  Taide  de  permutations  circulaires,  si  Ton  y  remet,  en  premier 
lieu,  ces  dernières  valeurs,  son  expression  deviendra  par  là  tout 
d'abord 


J©  =  iD 


Ao,    At,    -A  — 


Mo,     M|,    -  M  — 


No,     N,,    -N- 


i  -       2 

—  A cHoAi 

3           3 

-*Ao 

A., 

A„ 

A 

—  M  —  —  cHoMf 
d           3 

—  iBMo 

tD 

Mo, 

Ml, 

M 

In --dioN, 

3           3        * 

—  3JNo 

N.. 

No 

N 

puis,  si  Ton  remplace  de  même,  dans  le  nouveau  déterminant 
ainsi  obtenu^  les  éléments  de  la  seconde  colonne  par  leurs  valeurs 
(irées  des  égalités  (184),  Ton  trouvera  alors 


'  iD 


(183) 


eD 


Ao,  =Fen[Z(fi)]î. 

Mo,  qp  t7[Z(t;)]î- 

N„,  qFim[Z(ti;)]î- 

Ao,  =pin[Z(u)]\, 

Mo,  IF  tï  [Z  {v)]l 

N«,  qFfm[Z(u;)]î, 


a*Ao,     A 
c*No,     N 

X 

sr 

N 


A., 

M.i, 
No. 


-a«Ao,     Â 
— 6«Mo,     M 

-  c*No,     N 


—  (*j-*-^o). 
ù 
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en  désignant  respectivement  par  jSq  et  S^q  les  deux  derniers 
déterminants  que  nous  venons  d'écrire.  Or,  la  première  ligne  des 
égalités  (8)  donnant  immédiatement 

/•(A)  =  (a*  +  A)  (6" H-  A)  (c* ^  A)  =  r  sn'  M . (tZ)'  en'  w .  n'  dn'  u, 

Ton  en  conclura,  pour^  les  valeurs  positives  de  u,  en  prenant 
encore  la  détermination  positive  du  radical  comme  dans  les  dif- 
férentes équations  ci-dessus ,  et  ayant  égard  de  nouveau  à  la 
définition  (7)  de  n, 

^Tî^)  =  —  in  /*  sn  ti  en  ti  dn  ti , 

et  par  suite,  avec  la  seconde  notation  (180),  quels  que  soient  les 
signes  de  ti,  v,  w,  les  trois  valeurs  : 

_  o 

!A  =  (i^/*(X)]î  =  —  inl*  (sn  m  en  m  dn  ii)î, 
M  ==  [i^7(Â*)]î  =  —  »/m*  (sn  V  en  v  dn  w)}, 
IS  =[l//*(y)Jî=  —  tmit*(snt4;cnu7dnu7;}. 

(')  En  etfet,  dans  l'hypothèse  contraire,  c'est-ii-dire  pour  les  valeurs  négatives  de  la 
même  variable  u,  l'on  aura  bien  dans  ce  cas,  à  la  vérité,  toujours  avec  la  détermination 
positive  du  radical, 

l^  /•(  >)  =B  -♦-  in  l*  sn  ti  CD  tt  dn  u , 

mais  d'un  autre  côté  l'équation  ci-dessus  (18!2i>i*)  montrant  qu'alors  la  coordonnée  À  varie 
en  sens  contraire  de  u,  la  limite  supérieure  de  la  quadrature  relative  à  1 ,  dans  l'intégra- 
tion triple  relative  aux  coordonnées  A,  /u,  v,  sera  donc  la  valeur  de  l  qui  correspondra  à 
la  limite  inférieure  de  la  quadrature  relative  à  u  dans  l'intégration  triple  relative  aux 
coordonnées  u,i/,  w.  et  inversement  ;  d'oU  il  suit  que  l'on  aura,  avec  le  système  de  notation 
des  formules  précédentes,  à  la  fois 

[*^/Û}],  =  -♦-  inl*  (snu  cuM  dn  u)^,  [^^A^)]^  ==-♦-  fn/*(snu  cnu  dnw),, 

et  par  conséquent,  en  retranchant  membre  à  membre, 

[^7U)]i-- [*^7Û)]j  =  --«'»'*L(snu  cuti  dn  u),  — (snu  OHM  dnu)i], 
c'est-à-dire  encore,  comme  ci-dessus  : 

[^^TÔÔjî  =  —  m/*  (sn  u  en  u  dn  ii)?. 
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Au  moyen  de  ces  expressions»  les  deux  déterminants  en  ques- 
tion pourront  donc  être  développés  de  la  façon  suivante,  savoir  : 
pour  le  premier,  d'une  part ,  en  changeant  les  signes  des  deux 
dernières  colonnes. 


JRo  — - 


(187) 


A,,      db  m  [Z  («)];,      —S 

M.,      ±  il[Z{v)]\,      —M 

# 

N,,       ±im[Z(«>)]î,       —  N 

1  A.,       ±  [Z  (w)]î, 

tn 

.il.im 

1  M.,       ±  [Z  (r)]î, 

-s" 

i-N.,       ±[Z(w)]l 
tm 

t'/mn.Ko, 


en  faisant,  pour  tous  les  cas,  eu  égard  aux  expressions  précé- 
dentes (186),  ainsi  qu'aux  valeurs  (183)  dans  lesquelles  la  signi- 
Kcation  des  doubles  signes  est  précisément  la  même  que  pour 
les  éléments  de  la  deuxième  colonne. 


(188) 


K. 


1 


n 


1 


-,  (m)Î,       [Z  (u)]î,        P  (sn  u  en  u  dn  u)] 


Tt  (^)m       [Z  (v)]î,       m^  (sn  V  en  v  dn  v)? 


1 


—  (ti?)î,       [Z(U7)]Î,       n*  (snti?cntt?  dnio); 


m' 


et  pour  le  second,  d'autre  part  : 


^t 


Ao,    —  <i^\,    A 
Mo,    —6%,     M 

No.     —  c'No.     N 


(6'-OMoNo .  A +(c*- «')NoA„.  M -4- (a*— 6»)AoMo.N. 


Or,  cette  dernière  expression  étant  composée  de  trois  termes 
qui  se  déduisent  les  uns  des  autres  par  permutation  circulaire,  il 
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suffira  de  nouveau  de  calculer  le  premier  seulement,  qui  sera,  eu 
égard  encore  aux  mêmes  valeurs  (183)  et  (186),  et  à  la  signifi- 
cation uniforme  du  double  signe  dans  les  trois  premières, 

(6«— c*)  MoNo  A  =  m*.  —?  (i;)î .  —  (w)?. F— iii/« (sn  w  en  ii  dn  u)J] 

=  ilmn.(v)\  (w)1. (sn  u  eu  u  dn  m)Î, 

d'où,  par  conséquent,  en  permutant,  et  ajoutant  les  valeurs  ainsi 
formées,  pour  le  déterminant  i^  qui  précède,  l'expression 

(i89)  i^  — i7iw/i.Ho, 

en  faisant  de  nouveau 

l    Ho»*(i;jUti')7(snucnudnU)?  -f-  (to)7(ti)i(snt;cn  vdnv)? 
(190)        J 

(  -+-  (m)Î  (t?)î  (sn to en  w dnw)\ . 

En  remettant  les  valeurs  ainsi  obtenues  (189)  et  (187)  dans 
le  dernier  membre  des  égalités  ci-dessus  (18S),  Texpression 
demandée  de  la  masse  JlB  sera  donc  encore,  par  ce  nouveau  cal- 
cul, quels  que  soient  les  signes  des  limites  des  trois  coordonnées 
II,  Vy  w  correspondant  à  la  situation  du  corps, 

Jia  =  — (i'/mn.Ko  -♦-  tïmn. H„j  ==  — — (—Ho  -4-  Ko], 

c'est-à-dire  exactement,  eu  égard  aux  définitions  actuelles  (190) 
et  (188)  des  symboles  HoCt  Kq  qui  reproduisent  identiquement 
les  expressions  (156)  et  (155),  le  résultat  auquel  nous  étions 
déjà  arrivés,  comme  cas  particulier  de  la  solution  obtenue  par 
un  calcul  moins  symétrique  et  par  conséquent  moins  aisé,  pour 
un  problème  plus  général,  au  moyen  de  Tintroduction  comme 
variables  auxiliaires  de  nos  trois  quantités  p,  9,  r. 

Le  Lecteur  voudra  bien  remarquer  d'ailleurs  que,  pour  ce 
nouveau  calcul  aussi  bien  que  pour  les  précédents,  le  résultat  a 
été  obtenu  encore  une  fois,  grâce  à  nos  coordonnées  n,  r,  w, 
sans  aucune  incertitude  sur  les  signes  à  aucun  instant  des  calculs. 
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Nous  indiquerons  enfin,  dans  la  Note  VI  de  TAppendice, 
qui  lerminera  définitivement  cet  Ouvrage,  un  exemple  des  caU 
culs  auxquels  Ton  se  trouverait  conduit  si  Ton  voulait  employer 
exclusivement  ces  coordonnées  ti,  Vy  w  sans  te  secours  des 
variables  auxiliaires  p,  q,  r,  par  le  moyen  desquelles  nous  avons 
pu  établir  les  formules  générales  précitées  (148)  et  (136). 

Action  totale  exercée  sur  le  même  solide,  conformément  a 
LA  LOI  DE  Newton,  par  la  masse  entière  d'ln  ellipsoïde  homo- 
gène,   DE    GRANDEUR,    DE  FORME,  ET    DE    SITUATION    QUELCONQUES   PAR 

RAPPORT  AU  SOLIDE  EN  QUESTION.  —  Afin  quc  Tou  nc  CFoic  pas 
que  les  déterminations  que  nous  venons  d*effectuer  à  Taide  de 
nos  coordonnées  u,  t;,  w,  n^ont  qu'un  intérêt  purement  théorique, 
nous  allons,  pour  terminer  ce  dernier  Chapitre,  en  indiquer  une 
application  concrète,  à  propos  d'un  problème  intéressant  que  ces 
formules  permettront  de  résoudre,  non  seulement  d'une  façon 
complète  quant  à  la  forme  analytique  des  résultats,  mais  encore 
numériquement,  avec  telle  approximation  que  Ton  voudra. 

Envisageant  toujours  le  même  solide  délimité  de  toutes  parts 
par  des  surfaces  appartenant  à  un  -même  Système  Ellipsoïdal,  et 
auquel  se  rapportent  toutes  les  déterminations  qui  précèdent, 
nous  nous  proposerons  d'évaluer  exactement  l'action  totale 
qu'exercera  sur  ce  solide,  conformément  à  la  loi  d'attraction 
newtonienne,  la  masse  entière  d'un  ellipsoïde  homogène,  dont  la 
forme  et  la  grandeur  étant  définis  par  l'équation 

x'*       v'*       z" 

la  situation,  entièrement  arbitraire,  par  rapport  au  solide  en 
question,  sera,  elle  aussi,  complètement  définie  par  les  formules 
de  transformation 

(192)  ^    y  =  yo-^  «V-^  S'y' -^  rV, 
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qui  lient  y  pour  un  point  quelconque,  les  coordonnées  x\  y',  z' 
relatives  à  ses  plans  principaux,  aux  coordonnées  x,  y,  z  du 
même  point,  relatives  aux  plans  principaux  du  Système  Ellipsoï- 
dal auquel  appartiennent  les  surfaces  délimitatives  du  solide 
proposé,  plans  que  nous  conviendrons  d'appeler,  pour  faciliter  le 
discours,  plans  principaux  du  solide  lui-même. 

Dans  ces  formules,  Xq,  yQ^  Zq  étant  les  valeurs  de  x,  y,  z, 
pour  x\  j/',  z'  =  0,  représentent  par  conséquent  les  coordonnées 
du  centre  de  Tellipsoïde  attirant  (191)  par  rapport  à  ces  plans 
principaux  du  solide. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  rappellerons  deux  théorèmes 
ou  résultats  de  la  Statique,  qui  nous  serviront  de  point  de  départ, 
savoir  : 

V  Que  les  composantes,  pour  Tunité  de  masse,  de  Tattraction 
exercée  par  la  masse  entière  de  Tellipsoîde  (191)  sur  un  point 
quelconque  (x',  y',  z'),  ont  pour  expression,  par  rapport  aux  axes 
de  cet  ellipsoïde, 

(193)  X'  =  A>x\  y's=%',  Z'  =  ez', 

les  coefficients  X,  %  6  étant  des  constantes  représentées  par 
des  intégrales  définies,  dont  on  trouve  Texpression  dans  tous  les 
traités  d'Analyse  ou  de  Mécanique  (*),  et  qui  ne  dépendent,  bien 
entendu,  que  des  axes  a',  6',  d  de  cet  ellipsoïde  ; 

2**  Que  tout  système  de  forces,  dont  Tune,  en  particulier,  a 
pour  composantes  X,  Y,  Z  et  pour  point  d'application  x,  y,  js, 
supposé  appliqué  à  un  solide  quelconque,  peut  être  réduit,  quant 
à  son  action  sur  ce  solide  : 

a)  à  un  couple,  appelé  couple  résultant,  dont  les  composantes 
ont  pour  expression,  par  rapport  au  même  système  d'axes  que 
celles  X,  Y,  Z  des  forces  données, 

L=0(Yj3— Zt/),  M  =  I^(Zx-Xj3),  N  =  l^(Xy-  Yx), 


(*)  Voir,  par  exemple,  Jordam,  Cour»  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  Tome  II, 
Sâ05,  page  !208;  ou  bien  encore  Laurent,  Traité  de  Mécanique  Rationnellegl'ome  I,  S  ilii 
i**  édiliou,  page  210,  en  haut. 
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e(  6)  à  une  force  unique,  que  nous  conviendrons,  pour  abréger 
le  discours,  d'appeler  également  résultante  (par  extension  du 
sens  attribué  proprement  à  ce  mot,  dans  le  langage  habituel  de 
la  Statique),  et  dont  les  composantes  seront  représentées  de  la 
même  façon  par  les  expressions 


(195) 


==Ox,  Q  =  OY,  R  =  OZ. 


toutes  les  sommations  qui  sont  indiquées  dans  ces  deux  groupes 
de  formules  s'étendant  par  hypothèse  à  toutes  les  forces  du 
système. 

Eu  égard  à  ces  deux  propositions,  le  problème  posé  tout  à 
rheure  consistera  simplement  à  déterminer  les  expressions  du 
couple  résultant  et  de  la  résultante  correspondant  au  système 
total  des  forces  X',  Y',  Z'  (193),  supposées  appliquées  à  chacun, 
des  éléments  djSâ  de  la  masse  du  solide  envisagé,  ces  compo- 
santes étant  dès  lors  relatives,  comme  celles  de  ces  forces  elles- 
mêmes,  aux  axes  de  reHipsoïcle  attirant  (191),  et  désignées  en 
conséquence,  pour  l'analogie  des  notations,  dans  les  calculs  qui 
vont  suivre,  par  L',  M',  N'  et  P',  Q',  R'. 

La  question  étant  ainsi  nettement  posée,  les  formules  précé- 
dentes (193),  (194)  et  (195)  donneront,  pour  la  première  compo- 
sante de  chacun  des  deux  groupes, 

L'  =  OtY'z'- Zy)  =  l3(%'.z'— ez'.y)  flM  =  (55— C)  Oy  Vd.J», 

P'  =  OX'  =  ^Xx'dM  =  <^>^x'dM, 

et  par  conséquent,  pour  Tensemble  des  six  composantes  deman- 
dées, les  formules 

(190)     v^iSi-e^y'z'dM,  >i'=(e-cii>;i5z'x'(i.jja,   iN'^IcAd— ifl)i!3jy< 

(197;       P'=cJtOxV,m,  Q'='J!^^y'dM,  R'^i^ï^z'dM, 
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dans  lesquelles  il  suffira  d'introduire,  à  la  place  de  x\  y\  z\  les 
coordonnées  x,  y,  z  relatives  aux  plans  principaux  du  solide 
pour  y  faire  apparaître,  comme  seuls  éléments,  les  dix  quantités 
que  nous  venons  de  calculer  dans  le  paragraphe  précédent. 

En  effet,  ajoutant  membre  à  membre,  à  trois  reprises  diffé- 
rentes, les  trois  formules  (192)  respectivement  multipliées, 
d'abord  par  a,  a  ,  a",  puis  par  6,  6',  6",  puis  enfin  par  y,  y',  y", 
en  tenant  compte  à  chaque  fois  des  relations  connues  entre  ces 
neuf  cosinus,  nous  obtiendrons  ainsi  les  formules  de  transfor- 
mations inverses 

x' =  xj  -♦-  orX  -♦-  a! y  -♦-  a"^,  xj  =  —  («Xo  -4-  a'^o  -♦•  «%)* 

1)8)         {    y'  =  i/J  -♦.  6x  +  t'y  h-  6"«,  yi  =-  —  (6X0  -^  6  y,  -^  6"«,). 

^'  =  zj  -*-  rx  -♦-  r'y  -^  r"2,         xj  =  — .  (rx©  -4-  r'vo  -^  r"«o)» 

dans  lesquelles  x^,  ^ô,  z^,  étant  de  même  les  valeurs  de  x',  y\  z\ 
pour  X,  y,  z«=0,  représenteront  semblablement  les  coordon- 
nées du  centre  du  Système  Ellipsoïdal  auquel  appartient,  par 
chacune  de  ses  six  faces,  le  solide  proposé,  par  rapport  aux  plans 
principaux  de  Tellipsolde  attirant  (191). 

Or,  les  deux  dernières  équations  du  groupe  de  gauche  (198) 
donnant,  étant  multipliées  membre  à  membre, 

y'^'  =  O/o  -*-  6x  -♦-  t'y  -+-  t"z)  (zi  -♦-  rx  -»-  r*y  -♦-  y"^) 

=  y'^'^  ^  6rx*  -f-  eV't/'  -4-  6'V'z" 

^  (6V"  -^  6' V')  t/z  -*-  (6'V  -^  6r")  zx  -+-  (6r  '  -4-  6V)  xy, 

si  Ton  introduit,  sous  le  signe  sommatoire,  cette  dernière  valeur 
dans  la  première  égalité  (196),  en  même  temps  que  celle  (198) 
de  x'  dans  la  première  (197),  Ton  obtiendra  par  là,  pour  les 
deux  premières  composantes  L'  et  P',  les  expressions  : 
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L'  =  (.M.^  -  <;)  1^  [yiz'o  ^  6rx"  -♦-  evy  -+-  6"r"2* 

+  (6r'  •♦-  eV)!^aryrfjBj, 

P'  =  cUdO  [xJ  -+-  ax  -♦-  a'y  -*-  «"zJrfjlB 

Par  conséquent,  en  faisant  attention  que  les  expressions  (198) 
de  x'y  y'y  z'  se  déduisent  les  unes  des  autres  en  y  permutant  à  la 
fois  les  quatre  groupes  (x;,  //;,  z,),  (a,  6,  y),  («',  6',  /),  (a",  S",  /), 
si  Ton  convient  de  faire,  pour  abréger,  conformément  à  la  même 
loi  de  permutation, 

A  =  6V"  -^  6' V,  A'  =  6'V  -^  6r",  A"  =»  6r'  -^  ^V, 

B  ==  y 'a"  -f.  r"«',         B'  =  r"«  -♦-  r«",         B"  =  r«'  -+-  r  «, 

les  deux  expressions  que  nous  venons  d^obtenir,  étant  récrites  à 
Taide  de  nos  notations  (96),  donneront  donc,  d*après  cette  loi, 
pour  les  six  composantes  cherchées  (196)  et  (197),  les  expres- 
sions 

V  =  {SS  —  e)  [yU'o.  M  -^  Sri?»  H-  6VI?'  -^  6' V'I?» -^  AJ?> ^  A'jy>  ^  A'-Jp]. 
(i99)  j  M'  ==  (e  -  <A>)[zyo  M  -*-  rai?'  +  rViy»  -*-  r"»"!?-^  BJÏ»>  -♦-  B'jw  ^  B"Jf], 

p'  =  ju  [x; .  jB  -h  «r;>  -h  a'ii*»  -♦-  «"iï>], 

R'  =  e  [^; .  ^  -♦-  ris?»  -^  r'IJ?»  -f-  r"li'»]. 
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dans  lesquelles  il  n'y  aura  plus  qu*à  remettre,  à  la  place  des  dix 
quantités, 

(200*")     M.    i^:\    i^:\    K\    is?,    i.?\    I'/^    JL%    Ji%    Ji% 

les  valeurs  (157),  (169),  (178),  et  (179),  que  nous  avons  succes- 
sivement obtenues  pour  elles,  à  Taide  de  nos  Coordonnées  Ther- 
mométriques ti,  v,  w. 

La  détermination,  que  nous  venons  ainsi  d'effectuer,  permettra 
de  résoudre  nombre  de  questions  intéressantes,  parmi  lesquelles 
nous  nous  bornerons  à  traiter,  à  titre  d'exemples  simples,  les 
suivantes  : 

«  Pour  une  orientation  relative  donnée  arbitrairement  des 

•  deux  corps  (c'est-à-dire  pour  un  système  de  valeurs  donné  à 
»   volonté  des  neuf  cosinus  a,  6,  ...  a\  ...  y"),  existe-t-il  des  posi- 

•  tions  de  Vellipsoîde  attirant  potér  lesquelles  son  action  totale  se 

•  réduit,  soit  à  un  couple^  soit  à  une  force  unique?  Et  dam  l'af- 
»  firmativey  quelles  sont  ces  positions  pour  l'un  et  l'autre  cas?  • 

Pour  la  première  question,  la  réponse  est  évidente,  en  raison 
de  ce  que  la  masse  jUà  du  solide  donné  ne  saurait  être  nulle, 
car  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(201)  {    —  ^  =  6Ii*>  -*-  €'I|;ï  -4-  6"I!?>, 

-^  =  rlï^-*-r'lS?>-*-r"li^ 
les  composantes  (200)  de  la  résultante  qui  s'écriront  alors 

P'^M^'oM—%,       Q'^5^{y'iJB-%       R'«e(4Ja— <SR), 
s'annuleront  certainement  pour  les  valeurs  dex^,  j/g,  2^  : 

(20Î)         4—^'  yo^-é^^  ^i-^- 

MM  M 
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Or  les  formules  de  droite  (198)  sont  a  priori  évidemment 
réversibles,  fait  qu'il  est  d'ailleurs  bien  facile  de  vérifier,  car  si 
on  les  ajoute  membre  à  membre  respectivement  multipliées, 
d'abord  par  a,  6,  y,  puis  par  «',  6',  y',  puis  enfin  par  a",  6",  /', 
en  ayant  encore  égard  à  chaque  fois  aux  relations  entre  les  cosi- 
nus, Ton  obtiendra  ainsi,  en  renversant  les  deux  membres  de 
chaque  équation  et  changeant  tous  les  signes,  le  nouveau  groupe, 
de  forme  complètement  analogue  : 

Xo  =  —  (  axj  -+-    6yi  -*-    yzi), 
(203)  {     yo  =  -  (  «'Jri  +  6  y;  ^  r%). 

zn  =  -  (a'X  -H  6"y; -*- r"5:i). 

Si  donc  Ion  suppose  remises  dans  ce  dernier  groupe,  à  la 

place  de  x^,  t/o,  Zq,  les  valeurs  (202)  que  nous  venons  de  trouver 

pour   le  cas  de  la  première  question  (l'hypothèse  du  couple 

unique),  nous  obtiendrons  pour  les  coordonnées  x,  y,  z  du  centre 

de  l'ellipsoïde  attirant  relatives  à  cette  hypothèse,  coordonnées 

que  nous  désignerons,  pour  plus  de  clarté,  par  X| ,  yi,  Z| ,  les 

valeurs 

I  1(1) 

x.  =  -4;(  «(P^   6^^  rcSfl)  = 


M  M 

en  ayant  égard  successivement  aux  définitions  (201  )  des  $,  ^,  (^, 
puis  aux  relations  entre  les  neuf  cosinus,  c'est-à-dire  précisément 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  solide  proposé.  D'où, 
par  conséquent,  ce  théorème  intéressant  de  Statique,  dont  Ténoncé 
parait  effectivement  assez  naturel,  bien  qu'il  fût  sans  doute  fort 
difficile  d'y  arriver  rigoureusement  par  des  considérations  a 
priori  : 
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Théorème.  —  «  Etant  donné  les  deux  corps  cidessiis  consi- 
<  déréSf  si  l'on  transporte  parallèlement  à  lui-même  l'ellipsoïde 
«  attirant  de  manière  que  son  centre  coïncide  avec  le  centre  de 
«  gravité  du  solide^  son  action  totale  sur  ce  solide  se  réduira, 
«  quelle  que  soit  Vorientation  relative  des  deux  corps,  unique- 
«  9nent  à  un  couple^  en  sorte  que  cette  action  tendra  simplement 
«  à  faire  toufmer  l'autre  corps  autour  d'un  certain  axe  passant 
«  par  ce  point,  et  nullement  à  déplacer  ledit  centre  de  gravité.  > 

Semblablement,  pour  la  seconde  question»  si  l'on  pose 

—   0T>   =  aê  li'>  -4-  aT  i;,»^  ^  a"6"  |(«)  h-  C JJ»  -+-  C'JJ'^  -*-  CJ^»», 

les  composantes  (199)  du  couple  résultant,  qui  deviennent  alors 

cin.B..x  \  ^'  =  (^  -  C)  (i/o^i'*®  ~  -^')  '        M'  =  (C  -  dk)  (zlx'oM  -Dn\ 
(204'*")  < 

s*annuleront  en  faisant  à  la  fois 

équations  qui,  étant  multipliées  membre  à  membre,  donneront 


(x'oy'oz'o)*M'  «  .X'Jn  8U         ou        x'oyoz'oM*'-=  ±  l/ÎJÏL^r-  ; 

et  dès  lors,  en  divisant  cette  dernière  successivement  par  chacune 
des  trois  précédentes  multipliées  préalablement  par  JUS*,  Ton 
obtiendra  ainsi  les  trois  valeurs 
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lesquelles  correspondront  à  deux  points  symétriques  par  rapport 
au  centre  de  Tellipsoïde  attirant,  origine  des  x\  y\ z\(du  moment 
que  le  double  signe  de  ces  formules  n'étant  introduit  que  par  la 
seule  équation  de  droite  qui  les  précède,  le  même  signe  devra,  par 
conséquent,  être  pris  à  la  fois  dans  ces  trois  expressions),  points 
qui  existeront  bien  réellement  si  les  deux  conditions  suivantes  se 
trouvent  remplies,  savoir  : 

1**  Qu'aucune  des  trois  quantités  jC,  JR/,  <p^,  définies  par  les 
égalités  (204)  ne  soit  égale  à  zéro  ; 

S'Que  sur  les  trois,  il  y  en  ait  un  nombre  impair  (1  ou  3)  de 
positives. 

Sous  ces  conditiona,  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver 
étant  reportées  encore  dans  les  formules  (203),  indiqueront  donc, 
pour  le  centre  de  rellipsoîde  attirant,  comme  répondant  à  la 
seconde  question  (Phypothèse  de  la  résultante  unique),  les  deux 
points  symétriques  dont  les  coordonnées,  par  rapport  aux  plans 
que  nous  avons  appelés  plans  principaux  du  solide,  seront: 


^^  ^f  a/^"^     ^a/^        a/^J"^-^ 

.._:t.m-i('."\/^.rV/#  ^rV^)- 

En  prenant  pour  le  solide  attiré  le  volume  entier  d'un  ellip- 
soïde appartenant  à  la  troisième  famille  du  Système  Ellipsoïdal 
considéré  dans  les  théories  qui  précèdent,  les  formules  que  nous 
venons  d'établir  résoudraient  dès  lors  le  même  problème  à  l'égard 
de  l'attraction  totale  réciproque  de  deux  ellipsoïdes  homogènes 
de  forme  et  de  situation  relative  quelconques.  Mais  comme  ces 
formules  n'utiliseraient  plus  en  rien  dans  ce  cas  les  résultats 
caractéristiques  dont  la  détermination  forme  à  proprement  parler 
l'objet  de  ce  dernier  Chapitre,  elles  ne  présenteraient  plus  en  fait 
aucun  rapport  avec  l'objet  direct  de  cet  Ouvrage.  C'est  pourquoi. 
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(r) 


quel  que  soit  leur  intérêt  au  point  de  vue  de  la  Mécanique,  nous 
ne  croyons  pas  devoir  arrêter  sur  ce  cas  particulier  dans  ce  texte 
Tattention  du  Lecteur  (*). 


(')  En  employant  encore  un  mode  de  notation  analogue  à  celui  qui  nous  a  déjà  servi 
pour  nos  différentes  vérifications  dans  le  paragraphe  précédent,  et  convenant  dans  cette 
pensée  de  spécifier  cette  fois  par  une  double  parenthèse  chaque  quantité  relative  au  corps 
envisagé  dans  ce  nouveau  problème,  c'est-à-dire  l'ellipsoïde  entier  (158),  comme  les  déter- 
minations opérées  plus  haut  (exactement  concordantes  avec  les  résultats  connus)  donne- 
ront alors  manifestement  pour  ce  corps 

((i(,'.))  =  o,    ((ii,'i))=o.    ((i'.'>))=-o,    ((Jï"))  =  o,     ((i(!"))  =  o,    ((Ji,i))=.o, 

^*'  ((!?)))  =  ((ja))J.     «1',"»  =  ((jua»  *^'     ((I'.")) = ((  JB))  J. 

il  suflSra  évidemment  de  remettre  ces  valeurs  à  la  place  des  quantités  hoRiologucs  dans 
les  résultats  établis  ci-dessus  pour  avoir  la  réponse  complète  à  la  question  actuelle. 
Or  les  formules  (90i;  devenant  ainsi  par  ces  substitutions 

((cl®)) 

-  ((  i))  =  A!!^  (flt^  ^  6*rr '  -+-  c*rv"). 

5 

(6)  j     -  ((cTîL))  »  '^~  (a V«  -^  ftVV  -4-  cV"«"), 

x--         ((4ifô)) 
5 

il  est  visible,  en  premier  lieu,  eu  égard  aux  formules  suivantes  (â04>''*),  qu'en  tenant 
compte  des  précédentes  (a),  les  composantes  (i9î))  du  couple  résultant,  et  celle  (âOO)  de  la 
résultante,  se  réduiront  dans  ce  cas  respectivement  aux  expressions 

((LO)  =  (iB  -  C)  [i/'os;  {(M))  -  ((  X^))].     ((M'))  =  {C  -  ciU)  [^X  •  (iM))  -  ((.)R  ))] , 

(^)     ((P'))  -  {QXi)) .  cHoo^;,        nv)) = i(M)) .  'M^        ((«')) = (L^)) .  Czi 

formules  qui,  jointes  aux  précédentes  (g),  fournissent  dès  lors  la  représentation  complète 
de  l'action  totale  exercée  par  la  masse  entière  de  l'ellipsoïde  (191)  sur  celle  de  l'ellip- 
soïde {i^)t  supposées  homogènes  l'une  et  l'autre. 

En  second  lieu,  pour  ce  qui  est  des  deux  questions  énoncées  à  la  page  r)67,  le  théorème 
de  la  page  suivante  subsistant  toujours,  bien  entendu,  quant  à  la  première  question,  la 
réponse  ^  la  seconde  sera  de  même  encore  fournie  par  les  équations  (iOb),  à  la  seule  con- 
dition d'y  remettre  alors  à  la  place  de  —  !i  ,  -—  JTL  »  —  SfXf^*  ^^^  valeurs  correspon- 
dantes (6)  de  -  ((  i)),  —  ((  Jlt/)  »  —  ((3^"))  i  c'est-à-dire  que,  quelle  que  soit  l'orientation 
relative  des  deux  corps,  la  même  action  totale  que  nous  venons  de  dire  à  l'instant  se 

XVII.  18 
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Les  différentes  déterminations  que  nous  avons  opérées  dans  le 
paragraphe  précédent,  et  dont  nous  avons  profité  pour  la  ques- 
tion actuelle,  avaient  déjà  montré  clairement,  ainsi  que  nous 


léduira  au  seul  couple  (y)  lorsque  les  centres  des  deux  ellipsoïdes  coïncideront,  et  de  même 
à  la  seule  résultante  {tf)  lorsque  les  coordonnées  du  centre  de  l'ellipsoïde  attirant  (19i), 
par  rapport  aux  plans  principaux  de  l'ellipsoïde  attii-é  (iK8)  seront  les  valeurs  indiquéeit 
•par  lesdites  formules  (â06)  sous  la  condition  que  nous  venons  de  spécifier. 

Enfin  les  formules  qui  précèdent  fournissent,  en  troisième  Heu,  tous  les  éléments  néces- 
saires à  la  solution  complète  de  deux  nouvelles  questions  entièrement  analogues  à  celles 
de  la  page  567  qui  s'offrent  également  pour  ce  cas  particulier,  et  qui  sont  les  suivantes  : 

<  Pour  une  distance  donnée  arbitrairement  rg  des  centres  des  deux  ellipsoïdes, 
B  existe-t'il  des  situations  relatives  des  deux  corps  telles  que  l'action  totale  spécifiée 
I  ci' dessus  se  réduise  encore,  soit  à  un  couple,  soit  à  une  force  unique?  Et  dans  l'affir- 
»  mative,  quelles  seront  ces  positions  pour  l'un  et  l'autre  cas  ?  >• 

• 

Pour  la  première  de  ces  deux  questions  (celle  relative  au  cas  du  couple  unique),  la 
réponse  est  encore  évidente  en  raison  de  ce  que,  dans  les  expressions  {$)  des  composantes 
de  la  résultante,  les  trois  coordonnées  rj,  yj,  sj  ne  peuvent,  r^  étant  donné  arbitraire- 
ment, être  supposées,  non  plus  que  ((3TL)),  toutes  nulles  à  la  fois.  L'action  totale  réci- 
proque ne  saurait  donc  en  aucun  cas,  dans  une  telle  hypothèse,  se  réduire  à  un  couple 
unique. 

Quant  à  la  seconde  question  (celle  relative  au  cas  de  la  résultante  unique),  si  l'on  con- 
vient de  désigner  par  A,li,  G,  les  cosinus  directeurs  de  la  dislance  ro  des  deux  centres 
par  rapport  aux  axes  de  l'ellipsoïde  (1S8),  lesquels  satisferont  dès  lors  aux  relations 

4 

il  suit  immédiatement  des  expressions  (9')-<g)  du  couple  résultant  que  la  circonstance 
demandée  se  produira  si  l'on  peut,  en  disposant  convenablement  des  douze  cosinus 

(e)        «,  ^,  r.  «',  s\  r\  «",  çf\  y\  Â,  B,  c 

satisfaire  à  la  fois  aux  dix  conditions 


««^.«'*-t-«"«==l^ 

Sy  -^  ff V  -^  ^'y  "  =  0, 

^^^"-+.^"«  =  1, 

rut  -*-  r'«'  -f-  r"«''  «  o. 

r'^-r'^H-r^'^i, 

«tf  4-  «r    ^  «"^"   rs  0, 

(rj  (  A»  -♦-  B*  -+-  C«  =  1, 

(  a^€y  -♦-  b*ffr'  -f-  c«tf V'  =  5rJ .  B  ci 
Qtyx  +  6V«'  -+-  c  W  =  5rJ .  C  A, 
a*«ff  -*-  6V^  -4-  cVT'  =  5rJ.Â  C. 
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Pavons  remarqué  à  la  fin  de  rartiele  D  (page  553),  la  certitude  à 
tout  instant)  quant  aux  signes,  des  diverses  formules  de  notre 
théorie,  c'est-à-dire  en  fait  la  précision  et  la  sûreté  de  nos  coor- 
données Uy  v»  w  pour  spécifier  exclusivement  telle  ou  telle  por- 
tion déterminée  de-  Tespace. 

La  question  qui  vient  d*étre  traitée,  et  dans  laquelle  intervien- 
nent à  la  fois  les  dix  quantités  (200***')  calculées  dans  ce  précé- 
dent paragraphe,  permet  a  son  tour  d'apprécier  sur  un  exemple 
frappant  la  supériorité  de  notre  système  de  coordonnées  thermo- 
métriques sur  celui  de  Lamé  qui  offrait  seul  avant  lui  l'avantage 
que  nous  venons  de  dire. 

En  effet,  les  expressions  (169)  de  U'^  et  (179)  de  l^^  se  com- 
posant d'un  seul  terme  ou  déterminant,  tandis  que  celle  (178) 
de  U'^est  composée  de  trois  termes,  en  y  ajoutant  les  deux  termes 
de  l'expression  (157)  de  la  masse  OÏL,  il  nous  a  donc  suffi,  grâce 
à  la  permutation  circulaire  qui  caractérise  nos  formules,  pour 
être  en  mesure  de  traiter  complètement  la  question  actuelle, 
de  calculer  seulement  un  nombre  de  ces  déterminants  égal 
à  2-1-1  -Hl-f-3c=a7,  tandis  qu'avec  le  Système  de  Coordon- 
nées de  Lamé  qui  ne  permet  pas  cette  permutation,  il  eut  fallu 
pour  le  même  problème  calculer  un  nombre  2  -f-  3  (1  -f- 1  -i-  3) 
=  2+  3.5b>17  de  déterminants  analogues.  Enfin  les  élé- 
ments de  ces  mêmes  déterminants  ont  été  obtenus  sans  difliculté 


D'ob,  en  ayant  égard  à  l'expression  générale  (d9!t)  des  composantes  des  forces  élémen> 
taires  d'attraction,  ainsi  qu'à  la  signification  des  coordonnées  Xq,  Vo*  ^o  (P^S^^^)*  ^^ 
réponse  suivante  à  la  question  posée,  qui  constitue  pour  cette  question  le  pendant  du  théo- 
rème formulé  ci-dessus  à  la  page  569. 

Théorème.  —  <  S'il  existe,  un,  ou  plusieurs,  ou  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs 
«  réelles  des  douze  quantités  précitées  [S)  capables  de  vérifier  simultanément  les  dix 
«  équations  suivantes  [i\},  à  chacun  de  ces  systèmes  correspondra  une  situation  rela- 
«  tive  déterminée  des  deux  ellipsoïdes  [i9i)  et  {i^)  pour  laquelle  Vaction  totale  du 
«  premier  sur  le  second  se  réduira  à  une  force  unique,  laquelle  force  sera  alors  la 
<  même  que  si  la  masse  entière  de  celui-ci  était  condensée  en  son  centre,  » 

Nous  ne  savons  si  ces  résultats  ont  été  déjà  signalés;  en  tout  cas,  ne  les  ayant  rencon- 
trés nulle  part,  nous  avons  cru  intéressant  de  les  déduire  si  aisément  de  ceux  établis 
plus  haut,  pour  le  développement  intégral  de  notre  théorie  relative  aux  Coordonnées 
Thermométriques. 
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dans  noire  théorie,  à  Paîde  de  quadratures  effectuées  d*un  sens 
elair  et  précis,  grâce  à  l'emploi  des  symboles  classiques  habituels, 
tandis  que  ces  mêmes  quadratures  n'eussent  pu  être  que  simple- 
ment indiquéeSftl  ne  se  fussent  prêtées  dès  lors  que  d'une  façon 
très  incomplète  et  peu  pratique  à  l'interprétation  numérique  ou 
analytique  des  résultats,  avec  les  types  de  transcendantes  inusités 
qui  forment  les  éléments  du  Système  de  Coordonnées  de  Lamé. 

Le  problème  intéressant  que  nous  venons  de  résoudre  au 
contraire  aussi  complètement  qu'on  peut  le  désirer,  puisque  les 
résultats  peuvent  en  être  interprétés  numériquement  avec  telle 
approximation  que  l'on  voudra,  fait  donc  bien  ressortir  la  raison 
d'être  et  l'utilité  de  chacun  des  différents  objets  que  nous  nous 
sommes  proposés  successivement  comme  but  de  nos  recherches 
dans  ce  dernier  Chapitre.  Il  justifie  dès  lors  suflSsamment, 
croyons-nous,  le  développement  des  calculs  parfois  un  peu  longs 
ou  multipliés,  ou  des  discussions  assez  fréquentes  et  minutieuses 
auxquelles  il  nous  a  fallu  procéder  pour  ne  laisser  à  l'esprit  du 
Lecteur,  au  terme  de  cette  laborieuse  Etude,  comme  prix  de  son 
attention  et  de  sa  patience,  que  des  résultats  réellement  définitifs, 
dont  la  certitude  ne  lui  inspire  aucune  espèce  de  doute,  et  dont 
l'avantage  manifeste  ne  lui  permette  pas  de  regretter  sa  peine. 

Le  but  que  nous  nous  proposions  d'une  manière  générale,  ' 
avons-nous  dit  en  commençant  ce  dernier  Chapitre,  était  de  faire 
de  l'admirable  invention  des  Coordonnées  Thermométriques  de 
Lamé  un  instrument  analytique  véritablement  pra^tçtie,  c'est-à- 
dire  d'un  emploi  à  la  fois  commode,  sûr,  et  fécond,  et  qui  n'exige 
d'autres  connaissances  que  celles  de  l'Enseignement  classique. 

Nous  nous  en  remettons  au  jugement  du  Lecteur  pour  décider 
si  nous  avons  bien  accompli  notre  programme,  et  réalisé  en  cela 
les  espérances  que  nous  lui  avions  fait  concevoir. 


FIN  DU  MÉMOIRE  PROPREMENT  DIT. 
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APPENDICE 


NOTE  VI 

SUR    UN    AUTRE    MODE    DE    CALCUL    DES    INTÉGRALES    TRIPLES    DÉJÀ 
DÉTERMINÉES    DANS    LE   CHAPITRE    VI. 


Les  intégrales  triples  que  nous  avons  déterminées  dans  notre 
dernier  Chapitre^  Pont  été  en  substituant,  pour  le  calcul  de  Tune 
de  chaque  type,  aux  coordonnées  u,  v,  w  des  variables  auxi- 
liaires py  q,  r  déGnies  par  les  équations  (88)  dudit  Chapitre.  Nous 
allons  faire  voir,  dans  cette  dernière  Note,  quel  genre  d*opéra- 
tions  s'imposeraient  pour  les  mêmes  calculs  si  Ton  voulait  s*en  tenir 
exclusivement  aux  coordonnées  u,  v,  w  elles-mêmes,  sans  s'aider 
du  secours,  soit  de  ces  variables  auxiliaires  p,  9,  r,  soit  des  Coor- 
données Elliptiques,  ainsi  que  nous  Pavons  fait  pour  le  dernier 
exemple  de  calcul  (E,  page  S54)  à  la  Gn  de  ce  même  Chapitre. 

Nous  choisirons  pour  cet  exemple  le  calcul  du  premier  type 
d'intégrales  (96)  pour  Texposant  a=:^\^  que  nous  avons  déter- 
miné dans  ledit  Chapitre  VI,  sous  la  rubrique  :  B.  Centre  de 
gravité  (page  537). 

A  cet  effet,  Texpression  (77)  de  l'élément  de  masse  en  Coordon- 
nées Thermométriques  devenant,  en  y  introduisant  des  termes  qui 
se  détruisent,  puis  ayant  égard  aux  équations  (8)  du  Chapitre  VI, 


du ,  (a*  -♦-  A)  /m  ,  (o*  -4-  2a*A  -♦-  A*)  du 
dv  ,  {a*  -^  fi)  dv ,  (a*  -♦-  ioV  ■♦-  a**)  dv 
dw,       (a*  -+■  u)dwy       (tt*  -h  2a'v  -♦-  v')  dw 


D 


V^G 


du ,  /'  sn"  M .  rfti ,  [P  sn'  tij.  du 

dv  ,  P  dn*  w .  (/«  ,  [r  dn*  v]\ dv 

dw,       (t  n)'  en*  w .  rfu?,       [(  iuy  c  n*  to]*.  dw 
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donnera  dès  lors,  étant  rapprochée  de  la  première  équation  (10) 
du  même  Chapitre  : 


i;^ 


s 


arrfJB  = 


s 


--r-  /  sn  II .  /  dn  t; .  tu  çn  to  •  dJIR^ 

Isnu.du^  Psn^u.du,  Psn'ti.dii 

lànv.dv,  rdn'r.rft?,  l*ân*v.dv 

incntcdw,     {infcu^w,dw,      (in)*cn*w.dw 


Introduisant  donc  les  notations  suivantes  pour  une  variable 
quelconque  u 

sn-az/ûî,       Q'^^  /      dn-wi/w,       £211=/       cn-wd»; 


u. 


». 


(2)        Û^=>sn'"tfdn6)cntt,        Qi[,  =  dn'"&cnusn«,         Ql[^cn"'»sncs)dno, 

et  convenant  en  outre,  lorsque  Ton  écrira  dans  ces  égalités  suc- 
cessivement u,  17,  te;  è  la  place  de  u,  d*y  remplacer  toujours  en 
même  temps  Q  par  la  majuscule  correspondante  U,  V,  W,  Tex- 
pression  précédente  pourra  être  représentée,  à  Taide  de  ces 
notations,  sous  forme  plus  concise,  à  Taide  des  deux  égalités 


A<;' 


/u., 

VPVz , 

2VU, 

tr,. 

2Vv; , 

2«fv; 

mW'.', 

2'(in)'W;', 

2*(t«)»w;' 

tous  les  éléments  de  ce  déterminant  A'j^  appartenant,  sauf  des 
coeflicients  constants,  aux  types  (1)  précédents,  que  nous  allons 
en  conséquence  indiquer  tout  d'abord  le  moyen  de  calculer. 

a.  {Types  û^).  —  Dans  ce  but,  pour  le  premier  type,  posant 


(S****)     8n»=x,     »=Argsnxi 


/dx 


do 


dx 


|/(i_x«)(i-jt 
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puis  faisant,  pour  abréger, 

X=(i  — jr«)  (i  _*V)  =  1  -(1  -4-t*)«'+JtV,     X' -2(1  H-ft')n-4tV, 

nous  partirons  de  l'identité 

rf(x"l/x)  =  (wi-'  l/X  -Hjc"  JLW  =  x—  (mX  4. 1  xX']  — 

dx 

=  X— «  [m  -  (m  ^1)  (1  ^  Â:«)x«  +  (m  ^  2))kV]  — 

l/x 

x"-Wjr  ..  x-^«rfx  .   x-^^rfx 

=  m  -T'-^: (m-*-\)  (i  -4-A*) -♦.  (m^2)fc' ::7-» 

l/X  l/X  V'X 

laquelle  donnera  dès  lors,  d'abord  en  intégrant, 

(3-)     3rV\^m  I  l__l_(m-»-1)(l+**)  /    --^{m-t-i)l^  / 

^      l/X  J      V\  J      \/\ 

/      puis  en  revenant  à  la  variable  primitive  u, 

an"* fi) .en  »  dna?=:m  /  sn*"'«.rf«  —  {m  -*-  i)  (\  •*-  k^)  /  sn*"*"*«.rf» 

-♦-  (m  -♦-  2)**  /sn-^'w.rftt. 

Par  conséquent,  en  prenant  chaque  terme  entre  les  limites 
données  ui  et  6>3,  et  écrivant  le  résultat  à  Taide  de  nos  nota- 
tions (1)  et  (2),  nous  aurons  la  formule  de  réduction 

qui,  donnant  Texpression 

(4)        Û_,=  —         [-  mÛ^..  ^(iw  ^  1)(1  +fr»)  Û.^.  -HÛJ, 


V 


(»T 


(«») 
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pemeiira  de  ramener  de  proche  en  proche  le  calcul  de  l'Inié- 
grale  û.,  n  désignant  un  enlier  positif  quelconque,  à  celui  des 
deux  seules  intégrales 

1    /""«  1 

i  M  M^    .  pair,  et  si  «  est  impair,  on  faisant  alors  m  «  0,  à  celui 


SI  Tf  cos^    »  paip 

de  la  seùTC^I^^niégrale  : 


rsncjdn» 


«■ 


d.ikcna 


H 


fc'(«-cn««) 
1.0 


{•)  L'on  aniveraii  à  uue  ex|»ression  do  forme  assez  différente  en  apparence  ill  •  P^^ 
effectuer  celte  quadrature,  l'on  s'en  tenait  k  la  forme  de  différeniidle  algébriquo  tdlè^»-tJ™* 
celles  qui  figurent  au  second  membre  de  lu  formule  de  réduction  primitive  t3««r)  pr^^ 
qui  poun'a  sembler  plus  naturel  que  d'y  introduire,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  le  stous 
d'amplitude.  Comme  cette  dissemblance  entre  les  deux  résultats  ainsi  successivement 
obtenus  par  deux  voies  différentes,  [wurrait  inspirer  au  Lecteur  quelque  défiance  au  sujet  de 
l'exactitude  de  celui  (H)  que  nous  donnons  ci-dessus,  nous  croyons  utile  de  montrer  qu'il 
n'y  a  dans  ce  fait  qu'une  simple  apparence,  et  que  les  deux  expressions  en  question  sont 
en  réalité  parfaitement  équivalentes. 

Pour  le  faire  voir,  conservant  donc  la  variable x définie  parles  égalités  (3w«i,  Tintécrale 
indéfinie  _ 

/r  xdx 

sn  (u  a<u  =   /  - 

^    1/ 1  —  (T»)  (1  —  k^x*) 

se  calculera  très  aisément  en  faisant  x*  =  5.  d*où  xdx  •=»  J  rfi,  car  ayant  ainsi  successi- 
vement 


(,  -  a)  (1  -  A*3)  =  1  —  (I  -♦-  A-«)  3  -4-  A«s«  =  1  — 

4^  — (l^ifctji 


(l  +  Jt*)» 


/I-4-ifc«  \* 


4A-*  \  2A- 

-  ^  [-  (1  -  t^V  +  (1  +  A*  -  tk^zY\ 
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b.  {Types  Ql.  et  û«).  —  Pour  les  deux  autres  types  (1),  il  sera 
nécessaire  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  m  sera  pair  ou 
impair. 

Si    fnta^n,   leur  calcul    se   ramènera  immédiatement   à 


l'onlrouvera  donc,  avec  les  variables  introduites  à  tour  de  rôle, 

//*  xdx  1     /^  dz 

*/     \/(\  —  x'){\  —  k^x*)       ^^    i'^ii-^  z) a  -  k'z) 

_  1     /* dz _  £    /^ —  2Âr«.rfg 

"  ^"^    -,  V/(l-.ifc-)«-(l-^ik.-2if3)*  "  ^^^'    t^(l-Af«)«-(lH.A^-2A«.)« 

i  .    l-4-^«— 2Â:«2        ^        t  1  — A«-+-2it*(l— s) 

as  —  arc  sio h  C  =  —  arc  sin h  C 

tk  I— it«  Vi  1  — A« 

t  /  ifc»  \ 

=  --  arc  sin    1  -+-  2  ~  cd*  a»    -♦-  C, 
2A-  \  k\  ]         ' 

et  fournirait  par  conséquent  pour  la  quantité  û|  l'expression 


ûj=  —     arc  sio  11 -4-2  --  en*»)     , 


qui  semble  au  premier  abord  entièrement  différente  de  l'expression  (6)  obtenue  ci-dessus. 

Nous  aurons  fait  disparaître  aisément  cette  apparente  contradiction,  si  nous  montrons 
que  les  deux  intégrales  indéfinies  (la  constante  étant  sous-entendue,  pour  plus  de  simpli- 
cité, dans  chacune) 


(a) 


i  I  k*  \  i  lik        \ 

X,  =8  --  arc  siii  (  1  -♦-  2  --  en'  «  L  Y,  =  -  arc  sin    --  en  »  i 


ne  diffèrent  que  par  une  constante,  car  il  est  bien  clair  que  les  intégrales  définies 
correspondantes  relatives  aux  mêmes  limites,  supérieures  et  inférieures,  de  la  variable  o» 
seront  alors  rigoureusement  égales. 
En  effet,  les  définitions  qui  précèdent  de  Xi  et  Y|  donnant  immédiatement 

2it  k*  k  ik 

&n  —  X,=r'l-4-2-- cn*«,  sin  t  V,  —  —  en  « , 

I  k]  t  «I 

l'on  conclura  successivement  de  ces  deux  égalités 

2A  k  k 

fi)  sin  —  X,  =  1  —  2  sin»  t  Y^  =  côs  2  -  Y, . 

I  I  t 


/ 
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celui  que  nou3  venons  d'effectuer,  attendu  que  Ton  aura  dans 
ce  cas 


(7) 


dn«-  «  =  (dn»  «)"  —  (1  —  *•  sn*  »)' 


i «'sn*«  -♦-  -i Arsn*» 

1  i.2 


n 


n(it-~i)(n~2) 

TTTs 


^•sn^o 


-♦- -^  (—  i )"-•  -  A'*^""*^  8n*<"-*) to^i^iyi^ 51,1»  «^ 


«..\« 


en*"  ci)—B(cn*  «)"  =  (i  —  sn*  «) 

n  n{n— i)     ^  n(n~1)(n-2) 

=  1 so'  û)  H sn*  » '  sn*  a 

i  1.2  1.2.3 


■*-  (—  0""*  -  sn"<"-*>«  -*-  (—  i)"  sn*"  », 


(r) 


cos«  jX,  =  l-sin«yX.  =  l-  (1^2-.  cn««j 

I  k*  A*  \ 

=  1  —    1  -*-  4  --  CD*  «  -f-  4  --  en*  »  1 

\        *:  *}        / 

If*  I        k*  \  k       /  k      \ 

=-  _  4  —  cu«  « .  1 1  -*-  -  cn«  «  1  =  4  sio«  -  Y,  1 1  —  sinS  Y,  I 

k  k  k 

=  4  sin«  -  Y,  cos*  -  Y,  =  sin»  2-  Y,. 

Gomme  il  résulte  de  ces  dernières  expressions  {y)  et  (6)  que  l'on  pourra  prendre  dans 
la  définition  (a)  de  X|  l'arc  sinus  de  telle  sorte  que  l'on  ait  à  la  fois 


cos  ~  X,  =  —  sin  —  Y,, 


Sin  —  \.  assCOS  —  ^., 

t  t 


il  s'ensuivra  donc  l'égalité 


'tk  ^k  ^k  ^k  2^ 

sio  —  (X.  —  Y.)  s=  sin  —-  X.  cos  —  Y.  —  cos  ~  X.  sin  —  Y. 


^k  ^k 

cos«  -T  Yj  -♦-  sin*  -T  Y,  =  1 , 


d'où  résultera  par  conséquent  celle-ci 
-  (X,  -  Y J  =  2mjr -t- -, 


on 


Xj  —  Y,  Œ  CODSt., 


qui  constitue  précisément  le  fait  qu'il  suffisait  d'établir. 
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d*où  f  en  multipliant  par  Ai»  pais  intégrant  entre  les  limites  u, 
et  fii| ,  les  expressions 

i  l.i  i.2.5 


o;.==Q,-;;AUH.:ii;=i'm-""Tr"   ^*'Q. 


(7"') 


-*-  (-  «r-j  **"-"û^-.  +  (-  ir^'-û.,, 

1 

*"        *      1  l.î       *  1.2.3 

-•-(-i)-«^Û,.., +  (-<)- Û,.. 

1 

Si,  au  contraire,  m  =  ^n  -^  i,  faisant  de  nouveau 


8n*a=2,         cn»^=V^i  — z,         dn«  =  l/l  —  A;*jr,         âsn»ca»dn&)cittBarf2, 
dncoa»*» = »        cncoa») 


âsnoicntf       2l/zl/<  — z  2sn«dnw       2l/il/i jfc';j 

on  aura  donc,  eu  égard  aux  développements  déjà  envisagés  (7), 
dn*^'  »d»  =«  dn*"  g0  .  dn  o)  cia 


[-T 


i.2  i.2.3 


J2v/nr^ 


7 


cn**+*  udu  e=  en*"  w .  en  »  d» 


[ 


r        n         H(n— 4)  .      n(«  — 1)(n  — 2) 
""  1*"^       1.2      *  1.2.3 


2» 


n  1  dz 

,.  ..  +  (_  1)—      2—  +  (_  i)-2- 

*  J2l/«(1— fc'z] 


n  Nous  avons  doDDé  dans  notre  Chapitre  VI  l'expression  générale  des  quadratures  û» 
pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  l'exposant  m  [voir  la  note  de  la  page  505,  for- 
mules (e)  et  (v))  de  cette  note].  On  doit  donc  considérer  dès  lors  celle  des  quadratures 
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et  par  conséquent  si  i*on  convient  encore  de  faire,  quel  que  soit 
l'entier  n, 


(8) 


-/- 


z'^dz 


2V/z(1--r) 


/'«  z'dz 



les  égalités  précédentes  donneront,  en  les  intégrant  entre  les 
limites  6>|  et  gd,,  et  faisant  usage  encore  des  notations  (1),  les 
formules 


I 


Afz; 


n 


(9) 


(-  <)"-7  A^—'ZU.  +  (-<)"  A^  Zl, 

1 


"*.+,  =  Zo--Z.  +  -ïT^z. ^-;^75      z. 

H.  ....  +  (_<).-•  ^  r;,.  +  (- 1  )-  z:' , 

1 


qui  fourniront  les  expressions  demandées  à  la  seule  condition 
d*y  remplacer,  après  avoir  effectué  chaque  quadrature  Z]  ou  Z7y 
la  variable  provisoire  z  par  sa  valeur  z  =  sn'  &>. 

La  question  actuelle  étant  ainsi  ramenée  au  calcul  des  seules 
quadratures  (8),  et  remarquant  qu*il  suffira  de  déterminer  la 
seconde  seulement,  la  première  se  déduisant  de  celle-là  en  y 


connexes  ^|^  et  ^^  comme  également  fournies  pour  le  cas  de  m  =  3fi  par  les  formules 
que  nous  écrivons  ci-dessus  (7>>i*) 

Â  la  vérité,  cette  hypothèse  n'est  pas  celle  qui  correspond  au  problème  particulier  que 
nous  avons  en  vue  dans  la  présente  Note;  mais  l'obtention  de  ce  résultat  ne  nous  ayant 
coûté,  comme  on  vient  de  le  voir,  que  quelques  lignes  seulement,  nous  avons  cru  oppor- 
tun de  l'acquérir,  chemin  faisant,  à  si  peu  de  frais,  pour  le  mettre  à  la  disposition  du 
Lecteur,  dans  le  cas  où  il  voudrait  appliquer  les  mêmes  procédés  de  calcul  à  l'un  des 
problèmes  les  plus  simples  relatifs  à  l'hypothèse  de  l'exposant  m  pair,  c'est-à-dire  celles 
de  m  »0,  ou  m  «  2,  qui  correspondent  à  la  détermination  de  la  masse  ou  des  moments 
principaux  d'inertie  du  même  corps,  et  retrouver  également  ainsi  les  résultats  déjà 
obtenus  à  ce  sujet  dans  notre  Chapitre  VI. 
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faisant  simplement  A:*  ea  1 ,  nous  ferons»  comme  pour  le  calcul 
de  Tintégrale  précédente  û^, 

(iO)  l  =  z{i-^k*z)  =  z—kV,  Z'«i— 2fc«x, 

et  partant  semblablement  de  Pidentité 

L  2l/zJ  ^ 


dz 


2k'z 

—  z— «[2m. z(i  — *'«)-*.«. (i—2ife»«)]    ^* 


z-  [2m [{^l^z)-^\—  Wz] 
z-[2m  -4-  i— 2(m  +  i)«r»z] 


21/2 
dz 


2l/Z 
dz 

21^ 


nous  en  conclurons,  en  Tintégrant  et  ayant  égard  è  la  défini- 
tion (10)  de  Z, 

^ /*       z'^dz  /•     z'^^dz 

(H)     z"l/z(i— ^«z)«=(2m-4-i)  / -__.  -2(m-*-i))fcV 

-/   <iVz(\-kH)  J  2l/z(i— 

puis  de  là,  en  faisant  A:^  <=>  1  dans  celte  dernière  égalité  elle- 
même, 

(42)     ;5'"l/;5(«— z)«(2m-4-1)  /  ___  — 2(m-*.4)  /  -= 

./     ^\/z{\-^z)  '    2l/z(i  — 


A*z) 


x'"d«  ^ .  .    /*     z-^-*cb 

Or, comme  Ton  aura, eu  égard  à  la  définition  admise  z  ^a  sn^co, 


z* .  l/z  1^4  —  fc'z  =  sn*"  « .  sn  6)  dn  »  «=  sn**^^  »  dn  » , 
z* .  V^z  t^i  —  z     «=3  sn*"  cj.  sn  »  en  c9  Bs  8n*'*+*  »  en  », 

Ton  déduira  donc  des  deux  égalités  précédentes  (11)  et  (12),  en 
y  prenant  chacun  des  termes  entre  les  limites  Zf  et  z^  corres- 
pondantes aux  limites  données  pour  u,  et  écrivant  encore  les 
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résultats  à  Taide  de  nos  notations  (S),  les  deux  formules  de 
réduction 

(sn«^  M dn «)î « (2m  ■♦.  i)Z;'-^2(m  -»-  i)A'Z:'+„ 

(sn*"+*  w  en  «)î  =  (2m  -4-  i)  Zl,  —  2  (m  -f-  i)  Z'.^», 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  intervertissant  leur  ordre  et 
les  résolvant  par  rapport  à  Z'I^^  et  Z|.^(, 

Ces  deux  formules  de  réduction,  complètement  analogues  à 
celle  (4)  obtenue  plus  haut  pour  le  calcul  de  l'intégrale  Q., 
permettront  de  même  de  ramener  de  proche  en  proche  celui  des 
deux  intégrales  Z'^  et  Z"h  la  détermination  des  deux  seules  inté- 
grales Z^  et  Zo'  (*),  pour  lesquelles  on  trouvera  très  aisément, 
quant  è  la  seconde  par  exemple,  la  formule  de  quadrature 


ftf 


«1 

d .  sn' « 


^      2l/z(i-^«z)     ,/      2l/sn*«(1  —  A*sn*û)) 

/•      2  sn  »  r/ .  sn  «  i    f^    d.ksna 

2snû)l/i— ^»sn'«      */   l/i --it*sn*«* 


Wj  Wj 


(*)  On  parvient  aisément,  en  suivant  cette  voie,  à  un  résultat  impoi-tant  de  Calcul 
Intégral,  complètement  analogue  à  celui  que  nous  avons  donné  dans  notre  Chapitre  VI 
pour  l'intégrale  Ùm—f^snw  d<a  (voir  la  note  de  la  page  505),  en  le  déduisant  alors 
d'une  formule  de  réduction  équivalente  (aux  notations  près)  aux  formules  précédentes 
(3ttT)  ou  (4),  nous  voulons  dire  l'expression  explicite  des  deux  quadratures  connexes  de 
celle-là 

dncdcfo»         et         n»=  /     coufibi, 

0  o 

pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  l'exposant  m. 
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357 


c*e8t-à*dire  la  valeur 


(44) 


ZJ' 


i[ 


arc  sin  (k  sn 


"']} 


et  comme, «d*a près  les  définitions  (8),  Zl  se  déduit  de  Zl'  en  y 


En  effet,  si  l'on  conyient  de  prendre  0  et  &>  i)our  les  deux  limites  des  intégrales  que 
nous  spécifions  dans  ce  qui  précède  par  les  indices  i  et  %  la  seconde  des  formules  (13) 
que  nous  venons  d'établir,  en  y  chassant  le  dénominateur,  puis  écriTant  t  —  1  à  la  place 
de  m,  et  diminuant  ensuite  à  chaque  fois  l'indice  /  d'une  unité,  engendrera  successivement 
la  série  des  équations 


ii.k*Z,' 

-(2*-i)z;i. 

(âi-2,.*'z;:, 

-(ii-3jz;:. 

(Si-4).fz;:, 

-(«-5)Z'^, 

sn*'~<<)u  dDo», 
sn'«-»cudDw, 


(2i  — 2y).A:*Z;V     -.(2t  — 2;  — 1)Z;:^_,  — —  snW-V-tcadnoi, 


4A«Z;'  — 3  2," 


SD'ûidDCi», 


>•• 


2it«z;  —    z;  =  — sncodnco, 


1 

9t 
9% 


9i  ^ 
9i 


9i-t 


lesquelles  étant  multipliées  respectivement  par  les  coefficients  inscrits  en  marge  en  regard 
de  chacune  d'elles,  et  ajoutées  ensuite  membre  à  membre,  formeront  alors  la  suivante  : 

2t . *•  1\'  -4-  [(2,- -  2)  Ar«.  9,  -  (2i  -  !)]  Z'U  -+-  [(2i  -  4)  k\  ^,  - (2t-  3)^,]  z;!, 

-4- -H  [l2i-~  2;-)  A«.y>-(2i-:^-Mto-iJz;i,  -^ 

-4-  (2A«.flfi-i  —  3^<_t)  Z,"  —  flf,_i  Zi' 
=  —  dnai(sn*'-*to-t-^,  SD*'-'w-i-gf,sn**-'»  -♦-...  .  . 

-h  y^sn"  -  •>-«  to  -+- -♦•  îjfi-t  su»ft»  -h^i-i  sn  a»). 

Or,  si  l'on  détermine  les  différents  coefficienls  g^,  g^^  ...  ^i-i  par  les  conditions 
(2t-2)*«.y,-(2i-l)  =  0,  (2i-4)*«.î^,-2(t-3)9,  =  0, 


(2i—  2;)Ac«.y>  — (2i  — 2;-h  l)flfj-i  =0 ,  2*«.9,.|  -  3</,_,«0, 
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faisant  simplement  k  =»  iy  Texpression  que  nous  venons  d'obte- 
nir fournira  dès  lors  immédiatement  pour  Zô  cette  autre  analogue  : 

(i  5)  Z;  =  [arc  sin  (sn  «)]; . 


qui  leur  assigneront  en  conséquence  les  valeurs 


^1  = 


2t  — 1    1 


2t  —  2  k*' 


_2i-3        Jl^_(2i  — l)(2t-3)  1 
^"  ""  2t  — 4  ^'  '  Â«  ""  (2ï  —  2)  (2i  —  4)  là  ' 


r«)     \  i7/ 


2,— 2;-Hl 
2i—  2; 


!/>-«  •  t;  = 


1        (2t— l){2i— 3) (2i— ^•-♦-1)   1 


k»      '(2i— 2)(2t— 4) (2i— 2;)     fcV 


_3  1  _(2i  — l)(2i  — 3) 3.3       1 

^*"*  ~i  ^'**'it»"  (2i  — 2)(2t-  4) 4.2  /c«(*-«)  V 


l'équation  formée  tout  à  l'heure,  dans  laquelle  il  ne  subsistera  plus  dès  Jors  au  premier 
membre  que  le  premier  et  le  dernier  terme  seuls,  fournira  par  conséquent  pour  rinté> 
grale  Z|'  l'expression 


sn*»-'to 


jgr,  sn*^'  a» 


(€) 


Z'i'  =  — -    flf<-i  Zi'  —  dnto  (sn*'-« w  -t-  g^ 

H- -t-  gfj  sn*'-*/-* w -♦- -♦•  gt-t  sn'tt»  -f-  gt^i  sd  a»)  j, 


la  valeur  de  chacun  des  coefficients  étant  celle  que  nous  venons  d'indiquer. 

Partant  de  là,  si  nous  désignons,  en  vue  de  faciliter  l'écriture  des  formules  intéres- 
santes que  nous  voulons  donner,  par  le  symbole  A^^^  le  coefficient  de  rang  ^  -h  i  dans  le 
développement  de  la  puissance  n  du  binôme,  coefficient  dont  la  valeur  est,  comme  Tod 
sait,  étant  écrite  avec  les  notation  et  convention  dont  nous  avons  déjà  fait  usage  dans 
notre  Chapitre  Yl  (page  483), 


iy) 


Ai;>  = 


n(n  —  1) {n  —  t  +  1) 


n! 


1.2.3    •  iîCn  — 0!' 

et  de  même  par  le  symbole  C^^  le  nouveau  coefficient  numérique 

(2i  —  «  )  (2i  —  3) (2f  —  2;  +  1) 


(ô) 


cl^)= 


(2»-2)(2i  — 4) (2t-2;) 


pour  toutes  les  valeurs  entières  de  7  depuis  j  =  1  jusqu'à  j  ^  i—  I,  de  telle  sorte  que  le 


{*)  Voir  la  noie  à  la  page  262. 
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Nous  étant  assuré  ces  procédés  de  calcul,  arrivons  maintenant 
à  la  déterminalion  effective  des  différents  éléments  du  détermi- 
nant proposé  (3). 


premier  et  le  dernier  de  ces  coeffldents  soient  respectivement 


il -2'  •  (ai— 2)(2i— 4) 4.i       [2*-». (f— !)!]«' 

comme  avec  ces  notations  les  valeurs  ci-dessns  (a)  des  coefficients  g  s'écriront 

en  premier  lieu  l'expression  (g)  trouvée  ci-dessus  pour  Z'^'  deviendra  sembiablement 


—  sii(odnc«f8n«t'-*'(«-i-  2  Ci'"^Mj  sn*""^""*^«)  L 

et  comme  la  première  formule  {i'S),  dont  nous  avons  lire  exclusivement  ce  résultat,  se 
déduit  de  la  seconde  en  y  changeant  simplement  dnoa  en  en  (»,  Z'' en  7/,  et  faisant  en 
même  temps  A:*  =  1,  il  est  bien  clair,  sans  recommencer  le  calcul,  que  l'on  trouvera,  par 
le  même  procédé,  pour  l'intégrale  Z)  l'expression  homologue  : 

z;=:j.    Cf  «'.z;— sncucn(u(so«(«-«)ca-*-  2  Cl^'sn***"'"***")    • 

En  second  lieu,  ces  deux  dernières  valeurs  étant  remises  respectivement  au  seeond 
membre  de  chacune  des  deux  formules  (9),  qui  s'écriraient  également  sous  forme 
condensée 


lesi 


celles-ci  deviendront  donc  à  leur  tour,  avec  les  mêmes  notations 


•^tl»+l  '^  ^o 


;^"|(_  lyj^iOku  rÇ.z;  -  '^  (so»(--  »H-  2 'c/'s..'<W-.).Jl , 


XVII.  19 
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Quant  à  la  première  ligne,  qui  appartient  tout  entière  au 
type  Q.,  aux  coefficients  constants  près,  la  formule  ci-dessus  (4) 
donnant  successivement,  pour  m  <=  0  et  m  =  2,  les  expressions 


(16) 


a.  =  ^J(l-Hi«)U. -hUo 

0,=  _  L-  2Q,  -+-  3(1  -♦-  k^)  a,  -4-  ûJ 


(te  sorte,  qu*eD  réunissant  les  termes  semblables,  remplaçant  ZÔ  et  Zô'  par  leurs  valeurs 
trouvées  ci-dessus  (1S)  et  (14),  et  faisant  enfin  de  nouveau,  en  tenant  compte  des  défini- 
tions précédentes  (y)  et  {^, 


(e) 


n! 


<2i  — i)! 


n! 


2i! 


'        "     '2i  i!(n— •)!  2tl2<Mt— !)!]'       iî(n  -  i)!  (î*.!!)» 


les  expressions  demandées  des  intégrales  ^f^^,  ^^  ^^^.i  seront  donc  définitivement  les 
suivantes 


»—-tt 


û;,+,=  (i  ^  2  (— 1)'r.l>.A**).arcsin(sn(u) 


•=i 


l=N 


Alî» 


—  sn oa  en  û)  >  (—  1  )»  —  A*  sn*!*-*» 
s!.  ^» 


eu 


1 


sn 


M 


.»!  L  ^'  fà  J 


^#•41=    1  -*•  ^  l—  !)•"  ri  ,.  77J  •  7  arc  sin  {k  sn  '^) 


sncudQi    V»"  Aj*' 


0 


(U 


1=1 


les  valeurs  du  coefficient  numérique  tsl?,',  Aj/^  et  C}^^  étant  celles  indiquées  par  les  for- 
mules (e),  (H  et  (<^ . 

D'ailleurs,  l'expression  analogue  des  intégrales  ri^  et  Q,^  étant  déjà  donnée  par  les 
formules  ci-dessus  (7^'*),  l'on  doit  donc  considérer  comme  connues  les  expressions  des 
quadratures  Û^  et  û.  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  m,  ainsi  que  nous  Tavons 
annoncé. 


Gomme  exemples  d'application  de  ces  dernières  formules  (t)),  considérons'le  cas  simple 
de  n  ■■  S  qui  suffit  pour  mettre  en  jeu  une  quantité  au  moins  de  chaque  type  parmi  les 
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dont  la  seconde  deviendra,  en  y  remeltant  la  première, 

=  — [— 4^*U,-*-3(l-f-t*)!(l-Ht«)U,+Ôo|-Hâ^*U,| 
(17)  (  '**•-  '  ^      '      ^       J 

=  J- n  5(1  -  *»)* -4- 8**  j  U,  +  3(1 -H  fe«)Ûo-t.  ^Ji*iï,l 


différents  élémeuts  analytiques  dont  elles  se  composent.  EUles  donneront  alors,  pour  cette 
hypothèse, 

/      Ai*'  Ai**  \ 

ûj  =  (l  -  cilD,ilf«-«-eHot'^'*)-*"^sin(snti.)  — snti.cn(u  I ^-A-'-h — it*sn*.»| 

A'" 
—  SO  (u  cil  0» .  —  **  Cijl\ 
4 

'  Aï>  Ci'J 

—  SllcudUte. , 

k  4     A-4  ' 

les  valeurs  des  différents  coefQcients  étant,  d'après  les  déKnitions  précitées  (e),  {y),  et  (q), 

2!        2î  2        .  .         2Î        ^î  !.i.3.4       3.2»      3 

l!l!(i.ll)«       "i«         •  ''^'      2!  (2'  2!j«  (i*)'     ~  (2*)'       »' 

Cl  (tar  conséquent,  en  y  remettant  ces  valeurs,  ordonnant,  et  réduisant  à  un  dénominateur 
unique,  l'on  aura  définitivement  les  formules  de  quadratures 


I 


q;—  /     dn»  <»(/(«=  î-     J8  — iSilf*— 3A*)  I .  arc  siiMsn  w) 

-«-  (8i(r*  —  3A'*)  sn  (Il  CD  te  —  ik*  sD'te  en  ru    . 

ili'=/    en»  (•(/(•  =  —    1(5  — 8A»)-*-8A«{.arcsin(Âfsn(«) 

—  ik  (3  —  8A»)  sn»  du»  —  SilT*  su»»  dQ<»    . 
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si  alors,  dans  les  formules  que  nous  avons  ainsi  obtenues  (6), 
(16%  et  (17),  nous  introduisons  Thypothèse  (A:  et  A:|  étant  tous 


qu'il  est  aisé  de  vérifier  directement,  et  qui  concordent  bien,  ainsi  que  Ton  s'en  assure 
immédiatement  avec  les  formules  {%)  que  nous  établissons  plus  loin  dans  la  présente 
Note  sous  une  forme  légèrement  différente,  mieux  appropriée  au  but  que  nous  y  avons 
en  vue. 

(')  Il  y  a  lieu  de  formuler  ici,  au  sujet  de  ces  expressions  (14)  et  (15),  une  remarque 
analogue  à  celle  qui  a  été  faite  un  peu  plus  haut,  k  l'occasion  de  l'expression  précédente  (6), 
à  savoir  que  le  calcul  de  ces  mêmes  quantités  étant  effiectué  comme  quadrature  de  diffé- 
rentielles algébriques,  conduit  à  des  résultats  qui  n'en  diffèrent  qu'en  apparence  seulement, 
et  dont  l'équivalence  avec  lesdites  expressions  (14)  et  (15)  s'établit  sans  peine,  à  l'aide  d'un 
procédé  tout  semblable  à  celui  que  nous  avons  employé  dans  la  circonstance  précitée. 

En  effet,  si  l'on  garde  jusqu'au  bout  la  variable  z  dans  les  différentielles  en  question,  l'on 
trouvera  très  aisément,  quant  à  la  première, 

_    r  -t  dz  /*z^ kdz  __  1       >^»4  V^dz 

J      21/  a (1  —  kH)     J       \/4ktz- 4k*z*      2^./       V/i  —  (2ifc«z— !,•' 
2i  z^  r, 

c'est-à-dire,  par  conséquent,  la  valeur 

ZV  =  --  [arc  sin  (ik*z  —  1)]*  =  —  [arc  sin  (2ik«  sn«  w  —  !)]• , 

in  An 

qui  entraînera  dès  lors,  en  faisant  de  nouveau  k  =1,  pour  la  seconde  intégrale  en  question, 
l'autre  valeur 

1  1 

Z'„  =  -  [arc  sin  (23  —  1  )]  •  =  -  [arc  sin  (2  sn«  «  —  !)]•. 

•^  ù 

Or,  l'équivalence  de  la  première  de  ces  deux  expressions  que  nous  venons  d'obtenir  par 
ce  nouveau  procé<lé  de  calcul  avec  celle  (14)  trouvée  en  premier  lieu  plus  haut,  résultera 
encore  manifestement  de  ce  fait  qu'il  suffira  d'éublir,  à  savoir  que  les  deux  intégrales 
indéfinies  correspondantes  (la  constante  étant  encore  sous-entendue) 

/  .  *  1 

(«)  ^«  °"  ^  ^^^  ^'"  ^-**  ^"'  <«-*).  Y,  =  -  arc  sin  {k  su  ce), 

ne  diffèrent  de  nouveau  que  par  une  simple  constante. 
Pour  le  montrer,  déduisant  immédiatement  de  ces  définitions  de  Xj  et  Y^ 

(€)  sin  2^X,  =  2*«  su»  «  -  1 ,  siu  ^Y,  =.  k  su  u , 

nous  en  conclurons  successivement,  comme  précédemment, 

(r)  sin  2ArX,  =  2  sin«  AY,  —  1  =  cos  2AY„ 

((î)  cos»  /tY,  =  1  —  sin»  AT,  =  1  -  A»  sn»  u.  =  dn*  a; , 

cos»  2AX,  =  1  —  sn»  2ArXj,  =  l  -  (2A-*  so»  w  —  1  )* 
(-)  \  =  1  -  (4Ar*  sn«  «  —  4A«  su»  « -♦- 1  ) 

=  4A»  sn»  w  (1  -  Ar»  so"  w)  =»  4it»  sn»  ce  .  dn^  c, 
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deux  positifs  par  définition) 

n 

t      •'  !•  1^  ..     ..  w*       ,       im      k 

n  »"  n*  «      ki 

conformément  aux  égalités  (3),  (13),  et  (16)  du  Chapitre  VI, 
elles  deviendront 

U,  =—  I  arcsml —  en  ti)     =  --  1  arcsm  l  — en  uj     * 
n 


8-^ 
n 


=  i  \(^^'  —  ^^^^^)  U,  -♦-  3  (n'  —  P)  n»  Uo  —  3n*/»  U  J 


et  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  l'égalité  de  droite  ifî)  et  de  la  précédente  («j),  cette 
dernière  expression  (£)  donnera  la  suivanfe  : 

i-n)  cos«  2JkX,  =  4  siii«  itY,  cos«  AY,  =  sin*  ^k\\ . 

U  suivra  donc  encore  de  cette  dernière  égalité  fr^)  et  de  celle  {y)  que,  dans  la  défini- 
tion ix)  de  X«,  Ton  pourra  prendre  l'arc  sinus  de  telle  sorte  que  l'on  ait  k  la  fois 

sin  2*X,  =  cos  2ikY, ,  cos  2*  X,  =»  -  sic  2ikY, . 

auquel  cas  l'on  aura  en  même  temps  les  égalités 

siD  2it  (X,  -  Y,)  =  sin  ik\  cos  2*Y,  —  cos  2ArX,  sio  2itY, 

=  cois»  2JtY,  -f.  sin«  2AY,  =  1 . 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  nouveau  la  suivante 

2ilf(X,  -  YJ  =  2nr-4--,  ou  X,  —  Y,  =con>l, 

ainsi  que  nous  proposions  de  l'établir,  ce  qui  justifie  dès  lors  le  fait  annoncé  au  commen- 
cement de  cette  note. 

(*)  Voir,  au  Chapitre  VI,  la  note  de  la  page  497. 
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et  par  conséquent,  en  faisant  abstraction  des  membres  intermé- 
diaires, puis  multipliant  ces  trois  égalités  respectivement  par 
l,  2'P  et  2^/^,  nous  obtiendrons  définitivement,  pour  les  éléments 
de  la  première  ligne  du  déterminant  à^i^  (3),  les  trois  expressions  : 

/U,  =  n    arcsin  f  — en  wl     , 

â*/»U5  =  2(3w*  — 8/i*n./U,  H- 3(n*  — /*)•  2w'/ÏJo  —  4ii*/»./Û,. 

Semblableroenty  quant  aux  deux  lignes  suivantes,  les  deux 
formules  analogues  (9)  donneront,  pour  les  trois  premières 
valeurs  de  rentier  n,  les  expressions 

n  =  o,      û;=z;,  û;'  =  z;', 

(19)  ^  n  =  i,      ûi  =  z;  — ^'z;.  ûi'  =  z;'-z;', 

«  ==  2 ,      q;  =  z;  -  wz\  -^  k*zi ,      û;'  «=  z';  —  2z;'  -+-  z;-, 

dans  lesquelles  Zo  et  Z^' étant  déjà  connues  par  les  égalités  (15) 
et  (14),  les  quantités  suivantes  Zi,  Z'/,  Zi,  K'  seront  de  même 
fournies  par  les  deux  formules  (13)  pour  les  valeurs  0  et  1  de 
rentier  m,  et  seront  par  conséquent  celles-ci  : 

(    Z;  =  irZi-(sna,cu«)îl  Z'/=l5rz;'-(sn«dn«)f1, 

Z;  =  i  1  3Z;  -  (sn*  «  en  «)  î  1 ,         Z;'  =  ^^  j  3Z;'  —  (sn'o)  dn  «)îl . 

Or  comme,  en  se  reportant  aux  définitions  (2),  on  peut  écrire 
en  premier  lieu, 

(sn  w  en  w)î  =  (dn^'w  en  «  sn  »)J  =  ÛJ , 
(sn«dn«^î=(cn^«snwdn«)î=û^', 


1 
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puis,  en  second  lieu,  en  se  servant  de  ce  premier  résultat, 

I  /  \«  , 

(sD^fijcn  »)î=  —  77,  ( —  ^*  s>i*"  .  sn  «en  «1 

i  r 

=  —  77    ('  —  ^*  sn*«) .  sn  6}  en  u  —  sn  w  v.n  a 

=  —  -    (dn'«sn«cnûî)î— .(snûîcnû))}    =  —  7:1  i^i      ^^«)  » 

(8n*»dn»)î  =  (sn*M.snûïdn«:î=  [(1  — cn'w)sn  wdnwl^ 

=»  —  (en"  w  sn  cj.dn  w)î  -♦-  (sn  w  dn  a)]  =  —  (ÛV  —  U ,'  ;, 

Ton  voit  ainsi  que  les  deux  expressions  (20)  des  Z'  et  Z"  aux- 
quelles nous  venons  d*arriver  tout  à  rheure,  pourront  être 
écrites  sous  forme  abrégée,  à  Taide  de  ces  notations  (2)  : 

z'.  =  i(zi-ii;),  z','  =  lï(z;'-iT;). 

z;=l[3z;+.l(û;-ûi)j,       z;'=-l,[^3ziv  Iq. -lïv)  • 

En  ayant  donc  égard  aux  expressions  (15)  et  (14)  trouvées 
pour  Zo  et  m  y  et  reportant,  d*autre  part,  ces  dernières  valeurs 
que  nous  venons  d'obtenir  dans  les  expressions  précédentes  (19) 
des  Q'  et  Q",  Ton  trouvera  successivement 

(û;  ==  Zi  =        arc  sin  (sn  u)     , 
f  a,'  =  z;'  =  -    arc  sin  (k  sn  «)     , 

û;  =  zi  —  k%  -=  z;  -  *'.  1  (z;  -  ûi  )  =  ^  ïri  -  kyi:  -.  /.  ô,.  1. 

(23)  \ 

û;  =  z;-  zr- z;--  ^  (z;- oi')  =  ir(2A'-nz,v-.  û.' I. 


866 


û;  =  zi-2Ar'z;  -»-**z; 
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(34) 


z;  -  2fc»z;  +  *'.  Il  3z;  -^-^Çoi-  a.^] 
i  uzi  -I-  (5**  -  8*') .  z; ...  A'  û;  -  fr'ûil , 


q;  =  z;' —  îz;- +  z;' 


(26) 


=  7i  - 2Zi'  -♦- 1; Fsz;-  +  (û;- - ûi)1 
=  ^,  !**%■  +  (3  -  SA')  z;-  --  û,'  —  û".  I , 

ouy  ce  qui  est  la  même  chose,  pour  le  second  groupe  (23),  en  y 
remettant  à  la  place  de  Zi  et  Z^'  leurs  valeurs  Ûi  et  Û/  (19), 

û;-^  [(2  -  ^')û;  -♦.^ûl      û;'= ^,  [(sa*  -  i)û;'+ ÏÏ;"]; 

et  de  même,  pour  le  troisième  groupe  (24)«  en  y  remettant, 
d*abord  à  la  place  de  Z\  et  ZY  leurs  valeurs  (21  ),  elles  devien- 
dront une  première  fois 

=   1  Ls^  —  8A-*  -4-  8)  Zo  —  (3fc*  —  8A*  ♦-  2^*)3i  -♦-  2ib*S;  1 , 

=  J-  1(3  —  8A:*  ^  8^*)  z;  —  (5  -  8A:*  -♦-  2^*)  û;'  ^  SA'Û,*!  . 


Û 


puis,  définitivement,  en  réduisant,  et  remplaçant  de  nouveau 
Zô  et  Zo'  par  leurs  valeurs  Ûi  et  Û'/  : 
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(26) 


(27) 


Û;  =,  1  [(5**  -  8Â-*  -4-  8)Ûi  ^  3A-'(2  -  ^*)û;  -♦-  2t»u;l. 
iï-=l.r(3  —  8i*  ^  8A*)U;'  -♦-  3(2^*—  Ï)U;'  ^  2^'ûV  1 

Les  trois  groupes  de  formules  (22),  (25),  et  (26)  fournissent 
désormais  tous  les  éléments  des  deuxième  et  troisième  lignes  du 
déterminant  A^'^  (3),  en  y  introduisant  encore  les  hypothèses 
correspondantes,  savoir,  pour  la  deuxième  &>  =  t?,  k=^k\  et  pour 
la  troisième  tù  =  Wy  Ar  >=  A:"  :  auquel  cas,  d*une  part,  les  pre- 
mières formules  de  chacun  de  ces  trois  groupes  donneront,  rela- 
tivement aux  éléments  de  la  seconde  ligne,  les  expressions 

\        r     .       T 

V',  =      arc  sin  (sn  r)    , 
L  .|î 

V;  =  -  I  (3A'*  -  8jfc'*  ^  8)  V;  -H  W*  (2  —  ik")Tj  ^  2Â  ''v;   . 

et  d*autre  part  les  secondes  formules  des  mêmes  groupes  fourni- 
ront semblablemeni,  en  vue  des  éléments  de  la  troisième  ligne, 
ces  autres  expressions 


!W;'  «   -^,  lare  sin  (k"  sn  to)1  , 


W;-  =  -^^  [(3 - 8*"*  ^  8ik"*)  W;'  ^  3  (2fc"*- 1  )  WiV  2^"^;'l, 

dans  lesquelles  il  n'y  aura  plus,  tant  pour  ce  dernier  groupe  que 
pour  le  précédent,  qu'à  remettre  pour  k'  et  k"  les  valeurs  admises 
par  nos  définitions  au  début  de  notre  Chapitre  VI. 

A  cet  effet,  ayant,  quant  au  deuxième  groupe  (27),  d'après  les 
valeurs  (3)  et   la  relation  de  gauche  (5)    de   ce  Chapitre, 


268 


—  298  — 


(29) 


A:'  =  — .      2  —  ^" 


U"  —  8A:'*  -H  8 


m*      2/*  -•-  m*       r  -H  (P  -^  m*) 


r— »' 


m*         w* 


3-p-*8-*« 


;.  [- 


8P  (m*  -^  /*) 


] 


i 


=  -n-(3m'  -  8nV), 


(30) 


l 


et  quant  au  troisième  groupe  (28),  k"  étant  positif  par  définition, 

(*) 

m  m*  w*  m'' 

—  n'  -4-  /' 

1      3  —  8A^"*  -*-  8A;'  *  ==  3  ^  8  — ,  -f-  8  ~  =  -i-  [sm*  -t-  8ii*  (m'  -♦-  n')  1 

m*  w*       m*  L  J 


I 


=  —(OUI*  -  8/iT), 


les  trois  égalités  (27)  deviendront,  en  y  remettant  les  valeurs  (29) 
des  coefficients  de  ce  groupe, 


v; 


v: 


[ 


arc  sin  (sn 


-,[-(3.,.'_8„'/',.Vi-5--^V;-2-V;|, 


d*où,  par  conséquent,  en  les  multipliant  respectivement  par 
If  VP,  et  2^/^  pour  les  éléments  de  la  seconde  ligne  du  détermi- 
nant (3),  les  expressions  définitives 


/v; 

2*/»v; 


/[arc  sin  (sn  u)]*, 

2(/*-.n*)./V;  — 2mVVi, 

2(5^1*  _  8/i»r).  / v;  —  3(/'  —  11*). 2/w*/Vi  —  i/'m". / v;; 


(')  Voir,  au  Chapitre  VI,  la  seconde  note  de  la  page  498 
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et  de  mémey  comme  en  remettant  dans  Tautre  groupe  (28)  les 
valeurs  (30)  de  ses  coeflieientSy  il  deviendra 


W|  =r — —     arcsml sn  tr  I     , 


m 


""' = .ib  [V  ^  •  •*■  ^- ] = ïk  [^'-  "')^''  *  '"'^  "■]  ' 


2      . 


W;- ^';-    ri (3,»'  -  8nT)  Wr  -♦-  3  — -^'  W.-  -  2  -,  W;l 


(32) 


^.  5  (/»_  „«).  „,«  Wi*  —  2w«  m*,  w;'    , 


Ton  aura  donc  semblablement,  en  multipliant  encore  ces  égalités 
respectivement  par  m,  2*  (tw)^,  et  2^(in)^  pour  les  éléments  de  la 
troisième  ligne,  ces  autres  expressions  définitives  : 

inWJ'ss—  m  larcsinf sntc) 

2*(t>i)'Wi'  =  2(/*— /O.mW;-  H-  2m'i/tWÎ', 

2*(in)*W;'  =  2(3w*-8n'r).i/iW;  .4-3(/'  — «*).2m^iîWÏ'--  4w*m*. i/i  W;'. 


Les  valeurs  de  tous  les  éléments  du  déterminant  proposé  (3) 
étant  ainsi  obtenues  et  représentées  par  les  trois  groupes  d*ex- 
pressions  (18),  (31),  et  (32),  rien  n'est  plus  facile  à  présent  que 
le  calcul  effectif  de  ce  déterminant,  car,  avec  la  forme  rencontrée 
pour  ces  expressions,  les  réductions  à  opérer  s*offriront  pour 
ainsi  dire  d'elles-mêmes. 

En  effet,  Ton  trouvera,  en  faisant  la  substitution  d'abord  pour 
les  deux  dernières  colonnes  seulement,  puis  opérant  les  réduc- 
tions, divisant  alors  chaque  ligne  respectivement  par  les  facteurs 
n,  /,  m,  et  changeant  enfin  les  signes  des  deux  premières  lignes. 
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et,  cela  étant  fait,  si  l'on  a  égard  alors  seulement  aux  premières 
égalités  de  chacun  des  groupes  précités  (18),  (31),  et  (32),  il 
est  clair  que  la  même  expression  deviendra,  en  tenant  compte 
de  nos  définitions  (2),  et  faisant  usage  de  nouveau  de  notre  nota- 
tion habituelle  l^G  =>  /mn, 


AL*>=2*l/G 


arcsml  —  envi     , 

[arc si n  (sn  v)]', 

—  in 
arcsmi snto 


ii/(cnt«dnt«) 
m'  ?  sn  V  en  v) 


arcsini sntoj     ,      mm  (do  U7snu7) 


nP  (sn*  u  ca'ft  dn  u)* 
,         Tm*  (dn*  i;  sn  t;  en  v)] 


,     fit(m)'(cn*trdntosnu7)*4 


valeur  qui,  étant  remise  dans  la  formule  de  gauche  (3)  d*où  nous 
étions  partis,  en  même  temps  qu'on  en  multipliera  et  divisera 
le  second  membre  par  le  facteur  —  t,  reproduira  bien  alors 
exactement,  comme  Ton  voit,  pour  la  somme  envisagée  }]l\ 
celle  (169)  obtenue  dans  notre  Chapitre  VI  à  Taide  de  nos  varia- 
bles p,  9,  r. 

Le  calcul  que  nous  venons  d*effectuer  permet  d'apprécier  le 
service  rendu  par  ces  variables  pour  toutes  les  déterminations 
que  nous  avons  opérées  dans  ce  même  Chapitre;  car  si  le  présent 
calcul  a  pu  réussir,  quoique  assez  laborieusement,  pour  ce  cas  si 
simple  de  l'exposant  a  c=a  1,  grâce  à  Tordre  scrupuleux  que  nous 
avons  pris  soin  d*observer  dans  tous  ses  détails,  pour  le  cas  sui- 
vant déjà  deacssS,  les  opérations  deviennent  par  ce  procédé 
extrêmement  compliquées,  et  pour  les  cas  ultérieurs  elles  seraient 
.certainement  tout  à  fait  inextricables.  On  peut  donc  considérer 
ce  calcul  comme  la  justification  incontestable  de  lopportunité  ' 
quil  y  avait  à  introduire,  pour  ce  genre  de  calculs,  les  variables 
p,  9,  r,  qui  nous  ont  permis  alors  de  les  accomplir  avec  tant  de 
facilité. 


FIN  DE  L*APPENDICE  ET  DE  TOUT  L*OUVRAGE. 
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ERRATA. 


Page -435,  en  note,  dans  la  première  équation  (y),  au  lieu  de  :  ^  iK^ -i-  . 
Une  :  iK,  =  ; 

Page  soi,  5*  ligne,  après  les  mois  «  jusqu*à  t  —  i  »,  intercaler  les  mois 
omis  t  valeurs  qui  sonl  »  ; 

Page  513, 10"  ligne  (dans  la  rubrique  en  majuscules),  au  lieu  ae  «qui  forbkkt 

LES  ÉLÉMENTS  »,  lire  '.  «  QUI  CONSTITUENT  LES  EXPRESSIONS  » 

Page  528,  dans  l'équation  sans  numéro  qui  suit  Téquation  151**'*,  au  lieu 
de:PI/P,  lire  p»^; 

Page  568,  supprimer  les  trois  dernières  lignes,  à  partir  des  mots  a  dont 
renoncé  ». 


Observation.  —  «  Au  sujet  du  théorème  rencontré  et  formulé  incidemment 
à  la  page  569,  une  Inadvertance  inexplicable  nous  a  fait  dire,  au  moment  de 
renoncer,  «  qu'il  serait  sans  doute  fort  difficile  d*y  arriver  rigoureusement  par 
den  considérations  a  priori  ».  tandis  qu'il  n'est  au  contraire  q'un  corollaire 
presque  évident,  pour  la  question  envisagée,  du  théorème  général  relalif  au 
mouvement  du  centre  de  gravité  d*un  système.  Il  faut  donc  ne  voir  dans  ladite 
proposition  qu'une  conûrmation  (ou  vérification)  des  calculs  qui  la  précèdent, 
fondée  sur  les  théorèmes  généraux  de  la  Dynamique,  et  nullement  un  résultat 
nouveau  sur  lequel  il  fut  opportun  d'appeler  l'attention  du  Lecteur,  comme  le 
sont  au  contraire  les  déterminations  qui  suivent  immédiatement  après,  à  savoir 
celles  formulées  par  les  équations  de  la  page  570,  et  qui,  déduites  précisément 
des  mêmes  calculs,  concernent  dans  la  question  le  cas  de  la  résultante  unique.  • 
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UAGRICULTURE 

EN  BELGIQUE 

CE  QU'ELLE  EST,  CE  QU'ELLE  DEVRAIT  ÊTRE 

CON  FÉRENCE 

DE 

H.  Léon  t*  SERSTEVENS 

lUte  à  rassemblée  générale  de  la  Sooiété  scientifique 
de  Bruxelles  du  il  avril  1898. 


«  Mesdames  et  Messieurs, 

J'éprouve  une  certaine  apprél^cftâîon  en  abordant  cette  tri- 
bune illustrée  par  les  orateufg^  les  plus  éloquents,  par  les  savants 
les  plus  érudits.  /'^ 

Mais  je  me  sens^iffermi  en  me  souvenant  que  cette  salle  a 
abrité  les  preinigrs  jours  de  la  Société  scientifique,  que  c'est  ici 
qu  elle  est  nfge,  que  c'est  du  cabinet  du  secrétaire  de  la  Société 
centrale  d^grÎQiiImpe  de  Belgique  qu'elle  est  sortie  pour  prendre 
ce  niaff((i(ique  essor  qui  l'a  conduite  dans  le  monde  savant  de 
l'uniyJrs  entier. 

It  puis  je  me  dis  que  le  Sénat  romain  ayant  bien  voulu  écouter 

iiiemment  un  paysan  du  Danube,  vous  vous  montrerez  indul- 
y^ents  pour  un  vieux  rural  belge. 

J'entre  immédiatement  en  matière. 

Lorsque  dans  un  pays  la  signification  des  mots  qui  représentent 
des  choses  de  haute  importance  perd  son  exactitude,  ne  repré- 
sente plus  la  vérité  de  la  situation,  c'est  qu'il  existe  un  trouble 
profond  dans  l'ordre  des  choses  qu'ils  représentent. 

C'est  précisément  ce  que  nous  constatons  dans  ce  moment  en 
Belgique. 
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1^  capital  mobilier  parait  être  plus  stable  que  rianneuble,  plus 
ferme,  plus  durable,  plus  sûr. 

Le  capitaliste  belge  juge  le  capital  mobilier,  Tobligation  de 
Temprunt  belge,  par  exemple,  plus  solide,  plus  stable,  plus  sûr 
que  le  capital  immeuble,  que  le  capiuil  foncier  rural.  Et  je  ne 
dis  pas  qu'il  a  tort. 

Le  3  7o  belge  est  au-dessus  du  pair. 

Il  n*est  pas  difficile  de  placer  nimporte  quelle  somme  en  pro- 
priété de  culture  et  d'obtenir  environ  4  */«  de  ce  placement. 

Ainsi  donc,  le  rentier  belge  juge  que  le  capital  mobilier,  la 
rente  belge  est  plus  solide,  assure  mieux  le  revenu  que  le  capital 
foncier  rural,  que  Tagriculture  belge. 

Et  comme  je  le  disais,  par  un  renversement  de  la  signification 
des  mots,  des  images  qu'ils  doivent  représenter  à  Tesprit,  le 
mobilier  est  jugé  plus  stable,  plus  solide  que  Timmobilier,  que  le 
foncier  rural  belge. 

Il  y  a  vingt^ciaq  iuis,  le  capital  foncier  produisait  un  pour 
cent  de  moins  que  les  fonâi^4^l'Ë^(  belge. 

Dans  ce  moment  donc,  aujouinj^ui,  le  capitaliste  a  plus  de 
confiance  dans  l'avenir  de  PÉtat  belge^uc  dans  Tavenir  de  son 
agriculture. 

Et  cela  est  vrai,  absolument  vrai, puisqu'il  ^SHJ»"^®  ""  intérêt 
beaucoup  moindre  au  capital  qu'il  confie  à  l'État  qftC^  ^^'"*  fl"'' 
confie  à  la  terre. 

C'est  là  une  preuve  indiscutable  de  la  perturbation  V^fonde 
que  l'on  constate  dans  les  conditions  d'existence  et  d'aveniX^®  '** 
propriété  foncière  en  Belgique,  du  malaise  de  l'agriculture  bell|^' 
de  la  nécessité  d'y  porter  remède  promptement,  énergiquemei^ 
obligatoirement,  si  l'on  veut  éviter  des  catastrophes  sociales. 

Je  ne  veux  pas  abuser  des  statistiques;  il  faut  bien  cependant 
que  j'en  use  un  peu. 

La  propriété  foncière  rurale,  la  terre  de  culture,  valait,  en 
1870,  dix  milliards,  en  Belgique. 

Elle  produisait  un  revenu  brut  d'un  milliard.  Elle  représentait 
une  valeur  locative  de  trois  cents  millions. 

Aujourd'hui  elle  ne  vaut  plus  sept  milliards. 


Elle  ne  produit  plus  sept  cents  millions.  Elle  n'a  plus  une 
râleur  locative  de  deux  cents  millions.  Elle  occupait,  en  1870, 
plus  d'un  million  d'hommes,  plus  de  quinze  cent  mille  travail- 
leurs de  loul  âge  et  de  tout  scie.  Elle  appartenait  à  plus  de  cent 
mille  propriétaires. 

Combien  avons-nous  perdu  de  travailleurs?  Nul  ne  te  sait 
exactement.  Mais  ce  que  nous  savons,  c'est  que  le  manque  d'in- 
fluence de  l'agriculture,  le  manque  d'union,  c'estrà-dire  le  manque 
de  force  politique  des  agriculteurs,  l'excès  des  impôts  d'une  pari, 
le  manque  de  subsides  d'autre  part,  Is  lenteur,  jusqu'il  y  a  peu 
d'années,  de  la  dilTusion  de  l'enseignement  et  la  libre  entrée  des 
grains  étrangers  joînis  au  monométallisme,  toutes  ces  causes 
réunies  nous  ont  coûté  plus  de  trois  milliards  de  capital,  plus  de 
(rois  cents  millions  de  rente,  plus  de  cent  millions  de  revenu  net, 
de  valeur  locative.  Dieu  sait  combien  il  y  a  de  familles  jadis 
prospères  et  aujourd'hui  misérables,  jadis  heureuses  et  aujour- 
d'hui exaspérées,  prêtes  è  se  joindre  à  l'armée  du  désordre! 

En  1875,  on  décrète  la  libre  entrée  des  grains. 

Vingt  ans  après,  en  1893,  je  peux  tracer  le  sombre  tableau 
qui  précède  sans  que  l'on  puisse  contester  un  seul  des  chiffres 
que  je  viens  de  citer.  Il  faut  redire  ces  vérités  pour  obtenir  le 
concours  des  hommes  de  bonne  volonté  qui  veulent  porter 
remède  au  mal  que  je  signale. 

Je  sais  que  si  tout  le  monde  reconnaît  l'exactitude  de  cette 
statistique,  chacun  l'accommode  à  la  sauce  qui  lui  plait  le  mieux, 
chacun  en  lire  les  déductions  qu'il  lui  convient  d'en  tirer. 

Mais  un  point  reste  incontesté  :  nous  avons  perdu  trois  mil- 
Kards,  nous  avons  perdu  cent  millions  de  rente, 

Qu'est-il  résulté  de  celte  grande  perturbation  économique  au 
point  de  vue  social  î 

Qui  en  abéné6cié? 

Qui  en  a  souffert,  l'un  plus,  l'autre  moins? 

Cette  grande  perte  de  revenu  a  produit  d'abord  une  grande 
diminution  de  consommation  et,  par  suite,  de  travail  dans  toutes 
nos  campagnes,  ce  qui  est  tout  naturel. 

XVII.  20 
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La  (erre  ne  produisant  plus,  par  la  vente  du  produit  des 
récoltes,  une  rémunération  suffisante,  il  a  fallu  diminuer  les  frais 
de  culture. 

Alors  les  conseilleurs,  que  Ton  trouve  toujours  disposés  è 
nous  aider  en  paroles  dans  les  cas  graves,  les  gens  qui  pratiquent 
la  médecine  pour  leurs  amis  et  connaissances,  se  sont  écriés  : 
«  Il  faut  cultiver  moins  de  grain;  faites  des  prairies,  faites  des 
bois  >.  Il  en  est  même  qui  ont  été  jusqu*à  conseiller  de  produire 
des  légumes  en  grande  culture  dans  toutes  les  plus  belles  plaines 
de  nos  plus  riches  provinces,  sans  s*occuper  de  savoir  à  qui  et 
comment  on  vendrait  ces  montagnes  de  choux,  de  carottes  et  de 
salades;  ils  ignoraient  que  Ton  pourrait  voir  un  jour  la  pomme 
de  terre  invendable  en  Belgique,  tant  les  progrès  de  la  culture, 
sans  augmenter  sensiblement  les  emblavures,  pouvaient  encom- 
brer le  marché.  Mais  ne  nous  arrêtons  plus  à  cette  question. 

Nous  avons  fait  des  bois,  nous  avons  fait  des  prairies  :  il  n*y 
avait  pas  moyen  de  faire  autrement. 

Qu*en  est-il  résulté?  Une  diminution  considérable  du  travail 
rural. 

Il  serait  bien  intéressant  de  rapprocher  les  chiffres  de  Taug- 
nienlation  de  retendue  des  terres  converties  en  prairies  et  en 
bois  du  chiffre  de  la  population  ouvrière  rurale  qui  a  été  obligée 
(le  chercher  du  travail  soit  dans  les  viJles,  soit  dans  les  centres 
industriels. 

Cela  parait,  à  première  vue,  une  question  de  peu  d*importanee 
que  d'être  obligé,  quand  on  est  ouvrier  agricole, d*a lier  chercher 
de  louvrage  dans  les  grandes  villes,  dans  les  centres  indus- 
triels. 

Mais  si  vous  suivez  Touvrier  dans  cette  triste  période  de  son 
existence,  vous  verrez  quels  sont  les  déchirements, les  souffrances, 
les  misères,  les  douleurs,  les  peines  et  les  fatigues  que  ce  chan- 
gement de  vie^  de  milieu,  de  travail,  lui  impose,  et  combien  en 
meurent. 

Pour  l'ouvrier,  quelle  excellente  préparation  à  la  révolte  contre 
une  société,  un  état  social  qui  lui  impose  ces  douleurs  et  ces 
fatigues  ! 
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Le  fermier  se  voit  donc  obligé  de  modifier  sa  culture.  «  Pro- 
duisez moins  de  grains,  faites  des  prairies  »  :  il  a  obéi  et  il  va 
économiser  des  frais  de  culture,  il  va  pouvoir  diminuer  son 
personnel. 

Il  se  décide  à  donner  congé  à  un  ou  deux  ouvriers.  Ceux-ci 
partent  désolés;  que  vont-ils  devenir? 

Rentrés  chez  eux,  quelle  consternation  dans  la  famille!  Que 
faire,  que  devenir?  Aller  aux  charbonnages?  Descendre  dans  la 
fosse?  Savez-vous  ce  que  c*est  pour  un  ouvrier  des  champs? 
C'est  un  supplice  affreux,  c'est  un  métier  qui  abr^e  ses  jours. 

Aller  è  la  ville?  Qu'y  faire?  Terrasser,  servir  de  manœuvre? 
Après  avoir  été  traité  par  le  fermier  en  voisin,  en  camarade, 
être  aux  ordres  d'un  entrepreneur  qui  ne  vous  connaît  pas, 
qui  ne  voit  que  les  exigences  de  son  travail,  de  son  entreprise. 
Il  faut  suivre  de  près  la  vie  de  l'ouvrier  pour  comprendre  ce 
qu'il  souffre  en  pareil  cas. 

Et  cependant,  que  devient  la  famille,  quelles  sont  les  suites 
d'une  séparation,  d'un  éloignement  qui  se  prolonge? 

Les  mieux  partagés  rentrent  chez  eux  la  nuit  et  partent  avant 
le  jour,  les  autres  reviennent  tous  les  huit  ou  tous  les  quinze 
jours;  petit  à  petit,  la  famille  se  désagrège,  la  morale  subit  des 
accrocs  et  le  nombre  des  enfants  abandonnés,  des  femmes 
délaissées,  des  hommes  perdus  augmente  tous  les  jours. 

Si  vous  connaissiez  les  bouges  qui  servent  de  logement  aux 
ouvriers  en  déplacement  de  travail,  vous  vous  rendriez  facilement 
compte  de  toutes  les  démarches  que  font  les  mères  et  les  femmes 
pour  procurer  de  l'ouvrage  à  leurs  fils  ou  à  leurs  maris,  avant  de 
se  résoudre  à  les  laisser  partir  de  la  commune  où  ils  résident. 

Elles  savent,  elles  sentent,  elles  prévoient  ce  que  l'avenir  leur 
réserve. 

L'Angleterre  n'a  pas  su  ou  n'a  pas  voulu  défendre,  protéger 
son  agriculture,  pour  développer  sa  marine  et  favoriser  ses 
colonies.  La  population  rurale  a  diminué,  celle  des  villes  et  dfe 
l'industrie  a  augmenté. 

Allez  voir  de  près  ce  qui  s'y  passe  et  ce  qui  s'y  prépare. 
Vous  avez  pu  lire  le  sombre  et  long  récit  des  misères  de 
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Londres,  des  sans-travail  et  des  sans-domicile,  et  j'ajoute,  sans 
crainte  d*ètre  démenti,  des  sans-état  civil  de  Londres,  des  nomades 
de  la  grande  cité. 

Ainsi,  en  ruinant  la  production  agricole,  en  faisant  tant  et  tant 
de  prairies,  en  développant  les  branches  de  l'industrie  agricole 
qui  demandent  le  moins  de  bras,  en  favorisant,  en  protégeant 
l'importation  des  céréales  dont  elle  restreignait  la  production, 
l'Angleterre  préparait  ce  paupérisme  qui  est  sa  honte  et  sa 
faiblesse  et  qui  peut,  en  se  propageant  comme  il  le  fait,  préparer 
la  déchéance  de  ce  grand  empire  s'il  persiste  dans  sa  politique 
économique. 

En  Angleterre,  cette  situation  si  malheureuse  peut  s'expliquer 
par  le  nombre  trop  restreint  des  propriétaires.  Mais  en  Belgique, 
où  la  propriété  foncière  est  aux  mains  d'un  nombre  considérable 
de  citoyens,  il  n'est  pas  possible  que  cette  situation  se  prolonge 
sans  que  les  propriétaires,  je  parle  surtout  des  petits  propriétaires, 
réagissent. 

On  nous  dit  :  Si  vous  avez  perdu  votre  ancienne  prospérité 
c'est  que  vous  vous  êtes  laissés  devancer  par  vos  voisins  dans  les 
voies  du  progrès;  ils  ont  progressé  plus  que  vous,  ils  cultivent 
mieux,  ils  produisent  davantage. 

11  faut  me  permettre  d'examiner  ce  point  :  cela  n'est  pas  aussî 
vrai  que  l'on  veut  bien  le  dire. 

D'abord,  nous  avons  fait,  dans  ces  dernières  années  surtout, 
des  progrès  considérables;  ensuite,  si  nous  étions  peut-être  un 
peu  arriérés  en  science,  nous  ne  l'étions  pas  au  degré  que  l'on 
prétend. 

Et  puis,  quand  nous  faisons  de  nouveaux  progrès,  nos  voisins 
en  font  aussi,  la  science  nous  est  indispensable,  mais  seule  elle 
ne  nous  sauvera  pas,  elle  n'a  pas  de  frontières,  elle  marche,  elle 
vole,  elle  est  grande,  généreuse,  puissante,  elle  livre  ses 
découvertes  et  ses  secrets  à  tous  ceux  qui  veulent  la  consulter, 
et  nous  restons  toujours  dans  la  même  situation  vis-à-vis  de  nos 
concurrents,  qui,  eux,  ne  progressent  pas  moins  que  nous. 

Il  faut  donc  autre  chose  avec  la  science  pour  sauver  l'agri- 
ciilture.  Et  encore,  si  la  science  nous  était  généreusement  donnée; 
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mais  non,  visitez  nos  écoles,  noire  matériel  d'enseignement  :  que 
de  manquements,  que  de  défaillances,  que  de  dépenses  à  faire 
pour  le  compléter,  le  perfectionner,  Télever  au  niveau  du  progrés 
d*hier,  d'aujourd'hui,  de  demain!  Et  quelle  malheureuse  parci- 
monie dans  la  formation  du  budget  de  Pagriculture  (*)! 

Et  pourquoi  et  comment,  sur  un  budget  de  350  millions,  dont 
nous  défalquons  100  millions  pour  le  service  de  la  Dette  belge, 
comment,  sur  un  budget  de  250  millions,  n'avons-nous  pour 
l'agriculture  que  2  800  000  francs?  Un  pour  cent,  nous  qui  payons 
la  plus  grosse  part  des  250  millions.  Politique  et  mystère! 
L'agriculture  manque  d'unité  d'action^  d'union,  d'électeurs  et 
d'influence. 

Et  puis,  l'agriculture  a  de  singuliers  procédés  :  pour  ceux  qui 
ont  l'audace  de  prendre  en  mains  la  défense  de  ses  intérêts»  il 
n'y  a  que  deux  issues,  vaincre  ou  mourir. 

Un  représentant  la  sert  admirablement,  mais  il  est  vaincu;  il 
obtient  pour  Pagriculture  des  avantages  considérables,  mais  il 
succombe  dans  la  lutte   pour  la  revendication  d'autres  avan- 


(*)  Inspection;  agronomes;  champs  d'eipérieoce    .  fr.    iSi  400 

Indemnités  pour  besliaui  abattus 420  000 

Inspection  et  service  vélérinaire 454  000 

Amélioration  des  races â07  000 

Sociétés  agricoles 450  000 

Concours 72  700 

4  423  100 

École  vétérinaire 404  325 

Enseignement  agricole  449  000 

Matériel 64  600 

Bourses  d'études 40  000 

Conférences;  enseignement  primaire 205  000 

589925 

Jardin  botanique S9  000 

Eaux  et  forêts.  Personnel 464  590 

Forêts  domaniales,  etc 94  000 

Défrichements 43  000 

Pisciculture 45  000 

680590 

Laboratoires  d'analyse 94  000 

2  478  645 


8  —  310  — 

tages  plus  précieux  encore  :  il  est  puni  par  les  agriculteurs 
mégies,  dans  une  élection  ultérieure.  Il  n'a  pas  été  victorieux 
sur  toute  la  ligne  à  la  Chambre,  qu'il  disparaisse! 

Mais  jusqu'ici,  la  victime  de  cette  iriste  économie  politique, 
c*est  Touvrier,  Touvricr  agricole  obligé  de  quitter  sa  demeure 
et  son  travail,  sa  famille  et  son  métier,  et  louvrier  des  villes 
et  des  industries,  dont  le  salaire  a  été  diminué  par  ToAre  des 
services  des  ouvriers  agricoles  présentant  leur  travail  au  rabais. 

L'agriculture  souffre,  parce  qu'elle  paye  trop  d'impôts  et  qu'elle 
reçoit  trop  peu  de  subsides. 

Elle  s'amoindrit,  parce  que  l'importateur  se  trouve  placé  dans 
des  conditions  économiques  meilleures  que  le  producteur. 

L'importateur  ne  paye  pas  d'impôt. 

L'importateur  jouit  de  grandes  réductions  de  frais  de  trans- 
port sur  nos  voies  ferrées,  grâce  à  nos  tarifs  qui  favorisent  les 
grands  transports  à  moindre  prix  que  les  petits  ;  de  telle  sorte 
qu'im  wagon  de  10  000  kilos  paye  moins  qu'un  wagon  de 
5  tonnes,  et  un  train  entier  relativement  beaucoup  moins  qu'un 
wagon  de  10  tonnes. 

L'importateur  peut  utiliser  nos  établissements  de  crédit  et 
d'escompte,  dont  les  portes  sont  fermées  au  producteur. 

Enfin,  Timporlateur  trouve  chez  nous  le  monométallisme, 
l'étalon  d'or,  et  il  peut  acheter  dans  les  pays  où  il  paye  en  monnaie 
d'argent,  opération  qui  lui  donne  environ  30  7o  de  bénéfice. 

Croyez-vous  qu'agriculture  contre  agriculture,  cultivateur 
contre  cultivateur,  TAméricain  et  l'Indien,  le  Russe  ou  l'Autri- 
chien viendraient  chez  nous,  sur  nos  marchés,  enlever  la  clientèle 
belge  à  nos  agriculteurs? 

Quand  l'Américain,  remontant  les  flots  limoneux  de  l'Escaut^se 
dit  qu^'l  va  rencontrer  ce  peuple  de  travailleurs  intelligents,  cou- 
rageux et  sobres  qui  forme  notre  population  rurale,  il  n'oserait  pas 
continuer  sa  route  et  venir  présenter  sa  marchandise  sur  nos 
marchés,  s'il  n'était  pas  soutenu,  encouragé,  protégé  par  toutes 
nos  lois  économiques,  par  tous  nos  préjugés  qui  ont  transformé 
la  théorie  du  libre  échange  dans  la  duperie  de  la  libre  entrée! 

Ah  !  je  sais  bien  que  l'on  me  dira  que  le  remède  se  trouve  dans 
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le  mal  lui-même.  Ce  baieau  qui  a  amené  des  céréales  et  ruiné 
nos  cultures  peut  emporter  le  cultivateur.  Que  le  laboureur  belge 
y  monte,  qu'il  aille  porter  ses  bras,  son  travail  et  ses  peines  en 
Amérique.  Alors,  mais  alors  seulement,  la  Belgique  se  montrera 
pour  lui  aussi  favorable,  aussi  accueillante  qu*elle  se  montre  dure 
aujourd'hui,  et  il  pourra  jouir  utilement  pour  lui  de  nos  installa- 
tions maritimes,  de  nos  voies  ferrées,  de  nos  établissements  de 
crédit  et  de  la  libre  entrée.  C*est  probablement  cela  que  Ton  pré- 
tend élre  un  progrès. 

Mais  c'est  au  nom  des  ouvriers,  c'est  dans  leur  intérêt  que  Ton 
applique  ces  théories  dont  souffre  Tagrieulturc.  Jamais  l'ouvrier, 
à  ce  compte-là,  n'aurait  été  aussi  heureux  qu'en  1893,  les  den- 
rées alimentaires  étant  au  plus  bas  des  prix  connus  :  les  pommes 
de  terre  se  donnent. 

On  a  perfectionné  la  culture  de  ce  tubercule  à  un  point  tel 
que,  pour  peu  qu'un  nouveau  progrès  surgisse,  la  pomme  de  terre 
deviendra  envahissante  ;  dès  aujourd'hui,  elle  est  économique- 
ment invendable. 

Les  denrées  alimentaires  à  bon  marché  doivent  faire  le  bon- 
heur de  l'ouvrier  et  assurer  sa  prospérité.  C'est  un  dogme  qu'il 
n'est  pas  permis  de  discuter  sous  peine  de  tomber  sous  les  accu- 
sations les  plus  infâmes. 

Comment  se  fait-il  que  nos  ouvriers  envahissent  la  France, 
pays  du  pain  cher,  et  que  ce  ne  sont  pas  les  ouvriers  français 
qui  envahissent  la  Belgique,  pays  du  pain  à  bon  marché?  (Cepen- 
dant, en  France,  le  froment  se  vend  5  francs  plus  cher  par  100  kilos 
qu'en  Belgique  ! 

La  situation  est  mauvaise  pour  tous,  parce  que  l'agriculture  n'a 
pas  su  ou  pu  prendre  et  conserver  la  place  qui  lui  revient  dans 
l'organisation  sociale  en  Belgique. 

La  crise  agricole  dépeuple  nos  campagnes  et  amène  les  troubles 
et  les  inquiétudes  que  l'on  signale  chez  nous. 

Notre  industrie  languit,  je  le  sais  bien;  la  question  monétaire 
entre  pour  une  large  part  dans  les  difficultés  du  moment,  mais 
elle  n'est  pas  seule  la  cause  de  la  crise  que  nous  traversons. 

Les  premières  victimes  de  notre  mauvaise  direction  écono- 
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mique,  ce  sont  les  ouvriers.  Ceux  qui  en  ont  profité,  ce  sont  les 
étrangers.  Allez  donc  demander  à  Tagriculteur  américain  et 
indien,  au  russe  et  à  l*arricain  du  bassin  de  la  Méditerranée  ce 
qu'ils  deviendraient  sans  le  consommateur  européen. 

Si  des  mesures  de  préservation,  de  précaution,  de  compensa- 
tion avaient  été  prises,  nous  ne  serions  pas  en  présence  des  dan- 
gers qui  nous  entourent.  L'argent  que  nous  avons  donné  à  Tagri- 
culteur  étranger,  nous  l'aurions  donné  à  ragricultedr  belge,  et  il 
serait  revenu  de  la  campagne  à  la  ville,  de  l'agriculture  belge  au 
commerce  belge  et  à  Tindusirie  belge,  d'une  façon  bien  plus  puis- 
sante et  bien  plus  sérieuse  qu'il  ne  peut  revenir  de  l'agriculteur 
américain  au  commerçant  ou  à  l'industriel  européen. 

Signaler  le  mal  est  facile  :  tout  le  monde  le  voit,  le  ressent,  le 
connaît. 

Mais  cherchons  le  remède. 

Le  seul  sur  lequel  s'établisse  Tentente,  c'est  la  nécessité  de 
développer  renseignement  agricole  :  il  faut  au  cultivateur  du 
sol  une  culture  intellectuelle  plus  complète;  sur  ce  point,  l'accord 
est  parfait. 

Nais  dans  Tapplication!  Je  vous  ai  montré  la  triste  parcimonie 
du  pauvre  budget  de  l'agriculture. 

Si  vous  visitiez  nos  écoles  permanentes  ou  volantes,  vous 
auriez  vite  constaté  partout  combien  il  reste  à  faire  pour  que 
notre  enseignement  soit  convenablement  outillé;  il  manque  des 
hommes  et  des  instruments  parce  qu'il  manque  de  l'argent.  Et 
quand  bien  même  on  nous  donnerait  tout  l'argent  nécessaire,  nous 
ne  serions  pas  encore  à  même  de  relever  notre  agriculture  si 
nous  n'avions  pas  de  droits  protecteurs  pour  soutenir  la  lutte 
contre  l'agriculture  étrangère. 

Le  remède,  c'est  donc  de  nous  donner  plus  de  science  et  des 
droits  protecteurs. 

Plus  de  science  :  vous  avez  tous  compris  la  nécessité  de  com- 
pléter ce  que  nous  avons  déjà  pour  nous  tenir  toujours  au  niveau 
des  progrès  que  l'on  fait  dans  toutes  les  nations  du  monde. 

Des  droits  protecteurs,  il  nous  les  faut  pour  soutenir  la  lutte, 
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parce  que  nous  avons  des  charges  el  qu*il  nous  parait  juste  de 
faire  payer  à  Tétranger  ce  que  nous  payons  nous-mêmes  pour 
amener  cent  kilos  de  grain  sur  le  marché. 

Il  nous  faut  des  droits  protecteurs  afin  de  donner  à  TEtat  belge 
les  ressources  qui  lui  manquent  pour  mettre  renseignement 
agricole  au  niveau  que  nous  désirons  lui  voir  atteindre. 

Il  faut  aussi  que  nous  trouvions  des  ressources  pour  améliorer 
nos  routes  communales,  qui  sont  plus  utiles  et  plus  nécessaires 
pour  la  prospérité  du  pays  que  les  quais  d'Anvers  et  le  canal  de 
Mons  à  Charleroi. 

Messieurs,  il  nous  faut  plus  encore  :  nous  devons  reconstituer 
le  capital  d'exploitation. 

Nous  avons  laissé  perdre  cette  magnifique  épargne  due  au 
travail  de  nos  pères. 

Le  cukivateur  belge  avait  amassé  un  capiuil  d*exploitation 
colossal,  plus  fort,  plus  élevé  que  celui  d'aucune  autre  nation. 

Aucune  révolution,  ni  les  guerres,  ni  les  troubles  ne  l'avaient 
amoindri,  réduit  autant,  d'une  façon  aussi  considérable,  aussi 
dangereuse  que  ne  l'a  fait  notre  grande  hérésie  économique  de 
la  libre  entrée.  De  ce  côté,  nous  allons  à  Teffondrement. 

Une  seule  mesure  peut  nous  sauver  :  l'application  des  droits 
protecteurs.  Vous  en  jugerez  vous-mêmes  facilement. 

Les  progrès  réalisés  dans  la  culture  des  céréales  nous  permet- 
tent de  dire  que,  froment  compris,  nous  produisons  2  000  kilos 
de  grains  à  l'hectare;  s'il  s'agissait  uniquement  de  l'orge  et  de 
l'avoine,  je  dirais  même  que  nous  produisons  3  000  kilos  à 
riiectare  bien  cultivé,  mais  prenons  2  000  kilos.  En  appliquant 
un  droit  d'entrée  de  5  francs  par  100  kilos,  cela  donnerait  une 
plus-value  de  100  francs  par  hectare  de  céréales  cultivé  en 
Belgique. 

Or,  par  suite  de  la  durée  normale  moyenne  des  baux  pendant 
cinq  ans,  le  cultivateur  serait  seul  à  bénéficier  de  cette  plus- 
value,  et  pendant  les  cinq  années  suivantes,  il  serait  encore  en 
grande  partie  bénéficiaire  de  cette  mesure. 

Il  a  fallu  vingt  ans,  de  1873  à  1893,  pour  nous  réduire  au 
point  où  nous  sommes  arrivés;  il  ne  faudrait  pas  vingt  ans  pour 
remonter  le  courant  que  nous  avons  descendu. 
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Mais  pour  en  arriver  là,  il  faudrait  établir  d*autres  réformes 
d  un  ordre  (oui  différent. 

Il  y  a  quelque  temps,  il  était  question  de  placer  à  la  tête  du 
cabinet,  en  France,  Thonorable  M.  Méline,  un  homme  querhis- 
toire  désignera,  avec  raison,  comme  un  des  plus  grands  bienfai- 
teurs de  Tagriculture  française.  Un  journal  de  Paris,  d'une  façon 
aussi  délicate  que  spirituelle,  émit  Tavis  que  ce  choix  ne  serait 
peut-être  pas  heureux  parce  que,  à  tort  ou  à  raison,  le  commerce 
et  rindustrie  considéraient  un  peu  M.  Méline  comme  une  belle- 
mère. 

Messieurs,  rentrons  en  Belgique  et,  si  vous. le  permettez,  occu- 
pons-nous de  notre  belle-mère,  le  Ministre  de  Tagriculture,  du 
commerce  et  de  Findustrie. 

Notez  bien,  et  ceci  est  ce  qu'il  y  a  de  plus  triste,  que  ce  n'est 
pas  par  conviction,  j'en  suis  intimement  persuadé,  mais  par  obli- 
gation et  contrainte  que  le  pouvoir  nous  traite  comme  la  Gen- 
drillon  de  la  famille. 

Lisez  les  discours,  écoutez  ce  que  l'on  vous  dit,  tous  les  cœurs 
débordent  de  sympathie,  d'amour  et  de  dévouement  pour  l'agri- 
culture. Et  les  actes?  Oh!  les  actes,  c'est  autre  chose! 

Mais  peut-il  en  être  autrement? 

Le  Ministre  va  prendre  une  mesure  favorable  h  l'agriculture; 
mais  le  commerce  s'en  ressentira,  il  n'aura  plus  à  importer  ce 
que  nous  produirons;  mais  l'industrie  en  souffrira,  elle  n'aura 
plus  au  rabais  le  travail  de  nos  ouvriers  qui  resteront  dans  nos 
campagnes. 

Le  commerce  arrête  la  main,  l'industrie  renverse  l'encrier,  et 
l'agriculture  continue  à  souffrir  et  à  pâtir  pour  la  plus  grande 
prospérité  de  ses  deux  sœurs. 

Que  faire?  Créer  un  Ministère  de  l'agriculture  et  des  travaux 
publics. 

Un  journal  agricole  belge,  très  bien  renseigné  d'ordinaire, 
nous  disait  la  semaine  dernière  qu'il  était  question  d'adjoindre 
aux  diverses  légations  françaises  des  attachés  agricoles,  comme 
on  y  adjoint  des  attachés  militaires. 

Ce  serait  certes  là  un  très  grand  progrès,  et  cela  montre  quelle 
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haïue  intelligence  préside,  en  France,  à  la  direction  du  mouve- 
ment agricole.  Aujourd'hui,  si  Part  de  la  guerre  a  besoin  de  pour- 
suivre incessamment  ses  études  pour  le  développement  de  la 
défense  nationale,  qui  pourrait  nier  que  la  science  agricole,  que 
Tant  de  faire  produire  à  la  terre  des  forces  et  des  richesses  plus 
grandes  tous  les  jours,  n*a  pas  non  moins  besoin  de  progresser 
et  de  veiller  à  ce  qui  se  passe  au  dehors  dans  fintérét  du  pays? 

Entrons  donc  sérieusement  dans  cette  voie  et  plus  complète- 
ment que  ne  se  proposent  de  le  faire  nos  voisins,  et  nous  serons 
sauvés. 

Nos  diplomates,  à  nous,  n'ont  pas  à  provoquer  des  modifica* 
tions  de  la  carte  de  PEurope  ni  à  préparer  des  alh'ances.  Leur 
rôle,  pour  être  moins  brillant,  n*en  est  pas  moins  utile,  et  il 
pourrait  bien  Tétre  beaucoup  plus  encore. 

Nous  pouvons  constater  tous  les  jours  finfluence  désastreuse 
pour  nous  de  findustrie  et  du  commerce  au  Ministère  de  lagri- 
culture. 

Si  le  Gouvernement  voulait  disjoindre  ce  qui  ne  peut  rester 
uni,  et  faire  passer  au  Département  des  affaires  étrangères  l'ad- 
ministration et  la  direction  de  Tindustrie  et  du  commerce,  tout  le 
monde  s'en  trouverait  bien,  et  surtout  l'industrie  et  le  commerce. 

Vous  voyez  d'ici  combien  Tunion  serait  utile,  intime  et  rapi- 
dement établie  entre  la  haute  direction  de  l'industrie  et  tous  les 
rouages  des  affaires  étrangères. 

Notre  industrie  est  à  ce  point  puissante  que  c'est  à  Tétranger 
qu'elle  doit  placer  ses  produits,  et  dès  lors  n'est-il  pas  rationnel 
qu'elle  vive  sous  le  même  toit  que  la  diplomatie,  que  les  affaires 
étrangères? 

Et  notre  commerce,  que  fera-t-il?  Mais  au  lieu  de  s'occuper 
activement  d'importation,  il  cherchera  à  devenir  un  commerce  de 
pénétration.  Il  veut  lutter  contre  nous,  contre  notre  agriculture, 
faire  à  l'agriculture  belge  une  guerre  fratricide;  en  changeant 
d'air  et  de  milieu,  il  changera  de  terrain  d'action  et  il  com- 
prendra sa  haute  mission  de  développer  les  relations  des  travail- 
leurs belges  avec  les  nations  moins  avancées,  plutôt  que  d'écraser 
des  travailleurs  belges  sous  le  poids  des  produits  des  travailleurs 
étrangers. 
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Quelle  magniGque  expansion  des  services  de  notre  diplomatie 
et  quel  plus  grand  essor  pour  Tindustrie  et  le  commerce  belges 
j'entrevois  dans  cette  réforme! 

Et  dès  lors,  le  Ministère  de  Tagriculture,  s'occupant  de  nos 
travaux  publics  et  du  service  de  Thygiène,  toutes'  choses  qui  se 
complètent  sans  se  contrarier,  ayant  à  sa  tète  un  Ministre  aussi 
dévoué  et  intelligent  que  Thonorable  chef  actuel  de  ce  Départe- 
menty  consacrant  toute  son  activité  et  sa  puissance  de  travail  à  ce 
que  Ton  appelle  avec  raison  la  première  de  nos  industries  natio- 
nales, bien  qu*on  la  traite  comme  la  dernière,  nous  verrions 
les  réformes  succéder  aux  réformes,  les  progrès  aux  progrès,  et  la 
prospérité  remplacer  bientôt  la  misère  dont  nous  commençons  à 
souffrir. 

Et  que  Ton  ne  vienne  pas  taxer  cette  proposition  d'utopie  et 
de  réforme  impossible  à  réaliser. 

Nous  en  avons  vu  bien  d  autres. 

Je  me  rappelle  Tépoque  où  Tagriculture  et  les  beaux-arts  se 
trouvaient  dans  la  main  d*un  même  directeur  général,  homme 
des  plus  intelligents  et  des  plus  honorables,  un  lettré  des  plus  dis- 
tingués. Après  avoir  reçu  un  artiste  et  s'être  élevé  avec  lui  dans 
les  hautes  sphères  artistiques  ou  littéraires,  il  devait,  et  je  vous 
laisse  à  penser  dans  qtiel  esprit,  examiner  avec  un  rural  les 
mesures  à  prendre  pour  améliorer  le  veau  de  sa  vache! 

Aujourd'hui,  nous  avons  un  Ministre  de  l'agriculture.  Qu'y 
a-t-il  de  surprenant  à  ce  que  nous  le  voulions  à  nous  et  pour 
nous,  à  ce  que  nous  cherchions  à  écarter  de  lui  des  influences 
néfastes  pour  nous,  d'autant  plus  qu*il  est  obligé  de  leur  donner 
satisfaction  non  moins  qu'à  nous? 

La  Société  scientifique  a  rendu  à  l'agriculture  un  immense 
service  en  provoquant  la  création  de  l'Institut  agronomique  de 
Louvain,  dont  nous  apprécions  tous  les  jours  de  plus  en  plus, 
je  ne  dirai  pas  l'utilité,  mais  la  nécessité. 

Elle  peut  faire  plus  encore,  grâce  à  sa  puissance  pour  le  bien  : 
travailler  à  rendre  à  l'agriculture  l'influence  qu'elle  n'aurait 
jamais  dû  perdre  dans  l'Etat,  faire  de  notre  agriculture  la  pre- 
mière de  nos  industries  nationales  par  la  faveur  et  la  protection 
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dont  on  doit  Tentourer,  et,  enfin,  rendre  à  nos  populations 
rurales  les  sources  d*un  travail  bien  rémunéré,  que  Ton  a  laissé 
tarir  dans  nos  campagnes.  » 

• 
La  conférence  de  M.  t*  Serstevens  est  suivie  d*une  discussion 
dont  voici  le  résumé  : 

M.  Van  der  Smissbn.  —  Permettez-moi  de  signaler  à  votre 
attention,  Messieurs,  deux  faits  rappelés  par  M.  t' Serstevens  :  Tim- 
portance  de  la  diminution  de  valeur  qu'ont  subie  les  biens  et  les 
revenus  ruraux,  —  la  date  è  partir  de  laquelle  la  crise  agricole 
s*est  manifestée. 

Qu'il  s'agisse  de  la  valeur  du  sol,  du  revenu  brut  du  sol,  de  sa 
valeur  locative  ou  de  son  revenu  net,  la  réduction  en  vingt  ans 
est  d'un  tiers  environ,  selon  l'évaluation  compétente  du  conféren- 
cier. Or,  il  se  fait  que  précisément  l'argent  a  subi  une  déprécia- 
tion correspondante  depuis  1873.  La  baisse  des  prix  est  d'ailleurs 
un  fait  général  :  il  n'est  spécial  ni  à  l'agriculture,  ni  à  la  Bel- 
gique. On  peut  dire  que  la  baisse  affecte  toutes  les  valeurs  ;  de 
plus,  la  crise  date  partout  d'une  époque  voisine  de  1873,  notam- 
ment en  Angleterre. 

Il  y  a  donc  une  relation  bien  certaine  entre  la  crise  monétaire 
et  la  crise  agricole.  M.  't  Serstevens  connaît  bien  l'influence  du 
facteur  monétaire  :  il  l'a  signalée,  il  a  signalé  les  conséquences 
de  la  diflërence  du  change  entre  nos  pays  et  les  pays  qui  ont  un 
étalon  monétaire  déprécié.  De  cet  écart  du  change  résulte  une 
véritable  prime  è  l'importation  en  Europe  des  blés  de  prove- 
nance lointaine,  tels  les  blés  de  l'Inde. 

Un  accord  international  en  vue  de  rendre  à  l'argent  son  rôle 
monétaire  et  de  revenir  sur  les  mesures  prises  depuis  vingt  ans 
pour  démonétiser  l'argent  et  en  vue  de  sa  démonétisation  éven- 
tuelle, aurait  une  influence  salutaire  sur  les  affaires;  il  assure- 
rait une  reprise  des  affaires  dont  toutes  les  industries  profiteraient, 
et  surtout  l'industrie  agricole,  spécialement  affectée  par  la  concur- 
rence étrangère. 

D'autre  part^  il  ne  me  parait  pas  désirable  de  produire  par 
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rintervention  du  législateur  un  relèvement  des  prix  agricoles, 
si  le  salaire  des  ouvriers,  tant  urbains  que  ruraux,  ne  subit  pas 
une  augmentation  correspondante.  Je  ne  puis  admettre  qu^on 
apporte  une  modification  aggravante  aux  dépenses  du  budget 
ouvrier,  si  celte  modification  n*a  pour  corollaire  une  augmenta- 
tion au  moins  équivalente  des  recettes  du  même  budget. 

Là  est  recueil  du  protectionnisme  !  L*impôt  qui  frappe  Tali- 
mentation  du  peuple  ne  saurait  trouver  grâce  à  mes  yeux  :  il 
frappe  la  famille  ouvrière  en  proportion  du  nombre  de  ses 
membres.  Par  là  il  est  immoral  et  odieux. 

Il  n*est  pas  de  traité  d*économie  politique  qui  ne  condamne 
les  anciens  impôts  de  capitation  au  nom  de  la  justice,  parce  qu'il 
est  inique  de  réclamer  le  même  impôt  à  tous  les  citoyens,  sans 
tenir  compte  de  rinégalité  des  fortunes.  L*impôt  qui  frappe  les 
céréales  alimentaires  est  plus  injuste  encore  que  Timpôt  décapi- 
tation, car  les  impôts  de  capitation  de  jadis  étaient  généralement 
perçus  par  feu,  C'est-à-dire  par  ménage.  L'impôt  sur  le  blé  est 
une  véritable  amende  à  laquelle  la  loi  condamne  le  père  de 
famille,  amende  d'autant  plus  cruelle  qu'il  a  plus  d'enfants. 

Le  relèvement  des  prix,  s'il  est  général,  échappe  à  toute  cri- 
tique de  ce  genre.  Dans  l'hypothèse  d*un  relèvement  des  prix  dû 
à  TafOuence  du  numéraire  dans  la  circulation,  non  seulement 
l'ouvrier  retrouverait  d'un  côté  ce  qu'il  perdrait  de  l'autre,  mais 
l'augmentation  de  ses  ressources  croîtrait  dans  une  proportion 
plus  forte  que  ses  dépenses,  parce  que  —  comme  la  pénurie 
monétaire  a  causé  le  ralentissement  des  affaires  et  accumulé  les 
ruines  industrielles  —  l'abondance  monétaire  ramènerait  les 
années  d'activité  et  de  profits  qui  font  les  hauts  salaires. 

M.  le  comte  Fr.  Van  der  Straten  Ponthok  défend  la  manière 
de  voir  de  M.  t'Serstevens  ;  il  croit  comme  lui  que  la  situation 
actuelle  demande  un  remède  immédiat  et  efficace,  et  qu'il  faut  le 
chercher  dans  les  droits  d'entrée. 

M.  t'Serstevens.  — Si  le  libre-échange  était  général,  s'il  existait 
entre  tous  les  pays,  je  le  considérerais  comme  un  progrès.  Je  ne 
suis  pas  autrement  protectionniste  que  cela.  Le  principe  doit 
fléchir  devant  la  situation  économique  qui  est  celle-ci  :  le  cuiti- 
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valeur  ne  peut  vendre  ses  produits   à   un  prix  suffisamment 
rémunérateur;  l'ouvrier  agricole  est  sans  travail. 

M.  Van  der  Smissin.  — M.  t'Serstevens  veut  bien  reconnaître 
que  le  libre  échange  est  la  vérité  économique.  Nous  ne  sommes 
pas  loin  d*étre  d*accord.  La  protection  est  un  palliatif.  C'est  un 
remède  bien  moins  satisfaisant  que  la  réforme  monétaire. 

Ce  qui  est  essentiel,  c*est  de  maintenir  l'équilibre  du  budget 
de  l'ouvrier.  1/industrie  souR're  comme  Tagriculture;  le  chômage 
sévit  à  Gand  et  ailleurs.  Le  renchérissement  du  blé  serait  une 
calamité  publique,  s'il  n'était  accompagné  d'une  augmentation 
de  salaire. 

M.  Léon  Joly.  —  Je  voudrais  répondre  quelques  mots  à 
l'honorable  M.  Van  der  Smissen.  Je  ne  puis  comprendre  une 
politique  économique  qui  aboutit  à  l'écrasement  de  notre  agri- 
culture, la  principale,  la  plus  conservatrice  des  industries 
nationales. 

Elle  est  accablée  de  lourds  impôts,  et  on  la  livre,  ainsi 
entravée,  sans  défense,  à  la  concurrence  de  pays  neufs,  où  l'agri- 
culteur produit  sans  dépense  de  fumier,  sans  charges  d'impôts. 
Et  cela  quand  les  grands  pays  voisins,  mieux  avisés,  font  refluer 
chez  nous  les  grains  indiens  et  américains,  et  ferment  leur  porte 
à  nos  produits!  Ce  n'est  pas  seulement  sur  les  produits  non 
alimentaires  que  je  voudrais  voir  établir  des  droits  compensa- 
teurs, c'est  aussi  et  surtout  sur  le  froment,  car  dans  bien  des 
fermes  des  mieux  ordonnées,  tous  les  produits  inférieurs,  seigle, 
fourrages,  orges,  parfois  même  les  avoines  sont  consommés, 
servent  à  la  production  dui)élail,  et  l'on  ne  vend,  en  dehors  des 
produits  du  bétail  et  de  ceux  des  cultures  industrielles,  que  le 
froment. 

D'ailleurs,  si  les  agriculteurs  veulent  aboutir,  il  faut  que  leurs 
députés  se  coalisent  et  renoncent  au  funeste  système  de  ne 
réclamer  et  ne  vouloir  de  protection  que  chacun  pour  les 
produits  de  son  arrondissement. 

On  parle  du  budget  de  l'ouvrier.  Qu'importera  à  l'ouvrier 
d'avoir  le  pain  à  bon  marché  quand  il  n'aura  plus  de  salaire 
pour  payer  ce  pain  avili?  Et  n'est*ce  pas  ce  qui  doit  arriver  quand 
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on  aura  achevé  Tœuvre  de  desiruction  en  cours  et  fait  affluer 
dans  les  villes  les  centaines  de  mille  travailleurs  agricoles  des 
salaires  desquels  on  n*a  cure  parce  qu*ils  ne  font  ni  manifesta- 
tionsy  ni  émeutes? 

L*avilissement  des  salaires  est  la  conséquence  inéluctable  de 
Tavilissement  des  produits  agricoles. 

Au  contraire,  dans  les  années  de  «  pain  cher  »,  de  1870 
à  1876  notamment,  l'ouvrier  avait  bien  plus  de  facilité  qu*au- 
jourd'hui  à  équilibrer  son  modeste  budget. 

L*honorable  préopinant  a  préconisé  comme  remède  le  retour 
au  bimétallisme,  c'est-à-dire  à  la  frappe  libre  des  deux  métaux, 
et  non  plus  de  For  seul. 

J'hésite  à  me  prononcer  sur  cette  question  qui  n'est  guère  de 
ma  compétence.  Si  je  vois  fort  bien  l'avantage  que  tire  de  l'étalon 
d'argent  l'agriculture  de  certains  pays  exportateurs  de  blé ,  je 
suis  cependant  porté  à  craindre  qu'il  n'y  ait  de  sérieux  incon- 
vénients à  revenir  à  une  monnaie  inférieure,  dépréciée.  Dans 
tous  les  cas,  c'est  un  remède  à  longue  échéance.  L'honorable 
M.  Van  derSmissen  reconnaît  qu'il  ne  saurait  être  question  pour 
les  Belges  d'y  recourir  seuls.  Ils  ne  pourraient  le  faire  que  de 
concert  avec  les  grands  pays. 

Au  contraire,  établir  des  droits  compensateurs  ne  dépend  que 
de  nous  et  peut  se  faire  immédiatement.  Il  est  urgent  d'arrêter 
la  ruine  de  l'agriculture  nationale. 

M.  Lagasse. — Je  ne  veux  pas  critiquer  la  remarquable  confé- 
rence que  vous  venez  d'entendre. 

Une  réserve  me  parait  cependant  nécessaire  au  sujet  de  la 
cause  à  laquelle  M.  t'Serstevens  attribue  exclusivement  l'émigra- 
tion de  nombreux  ouvriers  des  Flandres  vers  le  nord  de  la  France. 

La  France,  même  dans  certaines  contrées  du  Nord,  s'appauvrit 
en  hommes.  Nos  Flandres  abondent,  au  contraire,  en  hommes. 
Il  arrive  ce  qui  se  produit  dans  les  vases  communiquants  :  le 
trop-plein  de  l'un  s'en  va  dans  Taulre.  C'est  un  phénomène  social 
aussi  inévitable  que  le  phénomène  physique. 

On  le  retrouve  partout,  dans  les  conditions  les  plus  diverses, 
sous  les  latitudes  les  plus  différentes. 
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L'Esl  des  Ëlals-Unis  d'Amérique  se  dépeuple  aussi.  Là,  ce 
sont  de  vieux  Français,  les  Canadiens  de  langue  française,  qui  se 
déversent  dans  les  Etals  de  cette  partie  de  FUnion. 

Rien  n'est  plus  curieux  que  de  consulter,  à  cet  égard,  la  belle 
enquête  entreprise  jadis  à  ce  sujet  par  M.  Garroll  Wright,  alors 
chef  du  bureau  de  statistique  du  Massachusetts,  et,  depuis, 
devenu  Secrétaire  d*État  à  la  tète  du  Département  du  travail  à 
Washington. 

M.  T*  Sterstbvens.  —  Les  ouvriers  belges  ne  sont  pas  allés  eo 
France  pour  combler  un  vide,  parce  que,  là-bas,  il  y  aurait  eu 
manque  de  bras,  mais  parce  que,  en  France,  le  travail  est 
bien  rémunéré  et  qu'il  est  plus  abondant  qu*en  Belgique.  Les 
droits  d'entrée  sur  les  céréales  ont  enrichi  l'ouvrier  agricole 
français;  il  reste  à  la  campagne  et  ne  va  pas  offrir  ses  bras  au 
rabais  à  Findustriel.  C'est  le  travail  bien  payé  qui  attire  Touvrier 
belge  en  France;  l'émigration  de  nos  travailleurs  agricoles  va 
sans  cesse  en  augmentant. 

M.  Proost. —  Le  libre-échange  a  été  proclamé  tantôt  la  vérité 
économique;  il  Ta  été  au  nom  de  l'ancienne  économie  poli- 
tique, doctrine  enseignée  depuis  un  demi-siécle  dans  les  écoles  de 
droit,  mais  qui  n'en  repose  pas  moins  sur  des  postulats  très  dis- 
cutables. 

L'économie  politique  moderne  est,  au  contraire,  une  science 
naturelle,  fondée  sur  des  statistiques  rigoureuses,  tenant  compte 
des  faits  avant  tout  et  raisonnant  a  posteriori. 

C'est  au  nom  de  l'ancienne  économie  politique,  de  l'économie 
politique  a  priori^  que  l'on  a  rompu  l'équilibre  économique,  en 
protégeant  l'industrie  aux  dépens  de  l'agriculture.  C'est  au  nom 
de  l'économie  politique  a  posteriori  que  nous  demandons  que 
l'on  revienne  en  arrière,  que  l'on  travaille  à  rétablir  cet  équilibre 
économique,  parce  que  c'est  le  seul  moyen  de  résoudre  la  question 
sociale,  en  retenant  à  la  campagne  les  ouvriers  agricoles  que  le 
libre-échange  précipite  dans  les  villes  et  les  agglomérations 
industrielles,  où  ils  vont  à  la  fois  faire  une  concurrence  désas- 
treuse aux  travailleurs  urbains  et  grossir  l'armée  des  misérables. 

Les  théoriciens  de  l'économie  politique  a  priori  oublient  trop 

xvn.  2i 
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souvent  que  l'Hgriculture  est  la  seule  industrie  qui  crée.  Elle 
emprunte  Ténergie  au  soleil,  elle  extrait  le  combustible,  le  car- 
bone de  Tatmosphère,  tandis  que  les  industries  minières  épuisent 
le  sol.  De  plus,  ce  sont  les  classes  rurales  qui  rajeunissent  et 
régénèrent  le  sang  des  nations. 

L'agriculture  a  donc,  au  moins  autant  que  les  autres  indus- 
tries, le  droit  d*étre  encouragée  et  protégée. 
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SUR  LES  APPLICATIONS 

DE  LA 

NOTION  DE  CONVERGENCE  UNIFORME 

DANS  LA 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  DUNE  VAIlIABr.K  COMPLEXE 

PAR 

M.  Ch.-J.  DE  LA  VALLÉE  POUSSIN 

Professeur  A  l'Université  de  Louvain. 


I.  —  Théorème  général. 

Remarque  préliminaire.  Soit  /"(Ç)  une  fonction  continue  et 
uniforme  de  la  variable  complexe  C  dans  une  aire  T. 

On  sait  que  si  /*(!;)  est  synectiquc  dans  Paire  T,  l'intégrale 
définie 


'• 


prise  le  long  d*une  ligne  quelconque  L»  ne  dépend  que  des 
extrémités  zq  et  z  de  la  ligne  L,  pourvu  que  Ton  ne  sorte  pas 
de  la  région  T. 

Réciproquement,  si  l'intégrale 

ne  dépend  que  des  extrémités  Zq  et  z  de  la  ligne  L,  pourvu  que 
cette  ligne  soit  dans  T,  la  fonction  /*(()  sera  synectiquc  dans 
Faire  T. 

Donnons-nous  une  des  extrémités  Zq  de  la  ligne  L  et  laissons 
Tautre,  c,  variable;  nous  pouvons  poser 
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de  même, 


f(z^h)^f^  mdX,. 


*ù 


Comme  la  valeur  de  celle  inlégrale  ne  dépend  que  des  extré- 
miles  Zq  el  £  +  h  de  la  ligne  d'intégralion,  on  peul  raisonner 
comme  si  celle  ligne  passail  par  le  poinl  Zy  et  Ton  a 


On  peut  encore  raisonner  conome  si  la  ligne  d'inlégralion  était 
rectiligne  entre  z  et  z  +  h,  et  sur  cet  élément  de  ligne  on  aura, 
E  tendant  vers  zéro  avec  h, 


donc 


,(£->-  A) -y  (g) 

lira f(z). 

On  voit  ainsi  que  <f(z)  a  une  dérivée  unique  et  bien  déter- 
minée f(z)  en  chaque  poinl,  donc  (f{z)  est  une  fonclion  synec- 
tique  dans  Taire  T.  Il  en  est  alors  de  même,  comme  on  le  sait, 
pour  toutes  ses  dérivées  et  pour  f(z)  en  particulier. 

Théorème  général.  Soient  n  un  nombre  qui  tend  vers  Pinfini, 
en  passant  par  toutes  les  valeurs  possibles  ou  par  une  série  de 
valeurs  particulières,  et  f(Zi  n)  une  fonclion  syneclique  de  z 
pour  toutes  les  valeurs  que  Ton  peut  donner  à  n. 

Si  /"(z,  n)  tend  uniformément  vers  une  limite  /"(z,  oo),  fonc- 
tion de  z,  quand  z  reste  à  rinlérieur  d'une  aire  T  : 

!•  La  fonclion  /"(z,  oc)  sera  syneclique  dans  Taire  T; 

2**  On  aura,  pour  tout  point  z  intérieur  à  T, 

d'fiz.n)       d^f(z,co) 
lim 


n—at 


dzf^  dz' 
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et  cette  dérivée  Ulf{Zf  n)  convergera  uniformément  vers  sa  limite 
dans  toute  aire  T'  intérieure  à  T. 

Démonstration.  On  peut  poser,  par  hypothèse,  s  tendant  uni- 
formément vers  zéro  quand  n  tend  vers  Pinfini, 

/■(z,  X  )  =  f\zy  n)  -+-  f , 

et  Ton  sait  que  la  fonction  /"(z,  oo)  sera  continue  dans  Taire  T. 
Soient  zq  et  z  les  extrémités  d*une  ligne  L  intérieure  à  T;  on 
aura,  en  intégrant  le  long  de  cette  ligne, 

ff{z,  00  )dz=f'f\Zy  n)dz  -+-  /f  rfr, 

et,  puisque  i  tend  uniformément  vers  zéro, 

flXz^  x))dz  ==  liniy**  f(z,  n)(lz. 


n 


Cette  égalité  prouve  deux  choses  :  i"  que  la  limite  indiquée 
au  second  membre  est  bien  déterminée;  2'  que  cette  limite  ne 
pouvant  dépendre  que  de  Zq  et  de  z,  l'intégrale  qui  est  au  premier 
membre  ne  dépend  aussi  que  des  extrémités  Zq  et  z  de  la  ligne 
d'intégration.  Par  conséquent,  en  vertu  de  notre  remarque  pré- 
liminaire, f{Zf  oo)  est  synectique  dans  Taire  T,  et  la  première 
partie  du  théorème  est  démontrée. 

La  deuxième  partie  du  théorème  est  une  conséquence  de  la 
première  :  en  effet,  f{z,  oo)  étant  synectique  dans  T,  la  différence 
/*(£,  oo)  —  f(z^  n),  que  nous  désignons  par  s,  sera  synectique 
également.  Cette  remarque  va  servir  de  base  à  notre  démon- 
stration. 

Soit  T'  une  aire  intérieure  à  T,  et  r  la  plus  courte  distance 
entre  les  contours  de  T  et  de  T',  r  sera,  par  hypothèse,  différent 
de  zéro. 

En  un  point  quelconque  ^  de  T',  on  aura 

d'f(z,  70  )  __  d^f(z,n)       d^ 
dz'       "^      dz^  dz'' 

XVII  2i. 
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Décrivons  un  cercle  avec  r  pour  rayon  autour  du  point  Zj  ce 
cercle  sera  situe  tout  entier  dans  T,  et  e  sera  synectique  sur  ce 
cercle  et  à  rintcrieur;  désignons  donc  par  £|  le  maximum  de  £ 
sur  ce  cercle,  on  aura,  par  un  théorème  connu, 

d^e  l.î2...» 

< 


."-I 


Faisons  tendre  n  vers  Tinfini;  e|,  qui  ne  peut  pas  surpasser  le 
maximum  de  s  dans  I  aire  T,  tendra  uniformément  vers  zéro, 

tant  que  Z  restera  dans  T';  la  dernière  inégalité  montre  que  — 
tendra  uniformément  vers  zéro  dans  les  mêmes  conditions  ; 
il  viendra  donc 

,.      d^z,  n)       d^z,  X  ) 

lim = » 

»=^oD      dz^  dz^" 

et  la  convergence  sera  uniforme  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  Dans  Ténoncé  du  théorème  général,  nous  avons 
supposé  que  n  tendait  vers  Tintini;  il  est  clair  que  le  théorème 
correspondant  est  vrai,  et  peut  se  démontrer  par  la  même  voie, 
quand  n  tend  vers  une  limite  finie. 

Nous  allons  déduire,  comme  cas  particuliers,  de  notre  propo- 
sition générale,  une  série  de  théorèmes  importants,  qui  sont 
connus  pour  la  plupart,  mais  sont  généralement  démontrés  par 
des  considérations  moins  simples  et  peut-être  moins  satisfai- 
santes que  celles  que  nous  présentons  dans  cette  Note. 


II.  —  Séries  et  produits  inflbiis. 


TiiÉ0R^..ME  I.  Soit 


Mp  -4-  J/,  -♦-  II,  -4-  •••  -+-  II, 


une  série  dont  le  terme  général  u„  est  fonction  synectique  de  z 
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dans    Taire  T;    si   cette   série   converge    uniformément   dans 
Taire  T  : 

I*  La  somme  de  la  série 


f(z)  =  tlj,  -4-  tlj  -H   •••   -*-   V 


n 


est  fonction  synoctiquede  z  dans  Taire  T; 

2"  La  dérivée  d'ordre  p  quelconque  de  la  somme  de  la  série 
peut  8*ol)trniren  différentinnt  p  fois  de  suite  la  série  terme  par 
terme. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  évident  du  théorème 
général;  il  sudii,  pour  le  ramoner  à  celui-ci,  de  désigner  par 
/■(r,  n)  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série. 

Application,  Toulo  série  potentielle  est  uniformément  conver- 
gente à  Tinlérieur  du  cercle  de  convergence  ;  elle  représente  donc 
une  fonction  synectique  à  Tintérieur  de  ce  cercle,  et  on  peut  la 
différcntier  terme  par  terme  autant  de  fois  qu'on  le  veut. 

Tii^.oRt'MR  IL  Soit 

un  produit  infini,  composé  de  facteurs  (1  -i-  y„\  qui  sont  des 
fonctions  synectiqucs  dans  Taire  T  quel  que  soit  n  ;  si  ce  produit 
est,  en  outre,  uniformément  convergent  dans  Taire  T,  il  repré- 
sente une  fonction  synectique  è  Tintérieur  de  cette  aire,  et  sa 
dérivée  d'ordre  quelconque  peut  s'obtenir  en  appliquant  les 
règles  établies  pour  les  produits  composés  d'un  nombre  limité 
de  facteurs. 

Ce  théorème  est  encore  un  cas  particulier  évident  du  théorème 
général.  Il  trouve  une  application  importante  dans  la  démon- 
stration du  théorème  de  M.  Weierstrass  pour  la  décomposition 
des  fonctions  en  facteurs  primaires.  Comme  les  méthodes 
employées  pour  établir  la  convergence  des  produits  infinis 
établissent  presque  toujours  en  même  temps  Tuniformité  de  la 
convergence,  l'application  du  théorème  précédent  est  immédiate 
et  dispense  de  toute  autre  considération. 
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m.  —  Intéigrales  définies. 

Avant  d'énoncer  le  théorème^  il  sera  peul-étre  utile  de  préciser 
le  sens  des  ternies  que  nous  allons  employer. 

Soit  F(Zft)  une  fonction  de  la  variable  réelle  t  et  de  la  variable 
complexe  z  =  x  -+-  yi;  on  a 

V(z,  t)  =  f(x,  y,  <)  -♦.  t>  (X,  y,  0 

Supposons  que  /  varie  dans  un  intervalle  (a,  6)  et  z  dans  une 
région  T  ;  nous  dirons  que  F  (z,  /)  est  fonction  continue  de  z  et 
de  u  lorsque  les  fonctions  9  (x,  y^  t)  et  ^  (x,  y,  t)  seront  des 
fonctions  continues  des  trois  variables  réelles  x,  y  ei  t  dans  la 
région  correspondante. 

Occupons-nous  d*abord  des  intégrales  à  limites  finies;  on  a  le 
théorème  suivant  : 

Théorémb  III.  Soit  F  (Zf  t)  une  fonction  continue  de  la 
variable  réelle  t  et  de  la  variable  complexe  z  quand  t  varie  dans 
un  intervalle  fini  (a,  6)  et  z  dans  Taire  T;  si,  pour  toute  valeur 
de  t  dans  Tintervalle  (a,  6),  f{Zj  t)  est  une  fonction  synectique^ 
de  z  dans  Faire  T,  je  dis  que  l'intégrale  à  limites  Gnies,  prise 
par  rapport  à  /, 

/V(zj)dt 

est  aussi  une  fonction  synectique  de  z  dans  Taire  T,  et  que 
Ton  a 

m  a 

Démonstration.  Nous  allons  encore  ramener  la  démonslrauon 
de  ce  théorème  à  celle  du  théorème  général. 

Divisons  Tintervalle(a,  6)  en  un  nombre  n  indéfiniment  crois- 
sant de  parties  égales  it^^^-  par  les  points  a,  Z^,  t^, ...  1^  ... 
£^_,,  ^  «=6,  et  posons 


é=sn 


f{z,n)^  2f{z.ti)il-- 
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la  fonction  f{z^  n)  sera  synectique  pour  tonte  valeur  de  n,  et  Ton 
aura 

/*F(«,  i)di'==\\n\f(z,n). 

^  11=00 

Pour  pouvoir  appliquer  le  théorème  général,  il  reste  encore  à 
dénnontrer  que  f(z^  n)  converge  uniformément  vers  sa  limite. 
C'est  ce  que  nous  allons  faire. 

Considérons  Tégalité 


VSSM 


qui  peut  s'écHre 


iz=m  <=N 


IbI  lr=| 


on  voit  que  la  démonstration  se  ramène  encore  à  montrer  que 
les  sommes 


•al  <=| 


convergent  uniformément  vers  leurs  limites  respectives 

Il  suffit  de  faire  cette  démonstration  pour  la  première  somme. 

Désignons  par  À<  Toscillation  de  ^(x.y^t)  quand  t  varie  dans 
rinlervalle  r,—  r,_,  a=^;  on  sait,  par  les  traités  de  calcul 
intégral,  que  la  somme 


ir.M 


2  H-f»  !/.'<)''< 

isl 

diffère  de  sa  limite  d'une  quantité  inférieure  i\ 

Or,  9fjr.//,0  étant,  par  hypothèse,  une  fonction  continue  de 
X,  //  et  tf  ^t  tend  uniformément  vers  zéro  avec  itf  c'est -à-dire 
quand  n  tend  vers  l'infini,  donc  la  somme 


Ri  ^^^ 


rHS 


